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Sujet. 


On  considère  deux  complexes  linéaires  en  inço- 
lution  A  e/  B. 

1°  Soit  Q  une  quadrique  dont  chaque  système 
de  génératrices  appartient  à  l'un  de  ces  com- 
plexes. Par  les  points  communs  à  trois  d'entre 
elleSy  il  en  passe  généralement  une  simple  infi- 
nité d'autres  :  on  dira  qu' elles  forment  un  sys- 
tème de  quadriques  Q. 

A  tout  système  de  quadriques  Q  en  correspond 
un  autrCj  tel  que  toute  quadrique  de  l'un  de  ces 
systèmes  touche  toute  quadrique  de  l'autre. 

2**  L'eni^eloppe  commune  des  quadriques  de 
ces  deux  systèmes  est  une  surface  de  Kummer. 

3°  Toute  surface  de  Kummer  est  susceptible 
de  cette  double  génération.  Chercher  de  combien 
de  manières. 

4®  Propriétés  corrélatives. 

5®  On  considère  toutes  les  surfaces  de  Kum- 
mer, S,  conjuguées  aux  deux  complexes  linéaires 
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en  itwolution  A  ^/  B.  //  ny  en  a  généralement 
qu'une  gui  touche  neuf  droites  de  l'un  de  ces 
complexes. 

6^  Toutes  celles  qui  touchent  huit  droites  du 
complexe  A,  par  exemple,  en  touchent  générale- 
ment une  infinité  d'autres,  formant  une  surface 
du  huitième  ordre. 

7"^  Celles  qui  touchent  sept  droites  du  com- 
plexe A  touchent,  outre  les  conjuguées  de  ces 
sept  droites  par  rapport  à  B,  un  huitième  couple 
de  droites  appartenant  à  K  et  conjuguées  par 
rapport  à  B. 

8**  Les  droites  bitangentes  à  une  surface  S  et 
communes  aux  complexes  K  et  ^  engendrent 
deux  surfaces  distinctes  du  quatrième  ordre,  cir- 
conscrites à  li  le  long  des  lignes  asymptotiques 
particulières,  (a)  e^  (p),  qui  appartiennent  res- 
pectivement aux  complexes  A  etB. 

9°  La  courbe  (a),  par  exemple,  est  générale- 
ment définie  par  huit  de  ses  points;  mais  sept 
d'entre  eux  en  déterminent  neuf  autres. 

lo**  //  existe  une  famille  de  surfaces  S  admet- 
tant la  même  ligne  asymptotique  (a).  Les  quatre 
complexes  linéaires,  en  involution  deux  à  deux, 
ainsi  qu'avec  A  et  P,  auxquels  chacune  de  ces 
surfaces  est  conjuguée,  sont  fixes. 

Il**//  n'existe  quune  surface  de  cette  famille 
tangente  à  une  génératrice  de  B.  Il  en  existe 
trois  bitangentes  à  une  droite  du  complexe  A, 
et  les  trois  couples  de  points  de  contact  forment 
deux  à  deux  des  divisions  harmoniques. 
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12''  Les  génératrices  de  A,  qui  touchent  à  la 
fois  deux  surfaces  de  la  famille  en  question^  les 
louchent  suii^ant  des  lignes  asymptotiques. 

Coiiditions. 

Le  Concours  est  ouvert  à  tous  les  lecteurs  dos  Nou- 
velles Annales  de  Mathématiques. 

Le  meilleur  Mémoire  envoyé  en  réponse  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  prolit  de  Tauteur  : 

I*  A  un  crédit  de  aoo*^"^  d'Ouvrages  à  choisir  dans  le 
Catalogue  de  M.  Gaulliîer-Villars; 
2"  A  la  publication  du  Mémoîre; 
3*  A  un  tirage  à  part  gratuit  de  loo  exemplaires. 

\jis  manuscrits  devront  être  parvenus  A  la  Rédaction 
avant  le  3i  décembre  1908,  terme  d'absolue  rigueur. 

Les  auteurs  pourront,  a  leur  gré,  se  faire  immédiate- 
ment connaitre,  ou  garder  provisoirement  Tanonyme. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacheté  renfermant,  avec  la  même  indica- 
tion, le  nom  et  Tadresse  de  Tauteur.  Les  plis  cachetés 
en  question  ne  seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à 
partir  du  3i  décembre  1908  et  après  le  jugement  pro- 
noncé. 

Aucune  limite  n*est  fixée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires; mais,  à  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  juges  du  Concours.  Chacun  comprendra  du 
reste  que  l'insertion  d'un  Travail  trop  étendu  serait 
matériellement  impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
i"  février  1904,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard, 
publié  dans  le  journal. 
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La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associes  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

i"  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  mention- 
nées, au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2^  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés sur  un  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  connaître 
sans  retard  s^il  désire  que  la  publication  de  son  travail 
ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom.  Les  Rédacteurs. 

[02e] 

RAYON  DE  GOURBIRE  DTNE  GOIRBE  PLANE. 
REMARQUES  ET  GONSTRICTIONS; 

Par  m.  G.-A.  LAISANT. 


I               y' 
1.  On  connaît  Texpression  ^  =  — ^  de  la  cour- 

bure  d'une  courbe  plane,  rapportée  à  des  coordonnées 
rectangulaires,  en  un  point  M{x,y)  {/ig*  i).  En  appe- 
lant a  l'angle  d'inclinaison  de  la  tangente  en  M  sur  l'axe 
des  X,  on  peut  écrire 

rr-  =  y'cos'a         ou         Rcos»a=— s* 
R     -^  r 

Si  donc  on  projette  le  centre  de  courbure  C  en  D,  sur 


Digitized  by 


Google 


(9) 
l'ordonnée  de  M,  puis  D  en  E  sur  la  normale,  puis  E  en  F 
sur  l'ordonnée,  le  segment  MF  représentera  l'expres- 
sion —:•  Réciproquement,  si  Ton  connaît y^,  on  pourra 
construire  le  segment  MF,  et  Ton  obtiendra  C  par  la 

Fig.  I. 


construction  inverse,  c'est-à-dire  en  menant  FE  paral- 
lèle à  Ox  jusqu'à  la  normale,  ED  parallèle  à  la  tan- 
gente jusqu'à  l'ordonnée,  et  DC  parallèle  à  Ox  jusqu'à 
la  normale. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'on  a  ausçi,  en  tenant  compte 
des  signes, 

R  sin'a  = ^9 

X 

la  notation  af  représentant  -j-i*  Donc  la  construction 

des  droites  CD|,  1)^  E,,  E|  ¥^ ,  analogue  à  la  précédente, 

donnera  en  MF|  l'expression  géométrique  de  -^;   et 

réciproquement,  si  l'on  connaît  x",  la  construction 
inverse  donnera  C. 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  sont 


iTo  =  a?  4- 


J7*  si  n'a 


y'=y^y^^» 
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On   venue   en  ouirc  les   relalions,   d^aîlleurs   bien 
connues, 

a7'tang»a-Hy  =  o,        ar'-hy  coi»a  =  o, 

et  l'on  obtient  aussi  très  aisément,  en  considérant  le 
irianglc  MGD,  l'expression  syméirique  suivante  du 
rajon  de  courbure,  qui  est  peut-être  nouvelle  : 

11» 


"-MHyf] 


Ces  remarques  permettent  donc  : 

Connaissant  le  rayon  de  courbure  et  la  normale,  de 
construire  les  deux  dérivées  secondes  a/\  y"  ; 

Connaissant  Tune  des  dérivées  secondes  et  la  nor- 
male, de  construire  l'autre  dérivée  seconde  et  le  rayon 
de  courbure^ 

Connaissant  les  deux  dérivées  secondes,  de  calculer 
le  rayon  de  courbure  et  la  direction  de  la  normale 
(mais  non  de  construire  ces  éléments  avec  la  règle  et 
le  compas). 

11  serait  facile  d'appliquer  ces  considérations  aux 
rayons  de  courbure  d'un  grand  "nombre  de  courbes, 
et  en  particulier  aux  paraboles  d'ordre  quelconque, 

y*(x)  étant  un  polynôme  entier;  dans  ce  cas  on  trouve 
des  résultais  remarquablement  simples.  Mais,  pour 
abréger,  nous  nous  bornons  à  cette  simple  indication. 
On  remarquera  enfin  qu'une  courbe  étant  donnée,  si 
on  la  rapporte  à  un  système  quelconque  d'axes  rectan- 
gulaires, et  si  Ton  fait  tourner  ces  axes,  l'extrémité  F 

du  segment  MF  =  -n  porté  sur  l'ordonnée  décrit  une 
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courbe  déGnic  par  ré(|ualioii  polaire  MF  =  Rcos'O.  H 
en  est  de  même  pour  le  lieu  décrit  par  F|  exirémilé 
deMF,=  -i. 


S.  Une  construction  du  même  genre,  bien  que  moins 
intuitive,  peut  être  obtenue  pour  le  cas  des  coordon- 
nées polaires.  On  sait  en  effet  qu^alors  le  ra^on  de 
courbure  R  est  donné  par  la  formule 


(I) 


R  =  -. 


Soient  {fig-  2)  Ox  Taxe  polaire,  INI  le  point  consi- 
Fig.  a. 


déré,  C  le  centre  de  courbure,  ON  la  sous-normale,  KQ 
une  perpendiculaire  à  NM;  soient  eniin,  sur  le  rayon 
vecteur  OM,  ZO  égal  à  la  dérivée  seconde  t^  fournie 
par  Téqttation,  et  QR  =  ZQ. 
On  a 


OM  =  r,  ON  =  r', 

QO  =  —,  QM  =       ^       , 

^  r  ^  /• 


QR  =  ZQ  =  ZO  —  QO  =  /•'— 
Dès  lors,  la  relation  (i)  peut  s'écrire 


CM  =  R, 


CM  = 


NM» 


^Mï-^  OM.QO  —  OM.ZO  ' 


Digitized  by 


Google 


(  lo 

'où 

CM  _  NM«      I      _        QM 


NM   OM  QM-t-QO-ZO   QM  — ZQ 

_   QM   _ QM 
■"  QM  — QR  ""  RM" 

Les  deux  triangles  MCQ,  MNR  sont  donc  semblables, 
c'est-à-dîre  que  les  droites  CQ,  NR  sont  parallèles.  On 
peut  encore  remarquer  que  la  parallèle  ZK  à  ces  deux 
droites  coupe  la  normale  en  un  point  R  tel  que  le  mi- 
lieu du  segment  KN  est  le  centre  de  courbure  C. 

La  construction  qui  précède  permet,  soit  d'obtenir 
le  centre  de  courbure  quand  on  a  la  dérivée  seconde, 
soit  de  construire  cette  dérivée  seconde  ZO  lorsqu'on 
connaît,  au  point  correspondant  M,  le  centre  de  cour- 
bure. 

Il  est  évident  qu'en  tout  ceci  la  direction  de  Taxe 
polaire  Ox  n'intervient  en  rien.  Mais  si  l'on  se  donne 
une  courbe  entièrement  déterminée,  et  qu'on  veuille 
la  rapporter  à  un  système  de  coordonnées  polaires,  la 
position  de  l'origine  O  importera  beaucoup. 

Supposons  d'abord  qu'on  connaisse  h  la  fois  la  nor- 
male MN  =  71  et  le  rayon  de  courbure  MC  =  R.  Alors, 
l'origine  se  déplacera  sur  un  cercle  de  diamètre  NM. 
En  outre,  en  posant  OMN  =  o),  on  aura 

MZ        iMK  MZ  iR  —  n 

■  cosoj  = 


MQ        MG  h  R 

de  sorte  que  le  point  Z  décrit  une  droite  ZD  parallèle  à 
la  tangente. 

La  dérivée  seconde  ZO  est  donc  représentée  par  le 
segment  intercepté  sur  une  sécante  MOZ  par  le  cercle 
et  la  droite  ZD,  lorsque  cette  sécante  tourne  autour  du 
point  M. 
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Quand  le  point  O  varie  sur  la  droite  MO,  alors  m  est 
constant,  et  n  variable;  on  a  toujours  la  relation 


costo  \  R/ 


qui  montre  comment  sont  liées  les  variations  des  points  Z 
et  N  sur  le  rayon  vecteur  et  la  normale. 

Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  Torigine 
est  située  sur  la  normale,  qui  coïncide  alors  avec  le 
rayon  vecteur  5  dans  ce  cas,  les  points  O,  N,  Q  coïn- 
cident, OR  représente  la  dérivée  seconde,  OM  est 
moyenne  proportionnelle  entre  CM  et  RM,  en  sorte 
qu'on  a 

r  —  r 

résultat  qui  se  déduit  d'ailleurs  immédiatement  de  Tex- 
pression  générale,  en  y  Faisant  r'=  o,  et  qui  est  d'une 
construction  aussi  simple  que  possible. 


[K2c] 
BiMONSTRATION  DE  LA  CONSTRUCTION  TROUVÉE  PAR 
HAMILTON    POUR    DÉTERMINER    LE    POINT   OÙ  LE 
CERCLE  DES  NEUF  POINTS  D'UN  TRIANGLE  TOUCHE 
LB  CERCLE  INSCRIT; 

Par  m.  canon. 


Gérona,  en  i865,  a  donné  dans  ce  Journal  une 
démonstration  géométrique  de  cette  construction,  à 
laquelle  Hamilton  était  arrivé  analytiquement. 

En  voîcî  une  autre  plus  courte  que  celle  de  Gérono. 
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Soient 
A  un  sommet  du  triangle  *, 
M  le  milieu  du  côté  opposé  ; 
E  le  point  de  contact  de  ce  côté  et  du  cercle  inscrit  (I) 

de  centre  I  ; 
P  le  pied  de  la  hauteur  ÂP. 

Menons  la  parallèle  EK  à  MI,  et  appelons  L  le  point 
où  IK.  coupe  MP.  On  a 

LM       LE 


d'où 


LK  "  LP 


LE  =LP.LM. 


Le  point  L  appartient  donc  à  la  tangente  menée  au 


G 

N 

[a 

xC 

i 

\ 

/ 

1 

n\ 

^           R 

cercle  (I)  et  au  cercle  des  neuf  poiiicts  en  leur  point  de 
contact  r. 

La  droite  qui  va  de  A  au  point  F,  diamétralement 
opposé  à  E,  est  parallèle  à  MU),  par  suite  AD  est  égal 
«i  IF.  La  parallèle  GAR  à  IL  donne  G  et  le  segment  FG 
est  aussi  égal  à  IF. 

Menons  la  droite  EAQ,  jusqu'à  sa  rencontre  Q  avec 
la  parallèle  GQ  à  ELR,  et  la  droite  IN  parallèleineiit 
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à 

EA 

qui  coupe 

GQeii 

N 

.On 

a 

RL 
LE 

= 

GI 
lE  ~ 

GN 

NQ' 

ce  qui  montre  que  N,  Â,  L  sont  eu  ligne  droite. 

Le  point  J,  milieu  de  IF,  est,  par  rapport  à  (I),  le 
pôle  de  GN,  puisque 

ij.ig=ïf\ 

La  perpendiculaire  JU  à  IN  est  la  polaire  de  N,  elle 
coupe  la  perpendiculaire  ET  à  IL  au  point  U  qui  est  le 
)>ôic  de  NAL.  La  polaire  de  A  passe  donc  par  U.  La 
droite  AE  passe  par  le  milieu  V  de  ID  et  alors  la 
droite  JV  est  parallèle  à  FD  et  à  IK. 

Dans  le  triangle  JVE,  la  droite  EUT  est  une  hau- 
teur, de  même  JU  perpendiculaire  à  EV,  la  droite  VU 
est  alors  perpendiculaire  à  EJ. 

Nous  voyous  ainsi  que  la  polaire  de  A,  par  rapport 
à  (I),  et  la  parallèle  à  MP,  à  égales  distances  de  cette 
droite  et  de  A,  se  coupent  en  un  poiut  U  qui,  avec  E, 
détermine  la  droite  EUT. 

Autrement  dit  :  La  droite,  qui  joint  les  points  de 
contact  avec  (I)  des  côtés  AB,  AG  du  triangle,  et  la 
droite,  qui  joint  les  milieux  de  ces  côtés,  se  coupent 
en  un  point  U  :  la  droite  EU  rencontre  le  cercle  (1) 
au  point  V  cherché. 

G'est  là  la  construction  d'Iiamilton. 

Remarques,  —  Dans  le  courant  de  cette  démonstra- 
tion nous  avons  trouvé  des  constructions  de  F  ;  ce  point 
est  le  symétrique  de  E  par  rapport  à  IL;  il  est  à  la  ren- 
contre de  (I),  soit  avec  la  parallèle  FD  à  IL,  soit  avec  la 
droite  qui  va  de  F  au  milieu  de  AI. 

La  droite  IL  peut  s'obtenir  en  joignant  le  poinl  l  au 
jioint  K,  extrémité  du  segment  AK  égal  a  FE. 
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NOTE  SIR  L  INVERSION; 

Par  m.  R.  BRICARD. 


U inversion  appliquée  à  une  surface  fait  corres- 
pondre aux  lignes  de  courbure  de  celle  surface  les 
lignes  de  courbure  de  la  surface  ini^erse. 

Ce  théorème  rondamental  peut  être  établi  de  diverses 
manières,  par  l'Analyse  et  la  Géométrie.  Je  ne  sais  si 
Ton  en  donne  la  démonstration  bien  simple  que  voici  : 

Soient  (S)  et  (S')  deux  surfaces  inverses  par  rapport 
au  point  O,  m  et  m'  deux  points  correspondants,  appar- 
tenant respectivement  à  ces  surfaces.  On  sait  que  la 
normale  à  (S)  en  m  et  la  normale  à  (S')  en  m'  se  ren- 
contrent et  font  le  même  angle,  avec  mm'.  Soit  |jl  le 
point  d'intersection  de  ces  deux  normales.  On  a 

{X  m  =  fi  m'. 

Si  donc  le  point  m  se  déplace  sur  (S),  le  point,  u. 
décrira  la  surface  (S),  lieu  des  points  équidis tan ts  de  (S) 
et  de  (S').  Gomme  il  est  bien  connu,  le  plan  (M),  tan- 
gent à  (S)  en  |JL,  passe  par  la  droite  D,  commune  au 
plan  (P),  tangent  à  (S)  en  m,  et  au  plan  (P'),  tangent 
à  (S')  en  m'. 

Cela  posé,  faisons  décrire  à  m  une  ligne  de  cour- 
bure C  de  (S).  Les  points  m'  et  y.  décriront  en  même 
temps  des  courbes  C  et  F,  situées  respectivement  sur 
(S')  et  (2).  Soient  ml^  m'i'^  (jlt,  les  tangentes  à  C,  C, 
r,  respectivement  aux  points  m,  m',  [x.  mm'  engendre 
un  cône,  mt  et  m't'  se  rencontrent  donc,  et  leur  point 
d'intersection  a  appartient  à  D. 
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m[x  engendre  une  développable  [puisque  C  est  ligne 
de  courbure  de  (S),  par  hypothèse],  mt  et  [xt  se  ren- 
contrent donc,  et  leur  point  d'intersection,  situe  sur  D, 
se  confond  nécessairement  avec  a. 

Il  en  résulte  que  m't'  et  (xt  se  rencontrent.  La  nor- 
male /7i'[x  engendre  donc  une  développable,  et  C  est 
bien  une  ligne  de  courbure  de  (S').  c.  q.  f.  d. 

Soit  (o  le  centre  de  courbure  principal  de  (S)  en  m, 
relativement  à  la  direction  principale  mt.  Soit,  de 
même  co',  .... 

On  reconnaît  aisément  que  les  points  O,  (o,  oj',  sont 
en  ligne  droite. 

En  eiFet,  lorsque  m  décrit  C,  la  droite  m[x  est  tan- 
gente enoj  à  l'arête  de  rebroussement  de  la  développable 
qu'elle  engendre.  De  même,  lorsque  m'  décrit  C,  .... 
Le  plan  (Omm'jjt.)  reste  donc  tangent  à  ces  deux  arêtes 
de  rebroussement,  respectivement  aux  points  o>  et  co'. 
Il  en  résulte  que  sa  caractéristique  contient  les  points  co 
et  u}\  Or  elle  contient  aussi  le  point  O.  Donc,  etc. 


[I19c] 

SUR    LÉQllATIORi   a:»4-y»4^^»=^^ 

Par  m.  D.  MIRIMANOFF, 

Pri vat-docent  à  l'Université  de  Genève. 


On  sait  que  Téquation 

n'admet  pas  de  solutions  entières  (Format,  Legendre). 
Mais  considérons  l'équation  plus  générale 

(1)  a:'H-7»-hz»=  <', 

Ann.  de  Mathémat.f  4*  série,  t.  III.  (Janvier  1908.)  2 
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qui  présente  une  certaine  analogie  avec  l'équation  clas- 
sique 

EulcT,  le  premier,  prouva  que  Téquation  (i)  admet 
une  infinité  do  solutions  entières  (*).  11  montra,  de 
plus,  que  toutes  les  solutions  de  (i),  entières  ou  non, 
s'expriment  en  fonction  entière  de  quatre  paramètres. 

En  i84i,  Binet  (C.  R-,  t.  XII)  fit  voir  que  le  nombre 
de  ces  paramètres  pouvait  être  réduit  à  deux. 

Enfin  llermite,  dans  une  Note  qui  fut  insérée  dans 
ces  Annales  mêmes  (2*  série,  t.  II,  1872),  montra  que 
les  formules  d'Euler  simplifiées  par  Binet  pouvaient 
être  déduites  d'une  propriété  générale  des  surfaces  du 
troisième  ordre. 

Essayons  d'établir  ces  résultats  d'une  manière  plus 
directe. 

Au  lieu  de  l'équation  (i),  considérons,  comme  Ta 
déjà  fait  Hermite,  la  suivante  : 

qui  se  ramène  a 

(3)  ^'»-t-7'3  =  y>+i, 


en  posant 


x  =  -,       x=7'       -•=7- 


Soient  a  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité, 
P  =  a^  sa  conjuguée.  L'équation  (3)  peut  s'écrire 

(4)  (;r'-i)(a7'-a)(;r'-p)-hy»=y3. 

Appelons  K  l'ensemble  de  toutes  les  fonctions  ration- 


(  •  )  En  voici  une  :  a;  =  3,  ^  =  4,  ^  =  5,  t  =  6. 
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nelles  (à  coefficients  entiers)  de  a,  ou  bien  Tensembie 

(les  nombres  de  la  forme  a  +  6  y/ —  3,  a  et  b  étant  des 

fractions  ordinaires  quelconques  positives  ou  négatives. 

Posons 

y=     u{x' — a) -h     i^(27'~p), 


A  tout  système  de  valeurs  x\y\  z'  (solutions  ou  non), 
sauf  j/=  a,  p,  correspond  un  système  m,  v  et  un  seul. 
Si  jr',  y  ^  z'  appartiennent  au  domaine  K,  w,  v  en  font 
partie  aussi. 

Portons  maintenant  les  valeurs  (5)  dans  (4).  L'équa- 
tion (4)  ainsi  transformée  ne  contiendra  pas  les  cubes 
ieu{x'  —  a)  et  v{x' —  P)-,  elle  sera,  de  plus,  divisible 
par  {x' — a)  (a' — P).  Divisons-la  par  ce  produit.  Le 
degré  de  Téquation  par  rapport  à  x'  se  réduit  à  i  et,  par 
conséquent,  toutes  les  racines  x'  différentes  de  a  et  ^ 
sont  fonctions  rationnelles  de  u  et  (^  (à  coefficients  appar- 
tenant au  domaine  K). 

On  a 

I -1-30  —  i)ap>-H  3(a  —  I  )  M^i^ 


(6) 


H-3(i  — a)a('«H-3(i— p)w«t> 


Désignons  le  dénominateur  de  x'  par  D. 
En  vertu  de  (5),  y  et  z'  sont,  de  même  que  y,  fonc- 
tions rationnelles  des  paramètres  u  et  v', 

'_  0  — «)"-h(i—  j3)t>-^9a»(>« 
^  "  D 

,       (3  — i)MH-(a  —  i)p  — qm'i'' 
a:  =  g 

Ou  obtient  ainsi  toutes  les  solutions  de  Téquation  (3), 
sauf  0/=  a,  P,  en  donnant  aux  paramètres  w,  \f  des  va- 
leurs quelconques. 

Solutions   réelles.    —    Pour    que    x\  y,   2'    soient 
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réelles,  il  faut  et  il  suffit  [en  vertu  de  (5)]  que  u  -h  ^', 
Pu-^cLVj  cLu-h^^  soient  réels;  u  est  donc  le  conjugué 
de  V. 

Posons  jâu  +  ai/  =  a,  u  +  i'  =  i,  d'où 

Les  formules  (6)  deviennent 

,       (a*-+-a6-h6*){a-4-26)  — I 


(7) 


u> 

a'-6>- 

-  i 

-r' 

(a»-+- 

a^4.^»)î_ 

-  a  — 

26 

> 

a'-6»  — 

I 

-' 

(a»-4- 

ab-^b^)^- 

-a-4- 

6 

a3— 6»— I 


et  l'on  retombe  sur  les  expressions  obtenues  par  Her- 
mite,  d'où  Ton  déduit  très  simplement  la  première  série 
des  formules  de  Binet. 

On  obtient  toutes  les  solutions  réelles  de  (3)  en  don- 
nant aux  paramètres  a ,  b  des  valeurs  réelles  quel- 
conques. 

Posons  maintenant  — r —  =/>,  — « —  =  î')  <*  ^^ 

Les  formules  (7)  deviennent 

(8)  {  i^^ç(pi^pq^çty 


et  Ton  retombe,  en  revenant  à  Téquation  (a),  sur  la 
deuxième  série  des  formules  de  Binet. 

Solutions  rationnelles,    —   Si  x\  ^,    z^  sont   des 
nombres  rationnels,  les  paramètres  a,  b  et  p^  q  sont, 
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(a.  ) 
en  vertu  de   (5),  rationnels   aussi.   On  obtient  donc 
toutes  les  solutions  rationnelles  de  (3)  en  donnant  aux 
paramétres  a,  b  ou  p^  q  des  valeurs  rationnelles  quel- 
conques. 

A  toute  solution  rationnelle  de  (3)  correspond  une 
solution  entière  de  (a)  en  multipliant  parle  dénomi- 
nateur des  trois  fractions  de  (3).  On  en  déduit  facile- 
ment des  formules  générales  donnant  toutes  les  solu- 
tions entières  de  (2). 


[J2f] 

UN  PARADOXE  BU  CALCUL  DES  PROBABILITÉS; 

Par  m.  R.  de  MONTESSUS. 


Dans  son  Traité  du  Calcul  des  probabilités,  J.  Ber- 
trand se  propose  de  rechercher  la  probabilité  pour 
qu'une  corde  quelconque  d'un  cercle  soit  plus  grande 
que  le  côté  du  triangle  équi latéral  inscrit  et,  à  ce 
propos,  le  célèbre  géomètre  résout  les  (rois  problèmes 
particuliers  que  voici  : 

I.  D'un  point  quelconque  A,  pris  à  r  intérieur  d'une 
circonférence  O  et  sur  un  diamètre  déterminé  xOy^ 
on  mène  une  corde  perpendiculaire  à  ce  diamètre. 
Quelle  est  la  probabilité  pour  que  cette  corde  soit 
plus  grande  que  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit 
dans  la  circonférence? 

Réponse  :  -• 

n.  D'un  point  quelconque  B,  pris  sur  une  circonfé^ 
rence,  on  mène  une  corde  quelconque.  Quelle  est  la 
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probabilité  pour  que  cette  corde  soit  plus  grande  que 
le  côté  du  triangle  équilatérai  inscrit? 

Réponse  :  ^' 

III.  D^un  point  quelconque  C,  interview  à  une  cir- 
conférence, on  mène  une  corde  perpendiculaire  au 
rayon  OC.  Quelle  est  la  probabilité  pour  que  cette 
corde  soit  plus  grande  que  le  côté  du  triangle  équi- 
latérai inscrit  ? 


Réponse  :  y 


De  la  divergence  de  ces  réponses  J.  Bertrand  conclut 
que  le  problème  de  la  probabilité  pour  qu'une  corde 
quelconque  d*un  cercle  soit  plus  grande  que  le  côté 
du  triangle  équilatérai  inscrit  est  une  question  «  mal 
posée  »  ;  M.  H.  Poincaré  dirait  plutôt  que  «  le  bon  sens 
ne  suffit  pas  ici  pour  nous  apprendre  quelle  convention 
il  faut  faire  )>. 

Nous  faisons,  en  eifet,  une  convention  en  disant  que 
le  problème  de  Bertrand  est  identique  à  l'un  des  trois 
problèmes  résolus  au  début.  Nous  convenons  que  les 
cordes  dont  on  compare  les  longueurs  sont  construites 
d'une  façon  déterminée  :  et  il  se  trouve  que  la  solution 
du  problème  dépend  de  ce  mode  de  construction. 

En  quoi  la  solution  du  problème  de  Bertrand  dépend- 
elle  du  mode  de  construction?  En  ce  qu'il  n'est  pas  de 
comparaison  possible  entre  les  évaluations  des  nombres 
de  cordes  résultant  de  procédés  de  construction  dif- 
férents. Cette  impossibilité,  évidente  s'il  s'agît  d'un 
nombre  de  cordes  limité,  s'étend  d'elle-même  au  cas 
d'un  nombre  de  cordes  illimité. 

Tout  au  plus  peut-on  prendre  des  conventions  plus 
larges  que  celles  admises  dans  les  trois  problèmes  traités 
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au  début  :  chercher,  par  exemple,  la  probabilité  pour 
qu'une  corde  menée  d'un  point  quelconque  d'un  dia- 
mètre déterminé  xOy  d'une  circonférence  O  soit  plus 
grande  que  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  ou, 
mieux  encore,  la  probabilité  pour  qu'une  corde  menée 
d'un  point  quelconque  du  plan  de  la  circonférence 
vérifie  la  condition  imposée. 

Ces  problèmes  sont  faciles  à  traiter.  Nous  y  trouve- 
rons lieu  de  confirmer  l'indétermination  du  problème 
de  Bertrand. 

Problème  I.  —  D'un  point  quelconque  M  situé  sur 
un  diamètre  déterminé  et  indéfini  xOy  d'un  cercle  O 


de  rayon  i ,  on  mène  une  corde  quelconque;  quelle  est 
la  probabilité  pour  que  cette  corde  soit  plus  grande 
que  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  dans  le 
cercle  ? 

Le  point  M  peut  se  trouver  soit  entre  les  points  O 
et  H,  H  milieu  du  rayon  OA,  soit  entre  les  points  H 
et  A,  soit  au  delà  du  point  A. 

Dans  le  deuxième  cas,  les  cordes  menées  de  M2  sont 
plus  grandes  que  le  côté  du  triangle  équilatéral  si  elles 
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tombent  dans  Tun  des  angles  PM2O,  RM2  A  déûnis  par 
les  cordes  PM2Q,  RM2S  égales  au  côté  du  triangle 
équilatéral.  Au  contraire,  les  cordes  qu'il  est  possible 
de  mener  de  O  tombent  dans  l'un  des  angles  PM2X, 
RM2P,  yM.'iB..  Ici,  le  nombre  des  cas  favorables  est 
représenté  par  la  somme  d* angles 

PM,a7-f-RM,A  =  PM,ar-t-AM,Q  =  2PM,a?  =  27r  — aÔMjQ, 
et  le  nombre  des  cas  possibles  par 

PMjar-r  RM,P -i-jMjR  =  ir. 
Soit  0M2  =  a.'^  le  triangle  OM2Q  donne 

OQ       __         ^  '  __  ^ 


lOMjQ        siaMjQO  sinOM,Q        sin^^ouM 


et 


OMjQ  =  arc  sin  — • 

2X 


On  remarquera  que  Tanglc  OM2Q  est  obtus  ^  si  donc 
on  prend  pour  arc  sin  la  détermination  comprise  entre  o 


et  -  »  ondevra  écrire 


O  Ml  Q  =  -K  —  arc  sin  —  • 

'IX 


Il  en  résulte  que  le  nombre  des  cas  favorables  est  repré- 
senté par 


1 
2  arc  sin  — • 
•ix 


Dans  le  premier  cas,  toutes  les  cordes  vérifient  la 
condition  imposée;  le  nombre  des  cas  possibles  étant 
représenté  par  ir,  comme  précédemment,  le  nombre  des 
cas  favorables  sera  également  représenté  par  ir. 
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Dans  le  troisième  cas,   où  l'on  prendra  OMj=j/-, 

si  M3T,  MsKL  sont  respectiveoienl  la  tangente  et  la 

corde   égale   au   côté  du   triangle  équilatéral    menées 

de  M3,   les  nombres  des  cas   favorables   et  possibles 

seront  représentés  par  les  angles  OMsK,    rMsO.  Le 
triangle  OKlNls  donne 

sin  ^M^k       sin  OKM, 


OK  OM, 


d'où 


donc 


O  MgK  =  arc  sin  — ; 


de  plus, 

0T  =  0M,9infMrb        et        fM^  = 


arc  sin  — . 

y 


Ainsi,  pour  un  point  M2,  situé  à  la  distance  x  du 
centre,  -  <  x  <  i ,  la  probabilité  d'une  corde  plus 
grande  que  le  côté  du  triangle  équilatéral  sera 


2 arc  sin —        /  arc  sin 


)in  —  \ 


pour  un  point  M3,  situé  à  la  distance  y  du  centre,  la 
probabilité  sera 


Là  probabilité  est  donc  fonction  de  la  distance  du 
poiht  m  au  centre. 
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Revenons  au  calcul  de  la  probabilité  pour  un  point  M 
occupant  une  position  quelcon(|ue  sur  un  segment 
OP  =  a  de  la  droite  xOy, 

Partageons  OH  en  n  parties  égales  par  les  points  H|j 
Ha,  . . . ,  H„_,,  situés  aux  distances 

I  2  n  —  I 

in  in  '  'in 

du  point  O  et  prolongeons  cette  division  jusqu'au 
point  A  par  les  points  H,,^^ ,  Hn^2y  •••5  ^2n^t  d'ab- 
scisses 

1  I 

2  in 

I         2 

Xn+t   =  -  -+-  -—y 
7.       in 


1        n  —  I 


2  'in 


et  enfin  jusqu'au  point  P  par  les  points  A|,  Aj,  ..., 
kp  d'abscisses 


ytn+\  - 

H- 

in 

Xin+l  = 

I  -h 

1 
in 

ytn^p  = 

I-h 

an 

L'ensemble  des  cas   favorables  sera    pour    les   points 

(ai  — i)7r; 
pour  les  points  ar^+i ,  x^+a,  . . . ,  x^n^s  : 

2    2  arc  sin : 
IXi' 
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pour  les  points  j'„2+, ,  ^r2«+2,  •  •  • ,  .)'2«+a>  • 

2     arc  sin : 

/  =  ln-+-l 

tandis  que  les  ensembles  des  cas  possibles  seront  res- 
pectivement 

j=rn'hp 

(n  — i)TC,     (/i  —  i)7c,  \      arcsin — • 

La  probabilité  pour  Feusemble  des  points  considérés 
sera  donc 

/-î/i  — I  j  =  tn+p 

(n  —  Dir-t-       >      2  arc  sin h       y      arcsin 

/  — w-n ;  =  1  w  -H 

j  =  in+p 

J 


i(n  —  i)tz  -h      X,     arcsin 


Or, 


/=,„..  ^^ 


yj+i  —yj  =  ^/-Hi  ""  ^'  =  "^  ' 


écrivant  Texpression  précédente  comme  suit  : 

j  =  tn  +  p 

■i iTc-h       >      2 arc  sin (x/^t  —  x,)-\^ 


;•  — Iw-Hl 


y  =  î/i-H/» 


^,_iJ7r-t-     2     arcsin-l(>'y^i-j'y) 


y  =  î/n-l 


il  résulte,  en  faisant  croître  n  indéfiniment,  que  la 
formule 

— h  /     2  arc  sin  —  dx  -h    1     arc  sin  —  dv 


P  = 


s 


ir -h   /     arcsin  —  rfv 

c/,  ^ 
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reprësente  la  probabilité  pour  qu'une  corde  quelconque 
menée  d'un  point  pris  au  hasard  sur  le  segment 

OX  =  a>i 

soit  plus   grande  que  le  côté  du   triangle  équilaléral 
inscrit. 

Si  Ton  observe  que 

/  arc  sin  —  dx  =  x  arc  sin  — ha  log  1  — h  4/  (  -  )  ~~  M  ' 

on  pourra  écrire 

-  -h  -  Iog(9.  -+-  /ï)  -f-  a  arc  sin h  -  log(2a  -h  /4a*~i) 

_  O  2  "ici  1 

r  =  - — — • 

—  H-  a  arc  sin  — h  loe(a  -f-  /a* —  i  ) 
2  a  ^ 

Si  a  tend  vers  Pinfini,    a  arc  sin-   a  une  limite   finie 

a 

et  P  a  par  suite  même  limite  que 

-log (2 a  -H  /4a* —  1) 


log(aH-  /a* —  i) 


soit  -  : 
•2 


Ainsi,  -  est  la  prohabilité  pour  quune  corde  menée 

à  un  cercle  d'un  point  quelconque  d^uné  droite  indé- 
finie,  déterminée  et  homogène  passant  par  son  centre^ 
soit  plus  grande  que  le  côté  du  triangle  équilatéral 
inscrit  dans  ce  cercle. 

Problème  II.  —  D'un  point  quelconque  du  plan 
d'un  cercle  O  de  rayon  i ,  on  mène  une  corde  quel- 
conque à  ce  cercle;  quelle  est  la  probabilité  pour  que 
celle  corde  soit  plus  grande  que  le  côté  du  triangle 
équilatéral  inscrit  dans  ce  cercle  ? 
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Aux  chances  X  et  p.  trouvées  tout  à  F  heure  pour  un 
point  situé  sur  la  droite  xOy  et  à  la  distance  d  du 
centre  de  la  circonférencei  il  faudra  substituer  les 
chances  X.iizd^  [jL.aïc^  de  l'ensemble  des  points  dont 
la  distance  au  centre  de  cette  même  circonférence  est 
précisément  d. 

On  obtiendra  ainsi  les  expressions 

y^     TtT*-4-     \]     lira:/ arc  sin h      2,     it J^y  arc  sin  ^ 

*=«  — 1  i=jii  — 1  j=:%n-t-p 

^     -KXk-^     ^     îcj?x-t-     ^     ir^i  arc  sin  — 


et 


Jf     dx -r- X  l    22rarcsin  —  cfcr -h  /     varcsin — dy 
i 

Jf    xdx  -h  I    y  arc  sin  —  dy 

Si  Ton  observe  que 

r  arc  siD  —  tfa?  =  —  arc  sin  — i —  sjx^  —  a*. 

X  2  XI 

on  trouvera  que  la  probabilité  pour  {/a' une  corde  quel- 
conque menée  d^un  point  quelconque  intérieur  à  un 
cercle  de  rayon  a  (a  >  i),  concentrique  au  cercle  O^ 
soit  plus  grande  que  le  côté  du  triangle  équilatéral 
inscrit  est 

I  -+-  /3  —  -  -i-  4 a*  arc  sin h  /4a*  — i 

^  3  ^a       ^ 


4  —  2ir  -h  4«*  arc  sin  — h  4  /«'—  i 
La  probabilité  est  encore  vue  fonction  du  nombre  a. 
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La  limite  Je  celle  expression,  quand  a   tend  vers 
Tinfini,  esL  -  :  La  probabilité  pour  qu  une  corde  quel- 
conque menée   d'un  point  quelconque  du  plan  soit 
plus  grande  que  le  côté  du  triangle  équilatéral  est 


î 
encore  -• 
1 


Quoi  qu'il  en  soit,  le  problème  dépend  d'une  con- 
vention arbitraire  et,  pour  cette  raison,  il  admet  une 
iWFiMTÉ  de  solutions. 

Au  l'ail,  considérons,  par  exemple,  les  deux  opéra- 
tions suivantes  qui  chacune  matérialisent  le  problème 
de  Bertrand  : 

a.  On  lance  une  bille  dans  un  canal  creuse  le  long 
d'une  circonférence;  on  la  fixe  en  son  point  d'arrêt; 
on  lui  adapte  un  index  rectiligne  qu'on  lance  autour 
de  ce  point  comme  pisfot, 

b.  On  lance  une  bille  sur  le  plan  d'un  cercle  limité 
à  la  circonférence  du  cercle  par  un  rebord;  on  fixe  la 
bille  en  son  point  d^ arrêt  et  on  lui  adapte  un  index 
rectiligne;  on  fait  tourner  V index  autour  de  la  bille. 

Dans  Tune  et  Tautre  de  ces  opérations,  l'index,  une 
fois  arrêté,  détermine  dans  le  cercle  une  corde  tantôt 
plus  grande,  tantôt  plus  petite  que  le  côlé  du  Iriangle 
équilatéral  inscrit.  Cela  posé,  répétons  l'opération  a  un 
très  grand  nombre  de  fois  et  soit  a  le  rapport  du  nombre 
des  cordes  plus  grandes  que  le  côlé  d*  triangle  équila- 
téral inscrit  au  nombre  des  cordes  plus  petites  que  ce 
même  côléj  puis  reprenons  Topération  b  et  calculons 
ici  encore  le  rapport  du  nombre  des  cordes  de  la  pre- 
mière catégorie  au  nombre. des  cordes  de  la  seconde 
catégorie  :  on  trompera  que  les  nombres  et,  ^  tendent 
vers  des  limites  nos  identiques  quand  le  nombre  des 
expériences  s'accroît  de  plus  en  plus. 
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Nous  ne  saurions  nous  en  étonner,  car,  dans  cha- 
cune de  ces  deux  catégories  d'expériences,  le  problème 
de  Bertrand  se  trouve  matérialisé  au  prix  d'une  conven- 
tion spéciale,  portant  sur  la  manière  de  lancer  la  bille 
qui  sert  de  pivot  à  l'index. 

En  dernière  analyse,  la  solution  du  problème  dépend 
d'une  convention.  J.  Bertrand  le  savait,  car,  nous  dit 
M.  Darboux  dans  son  bel  éloge  académique  du  maitre 
vénéré  :  «  Celte  question  l'a  préoccupé;  il  en  avait 
trouvé  la  solution,  mais  il  la  laisse  à  chercher  à  son 
lecteur  ». 


AGRÉGATION  DBS  SCIENCES  MATHÉMATIQUES  (CONCOURS 
DE  1902).  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  MATHÉMATIQUES 
SPÉCIALES; 

Par  m.  A.VAGQUANT, 

Professeur  au   lycée  de  Nancy. 


Étant  donnée  la  surface  du  second  ordre  S  qui, 
rapportée  à  un  système  de  trois  axes  rectangulaires, 
a  pour  équation 

X^  yî  3« 

abc  ' 

on  considère  les  deux  coniques  C  et  O  d^ intersection 
de  cette  surface  par  les  plans  xOy  et  xOz^  et  une 
droite  D  située  dans  le  planjOz  et  passant  par  V ori- 
gine des  coordonnées, 

i"  Trouver  V équation  de  tout  plan  P  tel  que,  si  M 
est  l'un  de  ses  points  d^ intersection  avec  la  conique  C, 
M'  run  de  ses  points  d'intersection  avec  la  conique  C, 
et  N  son  point  d* intersection  avec  la  droite  D,  les  trois 
points  M,  M',  N  soient  en  ligne  droite. 


Digitized  by 


Google 


(32) 

2®  Tromper  Vensfeloppe  des  plans  P. 

3®  Trou\fev  le  lieu  S  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  d'un  point  Jixe  A  de  l'espace  sur  les  plans  P. 

Montrer  qu'il  existe  une  inanité  de  plans  Q,  pas- 
sant  par  A,  qui  coupent  cette  sur/ace  S  suivant  deux 
cercles. 

Trouver  l'env^eloppe  de  ces  plans  Q  et  le  lieu  de  la 
corde  commune  aux  deux  cercles. 

4®  Que  deuienneni  les  résultats  précédents  dans  le 
cas  particulier  où,  la  surface  du  second  ordre  S  est  un 
paraboloïde? 

I.   Les  équations  de  la  droite  D  étant 
a:  =  o,        y  —  mz  =  o, 

considérons  le  plan  défini  parla  droite  D  et  la  droite  MIVFN 
ou  A  ;  Tëquation  de  ce  pian  est  de  la  forme 

y  —  mz  —  aar  =  o. 
L(  s  équations  de  la  conique  C  sont 

Z  =  O, h  -4 'iX  =  o. 

a         o 

Le  plan  (D,  A)  coupe  cette  conique  C  au  point  O  et 
au  point  M  dont  les  coordonnées  x^^  y^  se  déduisent 
des  équations  précédentes 

lab  7.abi 


^t  =  ÂTz^7Tt'     y^ 


aa«'         ^^       6-l-aaï 


Les  équations  de  la  conique  QJ  étant 


a         c  ' 


les  coordonnées  x^-,  z^  du  point  M'  seront 


2ac/n*  — lacmi 


^î=  .„.•  .   ^^ï' 


c/?i*-f-aa*  c/?i'-haa* 
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Si 

ux  -h  vjr-^  wz  4-1  =  0 

est  réquation  d'uu  plan  P,  en  exprimant  que  les  points  M 
et  M' sont  dans  ce  plan,  on  a  les  deux  conditions 

(1)  'Aabii       -f-aa6ap      -k-b      -haa*=o, 

(2)  iqcm^u — 3acmaw4- cm* -h  aa*  =  o. 

En  tirant  de  ces  équations  %f  et  w,  l'équation  d'un 
plan  P  s'écrit 

2a6a-t- 6 -+- aa*  2acm*a-H  cm* -haa* 

ux 7 y  -\ a  -4-1  =  o 

laooL  '^  7.acmoL 

ou 

labcmoLux  —  cm{'iabu  -h  6  -i-  aa*)  j^ 

-h  bi^iacni^u  -f-  cm*  -h  aa*)«  h-  aa6cma  =  o 

ou  encore 

iabcmu{aLX — y  -h  mz) 


(3)    , 

I       — cm(6  -4-aa*)^  H-ô(cm*H-  aa*)^  4-  aa^cma  =  o. 

Elle  renferme  deux  paramètres  u  et  a. 

II.  Cherchons  d'abord  Tenveloppe  des  plans  P  en 
coordonnées  ponctuelles.  Il  sufYit  d'éliminer  u  et  oc  entre 
l'équation  (3)  et  ses  dérivées  par  rapport  à  u  et  a,  sa- 
voir 

(3/  ix—y-\-mz  =  o, 

(  3/       labcmux  —  %acm7.y  —  iab%z  -h  labcm  =  o, 

En  tenant  compte  de  (3)'  Téquation  (3)  ne  renfer- 
mera plus  le  paramètre  u\  elle  devient 

aa*(6.2  —  cn%y)-\-  labcmoi  -+-  bcm{mz  —y)  =  o. 

Remplaçant  dans  cette  équation  a  par  sa  valeur  tirée 
Ann,  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  III.  (Janvier  igoS.)  3 
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de  Téqualion  (3)',  on  obtient  Tenveloppe  demandée 

-f-  TLahcnx  ^^ -h  ocm(mz  —y)  =  o, 

qui  se  décompose  dans  le  plan 

y  —  mz  =  0, 

c'est-à-dire  le  plan  xOD  qui  contient  rinfinité  des 
droites  A  qui  passent  par  le  deuxième  point  commun  O' 
aux  coniques  C  et  C,  et  l'iiyperboloïde  H 

ai^y  —  mz)(hz  —  cm  y)  -h  labcmx  —  bcmx^  =  o 

ou 

(4)       ût(j'  —  mz)  {cmy  —  bz)-\-  bcmx{T  —  -xa)  =  o. 

On  voit  les  deux  systèmes  de  génératrices  de  cet 
hyperboloïde ;  il  passe  par  les  coniques  C,  C  et  la 
droite  D;  c'est  donc  l'hyperboloïde  engendré  par  les 
droites  A  s'appuyanl  sur  les  coniques  C,  C  et  la 
droite  D.  D'ailleurs  on  pouvait  remarquer  tout  d'abord 
que  les  droites  MM'N  ou  A  engendraient  un  hyperbo- 
loïde H,  et  que  tout  plan  P  passant  par  A  était  tangent 
à  H  ;  de  là  un  autre  procédé  de  calcul  pour  résoudre  les 
deux  premières  parties  de  la  question  :  on  considère  le 
faisceau  des  quadriques  passantpar  les  coniques  Cet  C; 
il  a  pour  équation 

x^         r«        z-*'  . 

1-  -, 1 -ix  -+-  lyz  =  o, 

abc  -^ 

et  l'on  prend  X  de  façon  que  cette  équation  représente 
une  quadrique  passant  par  la  droite  D;  on  obtient  ainsi 
riiyperboloïcle  (4).   Le  système  des  généralric«s  A  est 
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rcpréseiilé  par  les  équations 

y  —  mz  =  otx 
aa.{cmy  —  bz)  =  bcm{^a  —  a?) 

et  tout  plan  P,  passant  par  A,  a  une  équation  de  la 
forme 

p(ax  — ^'-+-  mz)-\-  a%{cmy  —  bz)  —  bcm{^a  —  a?)  =  o 

renfermant  deux  paramètres  aet  ^. 

Pour  trouver  l'équation  de  l'enveloppe  du  plan  P  en 
coordonnées  tangentielles,  il  suffît  d'éliminer  oc  entre 
les  équations  (i)  et  (a);  pour  cela,  éliminons  succes- 
sivement aoL^  et  u  entre  ces  équations  ;  on  obtient 

11)'  (é  —  cfn*){iau-h  i)-h  2aa(bs^  -h  cmw)  =  o 

et 

—  :tabcm^av  —  ^abcntaw  -h  aa*(6  —  cm^)  =  o 
ou 

(2/  — ibcm(mv -h  iv)-ha(b —  cm*)  =  0. 

L'éliminalion  de  a  entre  (i)'  et  (2)'  donne  Téquation 
rherchée 

(4)'  /iabcm(  mv  -^  w)  {bv  -^  cfïiw)  -+■  {b  —  /nc*)*(2aM-f-i)  =  o. 

III.  Soient  J^oi  J'o>  ^o  les  coordonnées  du  point  A  et 

ux  -h  vy  -^  wz  -H  /i  =  o 

I  équation  d'un  plan  P  dont  les  coordonnées  homogènes 
sont  u,  i',  çv,  /i.  On  trouvera  l'équation  ponctuelle  du 
lieu  2  des  pieds  E  des  perpendiculaires  issues  de  A  aux 
plans  P  eu  éliminant  </,  v^,  iv,  h  entre  les  équations 

w  —  h 

iabcm(mv-h  w)(bv-hcniw)  ■+-  {b  —  cm*)* (lauh -h h*)  =0. 
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Pour  cela  on  remplace  dans  la  dernière  équation  u, 
ç',    fv,   A  par  des  quantités  proportionnelles  .r  —  Xo, 

ei  l'on  a 

Iiabcm  [m(y  —yo)  -^z  —  Zo]  [b(y  — ^o)  -I-  c/n  (5  —  Zo)] 
-h  (6  —  c/w*)»  [07(07  —  a?o) -4-^(^  — ro)  ^- -«( -2  — '«o)] 
X  [^a{x  —  xo)  -^  a:(x  —  Xo)  -h  jr{y  ^y^)  -\-  z{z  ^  Zo)]  = 

Celte  surface  S  est  du  quatrième  ordre,  bicirculaire; 
elle  admet  A  pour  point  double  :  c'est  aussi  une  surface 
anallagmatique.  Ces  résultats  sont  connus,  car  la  sur- 
face 2  étant  la  podaire  de  Thyperboloïde  H  est  aussi 
l'inverse  de  la  quadrique  polaire  réciproque  de  H  par 
rapport  à  une  sphère  de  centre  A.  Le  cône  des  tangentes 
au  point  double  A  est  le  cône  supplémentaire  du  cône 
circonscrit  à  H  de  sommet  A. 

Il  existe  une  infinité  de  plans  Q,  passant  par  A,  et 
coupant  la  surface  S  suivant  deux  cercles.  Pour  le  voir, 
considérons  les  plans  P  passant  par  une  droite  A;  pour 
ces  plans,  le  lieu  de  E  est  un  cercle  de  centre  oj,  de 
diamètre  AB,  en  désignant  par  B  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  A  sur  A;  le  plan  Q  de  ce  cercle 
est  le  plan  mené  par  A  perpendiculairement  à  A.  En 
considérant  la  génératrice  A'  de  l'byperboloïde  H  paral- 
lèle à  A,  on  a,  dans  le  même  plan  Q,  un  cercle  de 
centre  co'  de  diamètre  AB',  le  point  B'  étant  le  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  A'.  Donc  tout 
plan  Q  qui  passe  par  A  et  qui  est  perpendiculaire  à 
une  génératrice  A  ou  A'  de  H  coupe  S  suivant  deux 
cercles. 

Une  génératrice  A  de  H  éiant  parallèle  à  une  géné- 
ratrice du  cône  asymptote  F  de  H,  les  plans  Q  perpen- 
diculaires aux  génératrices  du  cône  T  envelopperont  le 
cône  r'  supplémentaire  de  T  et  de  sommet  A. 
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La  corde  commune  AA'  aux  deux  cercles  co  et  co' 
situés  dans  un  plan  Q  esl  perpendiculaire  à  la  ligne  des 
centres  îoiù'  et  par  suite  à  la  droite  BB'  parallèle  à  coco'^ 
mais  les  deux  plans  BAB'  ou  Q  et  (A,  A')  étant  per- 
pendiculaires,  comme  AA'  est  perpendiculaire  à  leur 
intersection  BB',  A  A'  est  aussi  perpendiculaire  au 
plan  (A,  A')  qui  esl  tangent  au  cône  asymptote  F  de  H*, 
donc  le  lieu  de  AA'  est  le  cône  F'  supplémentaire  de  F, 
de  sommet  A,  enveloppé  par  les  plans  Q;  de  plus,  un 
plan  Q  touche  le  cône  F'  le  long  de  la  corde  AA'  située 
dans  ce  plan  Q. 

IV.  Dans  le  cas  particulier  où  la  surface  du  second 
ordre  S  est  un  paraboloïdc  S|  représenté  par  Féquation 

b         c 

il  suflit  de  supposer  -  =  o,  ou  a  =  oo,  et  de  voir  ce  que 

deviennent  les  équations  trouvées  dans  le  cas  précédent. 
L'équation  (3)  du  plan  P  devient 

(P)  ibcmuioLX — y  -\-  mz)  —  cma^y  -+-  6a's  -i-  ibcma  =  o. 

L'enveloppe  de  ce  plan  est  le  paraboloïde  hyperbo- 
lique Tj  ajant  pour  équation  en  coordonnées  ponctuelles 

(l)  (y  —  mz)(cmy  —  bz)  —  26cma7  =  o, 

et  en  coordonnées  tangentielles 

(ij)'    2bcm{mv  ■+-  w)  {bç-^  c/wp)-+-  {b  —  cm^yuh  =  o. 

La  surface  podaire  Si  de  ce  paraboloïde  relative  au 
point  A  est  du  troisième  ordre  ^  c'est  un  cyclide  cubique 
ayant  pour  équation 

ibcm[m{y  — /o)  -\- z  —  Zf^]  [b{y  —y^)  ■+■  cm(z  —  Zq)] 
'h(b—cm*yiX''Xo)[x{x  —  Xo)-hy{y—yo)'hz(z  —  zo)]  =  o. 
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Le  cône  asymptote  de  rhjperboloïde  H  est  remplacé 
par  Tensemble  des  plans  directeurs  mi  et  tît^  du  parabo- 
loïde  7).  Les  plans  Q  deviennent  des  plans  passant 
par  A  et  perpendiculaires  à  l'un  ou  l'autre  des  plans 
directeurs  de  tj.  Un  plan  Q,  perpendiculaire  à  un  plan 
directeur,  coupe  S|  suivant  un  cercle  et  une  droite, 
issue  de  A,  perpendiculaire  à  ce  plan  directeur. 

En  effet,  une  droite  MM'N  ou  A  reste  parallèle  au 
plan  dire<  teur  T!T|  ayant  pour  équation 

cm  y —  6^  =  o. 

Considérons,  comme  précédemment,  les  plans  P 
passant  par  A;  le  lieu  des  pieds  E  des  perpendiculaires 
issues  de  A  à  ces  plans  P  est  le  cercle  de  centre  (o,  de 
diamètre  AB,  en  désignant  par  B  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  A  sur  A  \  le  plan  Q  de  ce  cercle 
est  le  plan  mené  par  A  perpendiculairement  à  A  ;  le 
plan  Q  est  perpendiculaire  au  plan  nj|  parallèle  à  A 
et  il  contient  la  perpendiculaire  A  A'  à  Wj  ;  cette  per- 
pendiculaire AA'  appartient  à  S|  comme  on  le  voit  en 
supposant  que  la  droite  A  s'éloigne  à  l'infini;  le  dia- 
mètre AB  du  cercle  w  devient  infini  et  ce  cercle  devient 
)a  droite  AA'. 

Si  Ton  considère  ensuite  les  génératrices  A'  du  para- 
boloïcle  t\  parallèles  au  plan  directeur  nj2  (>'  —  mz  =  o), 
on  voit,  de  la  même  manière,  qu'un  plan  Q  perpendicu- 
laire à  132  coupe  S,  suivant  un  cercle  et  une  droite  A  A", 
issue  de  A  et  perpendiculaire  à  cs^. 

Enfin  Tenveloppe  des  plans  Q  qui  passent  par  les 
droites  AA'  ou  AA"  se  compose  de  ces  deux  droites; 
on  peut  dire  aussi  que  ces  droites  remplacent  les  cordes 
eommunes  aux  cercles  o>  et  o>'  du  cas  précédent. 

On  peut  ajouter  que  l'existence  de  ces  plans  Q  et 
leurs  propriétés  se  voient  sur  l'équation  (2|). 
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CERTIFICAT  DE  CHROXOMÉTRIK. 


Besançon. 

Balancier  compensateur,  —  Théorie  des  balanciers  com- 
pensateurs à  lame  bimétallique,  (Juillet  igo2.) 

Le  balancier  d'un  chronomètre  étant  supposé  rigide,  on 
demande  d'évaluer  la  perturbation  que  l'inertie  du  spiral 
apporte  à  l'isochronisme.  On  admettra  que  risochronisme 
statique  soit  préparé  par  .remploi  d'un  spiral  cylindrique 
Philipps;  mais  on  supposera  que  le  nombre  des  spires  soit 
assez  grand  pour  que,  malgré  ses  courbes  terminales,  le 
spiral  puisse  être  regardé  comme  sensiblement  cylindrique 
dans  tout  son  ensemble. 

Epreuve  pratique  {commune  aux  certificats  de  Mécanique 
rationnelle  et  de  Chronométrie).  —  i*  On  envisage  deux 
systèmes,  semblables  dans  leur  composition  géométrique 
{rapport  de  similitude  a),  semblables  dans  leur  composi^ 
lion  matérielle  {rapport  des  masses  concentrées  sur  les  élé- 
ments géométriquement  semblables  P),  semblables  dans  les 
forces  qui  sollicitent  ces  mêmes  éléments  {rapport  de  ces 
forces  0):  montrer  que  par  un  choix  convenable  des 
vitesses  initiales  les  déplacements  du  second  système  seront 
continuellement  semblables  aux  déplacements  du  premier 
système,  mais  emploieront  des  durées  dont  le  rapport  y  aux 
durées  des  déplacements  homologues  de  ce  système  véri- 
fiera la  relation 

'2*  Un  artiste  reproduit  aveuglément  un  chronomètre  de 
MATIÈRE  DONNÉE,  mais  il  le  reproduit  à  une  échelle  linéaire  n\ 
faire  voir  que  si  l'on  négligeait  les  résistances  passives  et 
SI  LES  PIECES  SONT  BIEN  AXÉES,  de  manière  que  la  pesanteur 
n* influe  pas  sur  les  mouvements  des  deux  pièces,  ces  mouve^ 
ments  seront  semblables;  calculer  le  rapport  des  durées 
homologues  des  deux  instruments;  faire  voir  que  cepen-- 
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dant  les  réactions  inefficaces  pour  l*entretien  du  mouve- 
ment ne  sont  pas  dans  le  même  rapport  que  les  forces  pro- 
duites par  l'élasticité  des  ressorts.  Qu*en  résulte-t-il  si  l'on 
tient  compte  des  résistances  passives  des  frottements  de 
glissement?  On  néglige  les  résistances  au  roulement. 

(Novembre  1902.) 


CERTIFICAT  DE  MÉCANIOUE  PHYSIQUE  ET  EXPÉRIMENTALE. 


Paris. 


Équations  du  mouvement  intérieur  dans  un  solide  iso- 
trope. Onde  plane. 

Couples  d'éléments  cinématiques;  leurs  propriétés. 

(Octobre  1901.) 

Épreuve  écrite.  —  Équilibre  élastique  d'un  tube  cylin- 
drique de  révolution.  Expériences  de  M.  Amagat  pour 
déterminer  le  coefficient  d' élasticité  et  le  coefficient  de 
Poisson. 

Épreuve  pratique.  —  Statique  graphique  :  épure  des  ten- 
sions dans  les  barres  d'une  ferme  à  la  Polonceau. 

(Juillet  190a.) 

Épreuve  écrite.  —  Distribution  des  tensions  à  l'intérieur 
d'un  milieu  continu.  Tensions  principales  autour  d'un 
point.  Quadriques  directrices. 

Épreuve  pratique.  —  Faire  l'épure  de  la  poutre  de  War- 
ren  à  deux  appuis j  avec  charges  verticales.  Méthode  des 
nœuds.  (Octobre  1902.) 


CERTIFICAT  DE  MÉCANIQUE  APPLIQUÉE. 


Lille. 


Calcul  des  résistances  passives  dans  un  treuil  à  engre- 
nage; on  tiendra  compte  du  frottement  propre  de  l'engre- 
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nage  et  du  frottement  des  coussinets^  en  supposant  que  la 
puissance  est  donnée  sous  la  forme  d'un  couple  constant. 

(Novembre  1900.) 

Éprectc  théoriqub.  —  Étude  des  freins  dans  les  voitures 
automobiles  :  rôle  des  freins;  théorie  du  freinage  :  i'*  par 
le  moteur;  1°  à  l'aide  de  sabots,  de  cordes  ou  de  lames 
flexibles. 

Épreuve  pratique.  —  Boite  du  mouvement  différentiel 
d'une  voiture  automobile. 

On  demande  :  y^  les  dessins  d'exécution  de  la  boite  et  des 
axes  des  pignons  d'après  un  croquis  coté  donné;  a"  l'épure 
des  pignons  coniques  par  le  tracé  approximatif  de  Tred- 
gold.  (Juillet  1901.) 

Première  o^'estion.  —  Étudier  pour  un  automobile  à 
essieu  d'arrière  moteur  la  répartition  de  la  charge  sur  les 
deux  essieux  pendant  le  démarrage;  déterminer  le  maxi- 
mum de  l'accélération  au  départ,  dans  des  conditions 
données  de  stabilité. 

Seconde  question.  —  Déformation  du  quadrilatère  plan 
articulé  ;  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  existe 
des  pivots  à  révolution  complète. 

Épreuve  pratique.  —  Exposer  sommairement  la  méthode 
de  M,  Léauté  pour  tracer  approximativement  par  arcs  de 
cercle  les  profils  d'engrenages  cylindriques. 

L'appliquer  aux  données  suivantes  : 

Grande  roue 36  dents 

Petite  roue 18  dents 

Hayon  du  cercle  primitif  de  la  petite  roue.        o"',i4 

(Novembre  1901.) 

I.  Effets  dus  à  l'inertie  dans  les  moteurs  fixes  à  grande 
vitesse  :  diagramme  corrigé;  efforts  supportés  par  le  bâti 
(on  donnera  la  construction  de  Mohr  et  la  méthode  ana- 
lytique, en  tenant  compte  seulement  de  l'inertie  du  piston) . 
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II.  Détermination  des  dimensions  dhin  arbre  soumis  à  la 
flexion  et  à  la  torsion.  (Juillet  1902.) 

Étudier  les  différents  modes  d*action  d'une  roue  d'auto- 
mobile selon  qu'elle  est  porteuse,  motrice  ou  freinée.  Éta- 
blir dans  les  trois  cas  l'équation  d'équilibre  dynamique  de 
la  roue.  Conséquences.  (Novembre  1902.) 


CERTIFICAT  D'ASTRONOMIE. 


Lille. 

Épreuve  théorique.  —  I.  Théorie  des  éclipses  de  Lune. 

(Juillet  1901.) 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1903. 

(1901,  p.   47.) 


Si  l'on  considère  les  courbes  tracées  sur  une  même  qua- 
driquCy  le  rapport  anharmonique  de  quatre  courbes  quel- 
conques, tangentes  à  une  même  biquadratique,  est  constant 
lorsque  ces  courbes  appartiennent  à  un  faisceau  tel  qu'elles 
ne  coupent  la  biquadratique  qu'en  deux  points  variables. 

(H.  LÉAUTÉ.) 

SOLUTION 
Par  M.  R.  Bricard. 

Ce  théorème  résulte  de  la  proposition  suivante  : 

Soit  f{u)  une  fonction  elliptique  du  second  ordre,  con- 
struite sur  les  deux  périodes  acoj,  2(j)j.  Si  l'on  désigne  par 
•xk  la  somme  des  deux  pôles  de  f{u),  le  rapport  anharmo- 
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nique  des  quatre  quantités 

/(A:),    /(A:-hOj),    /(A:-t-a>,),    /(/t-t-cu,), 

oà 

a),  =  >-  b){  —  (i>t 

«/  inelépendant  de  la  fonction  f  et  a  pour  valeur 

«1  —  «t  ' 
en  posant,  suivant  V usage. 

Autrement  dit,  ce  rapport  anharmonique  est  un  invariant 
absolu  pour  les  fonctions  elliptiques  du  second  ordre,  admet- 
tant des  périodes  données. 

Considérons,  en  effet,  les  deux  fonctions  elliptiques 

/(")»    p(m  — A:). 

Elles  admettent  les  mêmes  périodes  tib)],  2b>s.Il  existe  donc 

I  entre  elles  une  relation   algébrique,   qui   est  nécessairement 

linéaire  par  rapport  à  chacune  d'elles.  Donnons-nous,  en  effet, 

Qoe  valeur  quelconque  a; /(u)  prendra  cette  valeur  pour  deux 

arguments  Ui  et  Uj  liés  par  les  relations 

ui-h  Ui=  ik, 

d'où  il  résulte 

p(tt,  — A:)  =  p(wt— X:). 

Ainsi  à  une  valeur  de  /(u)  ne  correspond  qu'une  valeur 
de  p(u  —  A).  De  même. . ..  Donc,  etc. 

11  résulte  de  là  que  ai,  u^,  a^,  Ui,  étant  quatre  arguments 
quelconques,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  valeurs  cor- 
respondantes de/(tt)  est  égal  à  celui  des  quatre  valeurs  cor- 
respondantes de  p(u  —  k).  Faisons,  en  particulier, 


1*1  =  A:, 
ui=  Ar-f-  0)1, 
Mj  =  A:  -f-  CDj, 
M^  =  A:  -h  cjDj. 
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On  aura 

/(^)-/(A:  +  co,)        .       Ak)-f{k^^,) 
f(^k'¥tùx)  —  f{k^tMt)  '  f{k-i-u}i)  —  /(k-hoi:t) 

_  p(o)  — pt»!    .    P(o)— Pfa>3   ___   gj  —  g» 

pu>i  —  pwj    *   p(i)i  —  pa)3         ei  —  «1 

G.  Q.  F.  D. 

Gela  posé,  soient  C  la  biquadratique  considérée,  2(1)1  et  itUf 
les  périodes  des  fonctions  elliptiques  qui  peuvent  ssrvir  à  la 
représentation  paramétrique  de  cette  courbe,  (F)  un  faisceau 
de  courbes  algébriques  tracées  sur  les  quadriques,  et  dont  cha- 
cune ne  rencontre  G  qu'en  deux  points.  Ghaque  courbe  de  (F) 
est  déterminée  par  un  paramètre  X  qui  est  connu  lui-même 
rationnellement  si  Ton  donne  l'un  des  points  de  rencontre  de 
cette  courbe  avec  G.  Soit  u  le  paramètre  elliptique  de  ce  point. 
On  aura 

X  =/(£/.), 

/  étant  une  certaine  fonction  elliptique.  En  vertu  de  l'hypo- 
thèse faite,  /(m)  ne  peut  prendre  la  même  valeur  que  pour 
deux  valeurs  de  u;  c'est  donc  une  fonction  elliptique  du  second 
ordre. 

Soit  ik  la  somme  des  pôles  de  cette  fonction.  Les  arguments 
de  deux  points  de  G  situés  sur  une  même  courbe  (F)  satisfont 
à  la  relation 

Ui  H-  Uj  =  aX:  H-  période. 

Pour  trouver  les  courbes  (F)  tangentes  à  G,  on  fera  dans 
celte  égalité  Ui  =■  u^.  On  voit  ainsi  qu'il  existe  quatre  telles 
courbes  (F),  et  que  les  arguments  des  points  de  contact  sont 

kf     A:-+-a)i,     X:-+-a>,,     X: -+- a)j. 

Le  théorème  à  démontrer  est  maintenant  une  conséquence 
immédiate  du  lemme  établi  au  début. 

1918. 

(1901,  p.  336.) 

Construire  le  point  où  une  normale  à  une  parabole  coupe 
la  développée  de  cette  courbe j  en  dehors  du  point  oà  elle 
est  tangente  à  la  développée.  (M.  d'Ogagne.) 
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SOLUTION 

Par  M.  E.  Duporgq. 

On  sait  que  les  pieds  de  trois  normales  concourantes  à  une 
parabole  forment  un  triangle  dont  le  centre  de  gravité  est  sur 
l'axe.  Soient  donc  M  le  pied  d'une  normale,  A  le  point  où  elle 
coupe  la  développée  en  dehors  du  centre  de  courbure  en  M, 
enfin  N  le  pied  de  la  normale  qui  touche  la  développée  en  A. 
Le  point  A  peut  être  considéré  comme  l'intersection  de  trois 
normales,  dont  deux  sont  confondues  et  normales  en  N,  la 
troisième  étant  la  normale  en  M.  Par  suite,  le  point  N  est  de 
l'autre  côté  que  M  par  rapport  à  Taxe,  et  à  une  distance  deux 
fois  moins  grande.  11  est  donc  facile  à  construire  :  on  en  déduit 
la  normale  NA  et  le  point  A. 

La  construction  inverse  donnerait  le  centre  de  courbure  A 
relatif  au  point  N. 

Autres  solutions  de  MM.  Barisien,  Brocard,  Lez  et  Valdès. 
1921. 

(  1901,  p.  96.) 

Démontrer  que  pour  tout  nombre  entier  n  on  a  riné- 
galité 

(      2.4.6..  .9.71     \« 
\l  .3.3.  .  .2/1  —  1/ 

tt  que,  lorsque  n  augmente  indéfiniment^  la  différence  des 
deux  termes  de  V inégalité  tend  vers  zéro. 

(E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 

Par  M.  G.  Monnet. 

La  proposition  énoncée  se  rattache  directement  aux  pro- 
priétés de  l'intégrale  classique 


<]/(n)=   /     sin'*{x)dx. 
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HappelonSi  en  effet,  les  formules 

1.3. 5. ..2/1  —  1    TT 

^^      '  2.4.6. ..an      a 

,,  ,  2.4.6. ..2/1 

^^  '  1.3. 5. ..2/1 -4-1 

et  l'inégalité  évidente 

4^(2 /l  —  l)  >  4^(2 /l)>4'(  2/1  -4-î). 

Il  viendra 

2. 4. 6. ..2/1  — 2        1.3.5. ..2/1  —  1  ir  2.4.6. ..2/1 

I.3.5...2/1— I  '^      2.4.6. ..2/1      2  ^  1.3.5. ..2/1 -+-I 

Multiplions  les  trois  membres  par 

2 . 4  •  6 . . .  2  /i 
2/1 


1.3.5. ..2/1  —  1  ' 
nous  obtiendrons  les  inégalités 

/  2.4.6. ..2/t  y  2/1    /   2.4.6. ..2/t   y 

\i. 3. 5. ..2/1  —  1/  ^       2/H-ï  \i.3.5...2/i  —  1/ 

qui  démontrent  la  proposition. 

QUESTIONS. 


1953.  Soient,  pour  un  point  M  d'une  courbe  (M)  quel- 
conque, m  et  fx  les  centres  des  deux  premières  courbures. 
MT  étant  la  tangente  en  M  à  cette  courbe,  A  une  direction 
fixe  quelconque,  on  porte  des  longueurs  égales  au  rayon  de 
courbure  /nM  en  /nMi  et  MM2  sur  les  parallèles  à  A  menées 
par  m  et  M,  en  MIVI3  sur  la  tangente  MT.  Les  tangentes 
en  Ml,  Mj,  Mj  aux  courbes  décrites  respectivement  par  ces 
trois  points  résultent  des  théorèmes  suivants  : 

I.  La  tangente  en  ^^  passe  par  M. 
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JI.  La  tangente  en  Mj  passe  par  le  point  de  rencontre  de 
la  tangente  MT  et  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  m  sur 
la  symétrique  de  Myipar  rapport  à  la  normale  Mm. 

in.  La  tangente  en  Mj  est  symétrique  de  Mj  |jl  par  rap- 
port  à  la  tangente  MMa.  (M.  d'Ocagne.) 

1954.  Trois  quadriques  Qi,  Qj,  Qj  déterminent  an  réseau 
ponctael  de  quadriques  Q.  Les  polaires  D  d'une  droite  A  par 
rapport  aux  surfaces  Q  appartiennent  à  une  congruence  : 

!•  Les  droites  de  la  congruence  sont  en  général  les  cordes 
d'une  cubique  gauche  G; 

2<*  Lorsque  A  varie,  les  cubiques  G  rencontrent  en  huit  points 
une  courbe  fixe; 

3*^  Trouver  la  surface  S  lieu  des  droites  A  telles  que  les 
droites  D  passent  par  un  point  fixe,  et  la  courbe  lieu  de  ce 
point,  quand  A,  variant,  engendre  la  surface  S. 

(R.  Gilbert.) 

1935.  Étant  donnés  :  deux  droites  fixes  rectangulaires  Oa:, 
0/  et  un  cercle  G  qui  passe  en  O  ;  Tenveloppe  des  droites 
dont  les  segments,  limités  à  Ox,  Oy,  ont  leur  milieu  sur  le 
cercle  est  une  hypocycloïde  triangulaire  H3  {Nouvelles  Àn~ 
nales,  janvier  1902). 

Montrer  géométriquement  que  l'enveloppe  de  cette  courbe  H3, 
quand  le  cercle  G  de  rayon  constant  tourne  autour  du  point  O, 
est  une  hypocycloïde  quadrangulaire  H4.        (R.  Gilbert.) 

1956.  On  donne  dans  Tespace  quatre  droites  concourantes  Ai, 
Al,  Aj,  A4,  et  quatre  génératrices  Di,  Dî,  D3,  D^  d'un  même 
système  d'une  quadrique  Q.  Trouver  le  lieu  d'un  point  M  tel 
que  les  quatre  plans  MD],  MD},  MD3,  MD4  rencontrent  A],  Aj, 
A3,  A4  respectivement  en  quatre  points  situés  dans  un  même 
plan  P  et  l'enveloppe  de  ce  plan.  (R.  Gilbert.) 

1957.  Une  parabole  est  bitangente  à  une  conique  donnée  S 
en  un  point  fixe  et  en  un  autre  point.  Le  lieu  du  foyer  est  une 
podaire  de  parabole. 

Cas  particuliers  :  1°  la  conique  donnée  S  est  une  hyperbole 
équilatère;  1°  la  conique  S  se  décompose  en  un  couple  de 
points.  (R.  Gilbert.) 
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1958.  D'un  point  A  d'une  hyperbole  donnée,  on  mène  des 
parallèles  aux  asymptotes  de  cette  courbe;  elles  coupent 
en  B,  G  la  tangente  à  l'hyperbole  au  point  M.  On  projette 
orthogonalement  A  en  P  sur  la  normale  en  M.  Démontrer  que 
les  cercles  tels  que  PBC  passent  par  un  même  point,  quel  que 
soit  le  point  A  de  l'hyperbole.  (Maxnhbim.) 

1959.  Le  triangle  ABC  est  circonscrit  à  une  parabole 
donnée;  sur  la  normale  à  cette  courbe,  menée  du  point  de 
contact  de  BC,  on  projette  orthogonalement  A  en  P.  Démon- 
trer que  les  cercles,  tels  que  PBC,  passent  par  un  même  point, 
quelle  que  soit  la  position  de  A.  (Mannqeim.) 

1960.  Construire  le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une 
conique,  connaissant  la  tangente  en  ce  point  et  trois  autres 
tangentes.  (Mannheim.) 

1961.  Déterminer  une  expression  du  rapport  des  arcs  infi- 
niment petits  interceptés  sur  deux  courbes  données  par  des 
cercles  infiniment  voisins  dont  on  connaît  Taxe  radical. 

(Mannheim.) 


ERRATA. 


4*  série.  Tome  II,  1902.  Page  670,  douzième  ligne  en  remontant, 
au  lieu  de  : 

a?  =  R  cosç,    lire  :    ;r  =  R  cosa. 

Même  page,  quatrième  ligne  en  remontanl,  au  lieu  de  :  où  le 
centre  touche,  lire  ;  où  la  courbe  touche. 

Page  572,  septième  ligne  en  remontant,  au  lieu  de  : 
—  (lo/iH- yR)aH»,     lire:    —  (lo/i -h  9R)a:=». 

Page  678,  vingtième  ligne  en  remontant,  au  lieu  de  : 

H-8R^(a72-h3>^2)^    li,,ç  .    -|_8Ra?(a?'-3^2). 

Page  574,  dixième  ligne  en  remontant,  au  lieu  de  : 
—  a  m  sin  9,    lire  :    -4-  a  m  sin  ^. 
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Publication  honorée  d'une  souscription  du  Ministère 
de  rinstruction  publique. 


TOME  X.  —    ANNÉE  1903. 

PRIX     POUR    UN     AN     (l2    NUMEROS)    : 

Paris,  7  fr>  —  Départemenls  et  Union  postale,  8  fr.  50. 
Un  numéro  spécimen  est  envoyé  sur  demande. 
Ll> l'une  des  années  précédentes  se  vend .' 7  fr. 


:'^\  Laiiant  tl  Leniolne  ont  en  l'idée  de  mcltrccn  rapport  scienlifique  hs 

i  iKiliciens,  au    moyen  d'un  organe  inLernational  dont  Je  titre,  i/Inter- 

A.i;E  DES  MATiiKMATiciENS,   Indique  le  but.  Ce  recueil   mensuel  n'adincl 

r.s  articles  que    des   questions   posées  par  les   nialliériiaticiens  à  leurs 

r.:\r^.  soit  pour  en   indiquer  Tintérèt  général,  soit  pour  les  besoins  de 

-rr:lion:Ues  personnelles,  et  les  réponses  à  ccsqucstions.  La  .Mathématique 

■i  vaîte  inainucnant  que   nul   n'en   connaît  couïplélemcnt  même  une  des 

'•iie^  et  qu'une  question  de  détail  peut  arrêter   longtemps  un  savant  de 

ir  ordre,  si    ce    détail  sort  do   cadre  de  ses  études  ordinaires,  taudis 

M  ne  serait  qu'un  jeu  pour  un  autre. 

-e  jruljlicalion  répond  évidemment  à  un  besoin,  car,  dès  quejes  rédac- 
'  *'-'  «ont  occupés  d'obtenir  dans  leurs  relations  les  questions  qui  forme- 
•  ie>  premiers  numéros,  et  de  les  cominuni(iuer  autour  d'eux,  puur  avoir 
■  'ic^  réponses  dés  l'origine,  il»  ont  trouvé  un  accueil  (}ui  a  dépassé  leurs 

•  'cc?  les  p^lus  opiimistes;  la  liste  des  corrcspondantscdectifs  du  journal, 
îjja   longue,  comprend    les   noms    de    membres    de   I  Institut    et   il'un 

i;  l'-mbre  de  géomètres  connus,  mêlés  à  beaucoup  d'autres  moins  en  vue. 

'•    luit  et   l'essence  même   de   V Intermédiaire  des  mathématiciens  q^\. 

'  «ililû  à  tous  ceux  qui  cultivent  la  Mathématique.  L'idée  était  si  nou- 

;'i^  les  rédacteurs  de  V Intermédiaire  nont   dû  viser  que   dcsdébul-i 

' 'I  '  irstcs,  puisque  le  prix  annuel   de  l'abonnement  n'est  que  de  7  franc> 

l*tii^,  S  fr. -5t)    pour  la   province  et  les  pays    de  l'Union    postale. 

•  l'Ut  adresser    Içs  questions  et  communications  soit  à  .M.   Ed.  Maillef. 
'•le  Foutenav,  à  Bourg-la-Keine,  soit  à  M.  Grévy,  O2,  rue  Saint-Pluridc 
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NOUVELLES  ANNALES  DE  MATHÉMATIQUES. 


N-  1.  SUPPLÉMENT,  Janvier  1903. 


CHRONIQUE. 

Sur  la  présentation  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  M.  Dahbol^x 
a  été  nommé  membre  du  Bureau  des  Longitudes  à  la  place  de 
M.  Cornu. 


Le  D"^  J.-B.  de  Toni  a  été  nommé  professeur  de  Botanique  et  direc- 
teur du  Jardin  botanique  à  l'Université  de  Modène. 


Le  professeur  G.-W.  Green,  professeur  de  Mathématiques  à  l'Uni- 
versité Wesleyenne  de  Tlllinois,  est  mort  à  Bloomington  (Illinois),  à 
l'àiîe  de  55  ans. 


L'Université  d'Oxford  annonce  les  cours  suivants  pour  le  prochain 
"  terme  »  de  1903  :  Comparaison  des  méthodes  analytique  et  synthé- 
tique dans  la  géométrie  des  coniques,  par  M.  W.  ËssoN.  —  Éléments 
lies  fonctions  elliptiques,  par  M.  Elliott.  —  Attraction  et  Électrosta- 
tique, par  M.  A.-E.-H.  Love.  —  Calcul  des  différences  finies,  par 
M.  A.-L.  DixoN.  —  Courbes  planes  supérieures,  par  M»  P.-J.  Kihby. — 
Théorie  des  équations,  par  M.  FIaselfoot.  —  Géométrie  pure,  par 
M.  J.-W.  RtssELL.  —  Géométrie  (maxima  et  minima,  inversion,  etc.), 
par  M.  Lendersdorf. 

Ht 

Le  Congrès  des  Sciences  historiques,  qui  devait  primitivement 
avoir  lieu  à  Home  en  nvril  1902,  se  tiendra  au  mois  d'avril  1903.  La 
X*  Section  (Histoire  des  Sciences  mathématiques  et  physiques)  est  pré- 
sidée par  M.  Gino  Ldria,  de  Gènes. 


L'Association  américaine  pour  l'avancement  des  Sciences  s'est 
réunie  le  29  décembre  1902,  à  Washington.  M.  Carroll  D.  Wright  a 
été  nommé  président.  La  prochaine  réunion  aura  lieu  à  Saint-Louis  à 
la  fin  de  1903. 


L*Académie    des  Sciences  a  tenu   sa  séance  annuelle  le  22  dé- 
cembre   1902.   Parmi   les   prix    décernés,  citons  :   Le  grand   prix  des 

N,  A.  —  SuppL  i 
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Sciences  raathémauqiies  à  M.  Vessiot,  le  prix  Francœur  à  M.  Emile 
Lemoine,  le  prix  Poncelel  à  M.  d'Ocagnb. 


La  Société  mathématique  américaine  a  tenu  sa  réunion  générale 
annuelle  à  TUniversité  de  Golumbia,  le  29  décembre  190?..  M.  Thomas 
S.  FisKB  a  été  élu  président,  M.  F. -IV.  Gole,  secrétaire.  La  prochaine 
réunion  aura  lieu  à  New- York,  le  28  février. 


Par  arrêté  du  Ministre  de  Vlnstruction  publique  et  des  Beaux-Arts, 
les  jurys  d'agprégatioil  sont  constitués  ainsi  qu'il  suit,  pour 
Tannée  1903  : 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques  :  MM.  âppell,  membre 
de  l'Institut,  président.  Pruvost,  inspecteur  général  de  l'Instruction 
publique,  vice-président.  Andoyer,  professeur  adjoint  à  l'Université 
de  Paris.  Bourlbt,  professeur  au  lycée  Saint-Louis.  Vogt,  professeur 
à  l'Université  de  Nancy. 

Agrégation  des  Sciences  physiques  :  MM.  Joubert,  inspecteur 
général  de  l'Instruction  publique,  président.  L.  Poincaré,  inspecteur 
général  de  l'Instruction  publique,  vice-président.  Bouasse,  professeur 
à  rUniversité  de  Toulouse.  Cavalier,  professeur  adjoint  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Marseille.  Rivière,  professeur  au  lycée  Saint-Louis« 

Agrégation  des  Sciences  naturelles  :  MM.  Fernet,  inspecteur 
général  honoraire  de  l'Instruction  publique,  président.  BouviB»,  pro- 
fesseur au  Muséum  d'Histoire  naturelle.  Leloutre,  professeur  9m  lycée 
Buffon.  Vallerant,  maître  de  conférences  à  TÉcoIe  Normale  supérieure. 

Certificat  d'aptitude  au  professorat  des  classes  élémentaires  : 
MM.  Fringnet,  inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,  président.  Benaerts, 
professeur  au  lycée  Gharlemagne,  Lapresté,  professeur  au  lycée  Buffon. 
Peine,  professeur  au  lycée  Gondorcet.  Simmonot,  professeur  au  lycée 
Ghaptal. 

Agrégation  de  V enseignement  secondaire  des  jeunes  filles  : 
Ordre  des  Sciences.  —  a.  Section  des  Sciences  mathématiques  : 
MM.  PiÉRONi  inspecteur  général  de  l'Instruction  publique,  président. 
NiEWENGLowsKi,  inspecteur  de  l'Académie  de  Paris.  M"*  Picot,  professeur 
au  lycée  de  jeunes  filles  de  Nancy.  M.  Martin,  professeur  au  lycée  Saint- 
Louis. 

b»  Section  des  Sciences  physiques  et  naturelles  :  MM.  Fernet,  inspec- 
teur général  honoraire  de  l'Instruction  publique,  président.  Margottet, 
recteur  de  l'Académie  de  Lille.  Moniez,  inspecteur  de  l'Académie  de 
Paris.  Martin,  professeur  au  lycée  Saint-Louis  (adjoint  pour  la  compo- 
sition de  morale  et  d'éducation). 

w 

Certificat  d'aptitude  à  l^ enseignement  secondaire  des  jeunes 
filles  :  Ordre  des  Sciences.  —  M.  Piéron,  inspecteur  général  de  Pin— 
struction    publique,    président.  M™*  Gollet,   professeur    au  lycée    dé 
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jeoues  filles  de  Grenoble.  M.  Moniez,  inspecleur  de  l'Académie  de 
Paris.  M**  Landolphe,  professeur  au  lycée  Lamartine  (adjointe  poul- 
ies épreuves  de  langues  vivantes).  M™'  Schach,  professeur  au  lycée  de 
jetioes  filles  de  Versailles  (adjointe  pour  les  épreuves  de  langues 
maaics). 


BUIXBTIN   BIBLIOGRAPHIQUE. 


RECUEILS   PÉRIODIQUES    RÉGENTS. 

Complet  rendus  des  séances  de  rAcadémie  des  Sciences,  t.  CXXXV' 

n"  23  à  26.  —  Sur  rirrédiictibilité  de  l'équaiion  y"  —  6^'  ^.  x\  par  M,  Paul 
Paittlevé.  —  Sur  les  propriétés  du  plan  au  point  de  vue  de  VAnalysis  siliis; 
par  M.  Combeàiac.  —  Sur  une  formule  sommatoire  dans  la  théorie  des  fonc- 
lioos  à  deux  variables;  par  M.  Martin  Krause.  —  Sur  l'intégration  drs 
équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  du  type  hyperbolique,  à 
plus  de  deux  variables  indépendantes;  par  M.  /?.  d'Adhémar.  —  Sur  les 
fonclioDs  entières;  par  M.  Hadamard.  —  Remarque  relative  à  la  Note  «  Sur 
la  représentation  approchée  des  fonctions  »  ;  par  M.  Stekloff.  —  Sur  la  for- 
mole  foodamentale  de  Dirichlet  qui  sert  à  déterminer  le  nombre  des  classes 
<le  formes  quadratiques  binaires  définies;  par  M.  Mathias  Lerch.  —  Une 
application  de  la  théorie  des  résidus  au  prolongement  analytique  des  séries 
deTaylor;  par  M.  LindelÔf,  —  Sur  une  représentation  plane  de  l'espace  et 
«on  application  à  la  statique  graphique;  par  M.  B,  Mayor» 
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[K12b] 
SUR  LES  GSRCLES  TANGENTS  A  TROIS  CERCLES  DONNÉS; 

Par  m.  g.  LERY. 

Je  me  propose  de  montrer  qu  une  méthode  a^'Cùn^s/ 
struction  donnée  par  M.  Mannheim  (*)  permet  la 
discussion  simple  et  complète  de  la  réalité  des  solutions 
et  de  la  nature  des  contacts.  M.  Mannlieim  a  obtenu 
celte  construction  en  transformant  par  inversion  la 
solution  du  problème  correspondant  de  la  sphère;  je 
commence  par  donner  une  démonstration  directe. 

CONSTRUCTION. 

1.  Comme  M.  Fouché  Ta  fait  (2),  j^étudie  les  cercles 
isogoiiaux  aux  trois  cercles  donnés  :  les  cercles  tangents 
eu  sont  des  cas  particuliers.  Les  démonstrations  sont  \^ 

simplifiées  par  Tusage  des  angles  dirigés. 

Remarques,  —  1°  Dans  un  plan  orienté,  Tangle 
d^une  première  droite  avec  une  seconde  est  un  nombre 
algébrique  défini  à  kTz  près;  je  dirai  pour  abréger  qu'un 
angle  multiple  de  ic  est  nul.. 

2"^  Deux  angles  dont  les  côtés  origine  et  extrémité 
sont  respectivement  symétriques  par  rapport  à  une 
droite  ont  alors  une  somme  nulle;  par  suite,  étant  don- 
nés deux  cercles  C|  et  Co  qui  se   coupent  eu  A  et  Â', 


(')  ^'o^w.  Annales,  i885,  p.  loS. 
(')  Aottv.  Annales,  1892,  p.  227. 
Ann.  de  Mathéniat.,  4*  sciic.  t.  IH.  (  l'Y-vrier  1903.)  4 
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Faiigle  de  Ci  avec  C^  eu   A  a  une  soiniuc  nulle   avec 
J'augle  de  C|  avec  C^  en  A'. 

De  même  pour  l'angle  de  deux  courbes  Cj,  Cj,  en  un 
|ioînt  commun  A,  et  Tangle  de  leurs  transformées  par 
une  inversion,  C,  et  Cg,  au  point  inverse  A'. 

2.  Cercles  isogonaux  à  deux  cercles  C,  C| .  —  Soit  F 
un  tel  cercle  qui  coupe  C  en  M  et  M'.  L'angle  de  C 
avec  r  en  M  est  égal  à  Tangle  de  C|  avec  F  en  Tun  de 
leurs  deux  points  communs,  et  a  une  somme  nulle  avec 
Fangle  de  Ci  et  F  en  l'autre;  soient  N'  le  premier  de 
ces  points,  N  le  second. 

MN  et  M'N'  se  coupent  en  un  point  O^.  L'inversion 
de  centre  O2  qui  transforme  F  en  lui-même  change  Ci 
en  un  cercle  passant  en  M  et  M'  et  y  faisant  avec  F  jus- 
tement les  mêmes  angles  que  C,  en  grandeur  et  en 
signe  ;  ce  cercle  est  C. 

Eu  conséquence,  O2  est  l'un  des  deux  centres  d'in- 
version de  C  et  C|  ^  sa  puissance  par  rapport  à  F  est  le 
module  ol^  de  Finversion  de  centre  0^  qui  transforme 
C  en  Cl  \  Gwûn  les  points  de  rencontre  de  F  avec  C  sont 
antihomologues  par  rapport  à  O3  de  ceux  de  F  et  C|. 
La  réciproque  est  évidente;  il  y  a  deux  séries  de  cercles 
isogonaux,  qui  correspondent  aux  deux  centres  d'inver- 
sion O2,  O^. 

Si  MiN  est  parallèle  à  M'K',  O2  est  à  Finiini.  L'inver- 
sion correspondante  est  remplacée  par  une  symétrie,  par 
rapport  à  la  perpendiculaire  au  milieu  de  MN  ;  C  et  Ci 
sont  alors  égaux. 

Si  l'on  veut  construire  N  antiliomologue  de  M,  il 
suffit,  en  appelant  c  et  c^  les  centres  des  deux  cercles, 
de  mener  le  rayon  Cj  n  parallèle  à  cM,  de  même  sens  ou 
de  sens  contraire;  la  droite  M/i  coupe  C|  en  N.  Le 
choix  du  sens  du  rayon  c^  n  correspond  au  choix  pos- 
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siblc  de  Tuii  des  deux  ccnlres  d'inversion  O2,  O^  ;  cette 
construction  rend  înutiic  la  construction  préalable  de 
ces  deuY  points. 

3.  Cercles  isogonaux  à  trois  cercles  C,  C|,  C2.  — 
Soit  r  l'un  d'eux;  la  puissance  par  rapport  à  ce  cercle 
deTun  des  deux  centres  d'inversion  de  C  et  C|,  soit  O2, 
est  le  module  ol^]  ^^  môme  Tun  des  deux  centres  d'in- 
version de  Cl  et  C2,  O  par  exemple,  a  pour  puissance 
le  module  a,  pai*  rapport  à  F.  F  appartient  donc  à  un 
faisceau  linéaire.  Réciproquement,  les  cercles  de  ce 
faisceau  qui  coupent  C  sont  isogonaux  à  C  et  C,,  et 
à  C|  et  C2,  d'après  le  n"  2. 

Remarquons  que,  étant  isogonaux  à  C2  et  C,  la 
puissance  par  rapport  à  eux  de  Fuu  des  deux  centres 
d'inversion  de  C  et  C2  égale  le  module  correspondant; 
ce  centre  0|  est  sur  la  droite  OO2,  axe  radical  du 
faisceau. 

Ou  a  quatre  faisceaux  de  cercles  isogonaux,  en  accou- 
plant l'un  des  centres  O,  O'  à  Tun  des  centres  O2,  O'^. 

Pour  construire  un  cercle  F  isogonal  à  C,  C|,  C2,  je 
prends  un  point  M  sur  C,  Je  construis  son  antihomo- 
logue ]N  sur  Cj  etTantilioniologue  P  de  N,  sur  Co,  après 
avoir  clioîsi  les  sens  relatifs  des  rayons  parallèles  des 
trois  cercles.  Le  cercle  MNP  est  isogonal  aux  trois 
cercles.  On  a  facilement  son  second  point  de  rencontre 
açec  G  :  le  point  M',  antihomologue  sur  C  du  point  P, 
appartient  en  ellèt  aux  cercles  isogonaux  à  C  et  C2  qui 
passent  en  P  et  par  rapport  auxquels  le  point  0|  a  la 
puissance  ai  ;  c'est  donc  un  point  de  F.  Il  reste  à  prouver 
(ju'il  est  distinct  de  M;  or  l'angle  de  F  avec  C  en  M  étant 
désigné  par  ©,  celui  de  F  avec  C|  en  N  est  —  <p;  en  Pon 
a  de  même  ©:  en  M',  — '^;  donc  M'  diffère  de  M,  à 
moins  que  o  ne  soit  nul. 
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4.  Solution,  —  Je  considère  Tuii  des  quatre  faisceaux 
de  cercles  isogonaux,  qui  est  défini  par  le  choix  de  trois 
centres  d'inversion  O,  0|,  O2  en  ligne  droite,  ou  par 
celui  des  sens  de  trois  rayons  parallèles.  On  a  à  cher- 
cher les  cercles  du  faisceau  tangents  à  C  :  ils  touche- 
ront G|  et  Cj.  Je  construis  les  axes  radicaux  MM', 
M|  M',  de  C  et  de  deux  cercles  du  faisceau  ;  ils  se  coupent 
eji  H,  qui  a  même  puissance  par  rapport  à  C  et  à  deux 
cercles  du  faisceau,  donc  à  tous;  les  tangentes  menées 
de  H  au  cercle  C,  si  elles  existent,  sont  les  axes  radicaux 
de  C  et  des  cercles  cherchés;  on  a  un  point  de  chacun 
d'eux  en  coupant  C  par  la  polaire  de  H,  polaire  qu'on 
a  sans  déterminer  H,  car  elle  passe  aux  points  de  ren- 
contre des  droites  MMj,  M'^  M',  et  des  droites  MM'^, 
M'M,. 

Chaque  faisceau  peut  donc  fournir  deux  solutions. 


DISCUSSION. 


5.  Les  deux  solutions  qui  correspondent  à  Tun  des 
quatre  faisceaux  existent  on  non  suivant  que  le  point  H, 
relatif  à  ce  faisceau,  est  extérieur  ou  inlérieur  au 
cercle  C.  Je  puis  supposer,  pour  faire  la  discussion, 
que  le  point  M|  est  très  voisin  de  M;  alors  M,  est  très 
voisin  de  M'.  Le  point  H  est  extérieur  à  C  si  les  petits 
arcs  MM|,  M'M,  sont  de  sens  contraire  sur  C,  inté^ 
rieur  s^ ils  sont  de  même  sens.  Pour  simplifier,  j'appelle 
positif  \ii  sens  de  rotation  du  petit  arc  MM|;  nous  allons 
chercher  quel  est  le  sens  de  NN,,  puis  de  PP|,  et  enfin 
de  M'M'^,  ce  qui  nous  montrera  si  le  point  H  est  exté- 
rieur ou  intérieur  à  C. 

Les  points  N  et  N|  sont  respectivement  inverses 
de  M  et  M|  par  rapport  à  l'un  des  centres  de  similitude 
de  C  et  C|,  soit  O2.  Si  O2  est  extérieur  aux  deux  cir- 
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conférences,  la  figure  montre  que  le  sens  de  NN,  est 
négatif;  dans  les  autres  cas  il  est  positif.  Dans  le  premier 
cas,  je  donne  à  O2  l'indice  62=^ — ï?  dans   les  autres 
Tindice  gf  =  H-  i . 

De  même  les  points  P  et  P|  sont  respectivement  anti- 
homologues de  N  PtN,  par  rapport  à  un  rentre  de  simi- 
litude O  de  Cl  et  C2.  Soîte  Tindice  du  point  O,  déter- 
miné comme  on  l'a  vu  à  propos  de  O2;  le  sens  de  PP| 
relativement  à  celui  de  Tare  NN|  est  du  signe  de  e,  et, 
relativement  n  Tare  MMi  il  est  du  signe  de  ££2* 

Enfin,  soit  £|  l'indice  du  centre  de  similitude  0{  par 
rapport  auquel  l'arc  M'M'^  est  aniihomologue  de  PP|. 
On  voit  de  la  même  façon  que  le  sens  de  M' M',  est  posi- 
tif suivant  que  se,  £2  est  positif  ou  négatif. 

Par  conséquent,  je  consî/dère  trois  centres  de  simili- 
Inde  O,  0|,  O2,  en  ligne  droite  et  le  faisceau  isogonal 
correspondant;  les  indices  £,  £,,  £2  de  ces  trois  centres 
étant  déterminés;  le  faisceau  fournira  deux  solutions 
ou  zéro  suivant  que  le  produit  £Si£t  sera  négatif  ou 
positif. 

6.  Celte  méthode,  appliquée  à  chacun  des  cas  de 
figure- que  peuvent  présenter  les  trois  cercles,  donne 
dans  chaque  cas  le  nombre  de  solutions.  Par  exemple,  si 
les  trois  cercles  sont  extérieurs,  soient  O,  0|,  0^  les 
centres  de  similitude  directe,  O',  O^,  O^  les  centres  de 
similitude  inverse;  les  Irois  premiers  ont  l'indice  —  i, 
les  autres  également. 

On  a  le  Tableau  suivant  : 


1"  faisceau 

:  0  0,0,, 

e  El  e,  =  —  I 

('2  solutions); 

7/           V 

oo;o;, 

£  e;  e'j  =  -  i 

(2  solutions); 

3«         » 

O'O.O',, 

t't\t\=  —  i 

(2  solutions); 

4*       » 

00;  0,, 

£'e;e,=-i 

(2  solutions). 
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11  y  a  donc  huit  solutions. 

On  examinerait  aussi  facilement  les  autres  cas  de 
figure;  on  retrouve  ainsi,  par  une  métliode  aussi 
courte  (jue  possible,  les  résultats  de  la  discussion  de 
M.  Fouché. 

7.  Soit  r  une  solution  correspondant  à  un  axe  de 
similitude  00|  O2  ;  on  peut,  d'une  façon  analogue,  con- 
naître a  priori  la  nature  de  ses  contacts  avec  C,  C| ,  C2- 
Nous  partirons  de  la  remarque  suivante  ;  si  deux  cycles 
sont  tangents  extérieurement,  leurs  sens  sont  contraires, 
et  inversement.  Je  dirige  C  arbitrairement,  et  ensuite  F 
de  façon  qu'il  y  ait  concordance  des  sens  au  point  de 
contact;  je  pose  y  =  -h  i  ou  —  1 ,  suivant  que  F  est  du 
sens  de  C  ou  du  sens  contraire,  c'est-à-dire  que  le  con- 
tact est  intérieur  ou  extérieur.  L'inversion  de  centre  O2 
qui  transforme  G  en  C|  change  F  en  un  cycle  Fi, 
ayant  ménie  support  que  F,  et  tangent  au  cycle  Ci  ;  le 
sens  de  C|  est  du  signe  de  e^;  celui  de  F{  est  du  signe 
de  — ''I2Y)  en  posant  7)2  = -H  i  si  la  puissance  de  Fin- 
version  est  positive,  'ir|2  =  —  î  si  cette  puissance  est  né- 
gative. 

Le  contact  de  Cj  et  Fi  est  intérieur  si  z^  et  -7-7^2'^ 
sont  de  même  signe,  donc  si  Y^a^s  ^^^  négatif,  extérieur 
dans  le  cas  contraire. 

En  définissant  de  même  Findice  y^  du  centre  O,  on 
voit  que  le  contact  de  C2  et  F2  est  intérieur  si  Y^'^1^2^2 
est  positif. 

On  remarque,  en  faisant  les  dillérentes  figures,  que, 
pour  un  centre  de  similitude  direct  de  deux  cercles,  le 
produit  efi  est  négatif,  et  qu'il  est  positif  pour  un  centre 
inverse. 

On  voit  ainsi  que,  si  le  faisceau  relatif  aux  trois 
centres  de  similitude  directe  donne  des  solutions  F,,  F2, 
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les  contacts  de  Fi  avec  les  trois  cercles  sont  de  même 
espèce,  ceux  de  r2  égalemeut. 


CAS    PARTICULIEHS. 


8.  Les  cercles  F  qui  doivent  toucher  un  cercle  C  et 
deux  droites  Ci,  C2)  ou  bien  deux  cercles  C,  C|  et  une 
droite  C2,  sont  donnés  parla  même  méthode  de  construc- 
tion que  les  cercles  tangents  à  trois  cercles.  Il  ny  a,  en 
effet,  rien  à  changer  dans  la  démonstration  donnée,  car 
une  droite  et  un  cercle  possèdent  deux  centres  d'inver- 
sion; pour  deux  droites,  ces  deux  centres  sont  à  Fin- 
fini  sur  les  bissectrices,  les  inversions  correspondantes 
étant  remplacées  par  des  symétries  par  rapport  à  ces 
bissectrices.  Il  existe  encore  quatre  faisceaux  de  cercles 
isogonaux,  dont  chacun  peut  donner  deux  solutions; 
remarquons  que,  dans  le  cas  de  trois  cercles,  nous 
pouvions  chercher  les  intersections  de  deux  cercles 
d'un  faisceau  avec  Fun  quelconque  des  trois  cercles; 
ici  la  construction  serait  illusoire  si  nous  prenions  le 
point  M,  qui  définit  un  cercle  du  faisceau,  sur  la 
droite  Ca  par  exemple;  on  déterminerait  bien,  par  la 
méthode  indiquée,  le  second  point  de  rencontre  M' 
(le  ce  cercle  et  de  Cj,  et  l'on  pourrait  trouver  un  seg- 
ment analogue  M|M',,  mais  le  point  H  serait  indéter- 
miné. 

On  peut,  cependant,  finir  la  question  en  cherchant 
les  points  doubles  de  Finvolution  dans  laquelle  se  cor- 
respondent M  ft  M',  M,  et  M',.  Si  AI  et  M|  sont  pris  sur 
le  cercle  C,  on  a  encore  à  chercher  les  poiiiis  doubles 
d'une  involution,  ce  qui  est  alors  très  simple,  comme 
nous  Favons  vu. 

Pour  étudier  l'existence  des  solutions,  le  plus  simple 
est  de  ramener  le  problème  au  cas  de  trois  cercles,  par 
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une  inversion;  ies  indices  e  ne  peuvent  plus,  en  effet, 
être  définis.  Par  exemple,  deux  droites  et  un  cercle  qui 
ne  les  coupent  pas  se  transforment  en  deux  cercles 
sécants  et  un  cercle  extérieur;  il  y  a  alors  quatre  solu- 
tions. 

On  ferait  facilement,  de  cette  façon,  le  tableau  com- 
plet de  la  discussion. 

9.  Cercles  passant  par  un  point  C  et  touchant  deux 
cercles  C|  et  Cj.  Soient  O  et  O'  les  centres  d'inversion 
de  C|  et  C25  les  cercles  isogonaux  à  C|  et  Cj  forment 
deux  réseaux  ;  ceux  d'entre  eux  qui  passent  en  C  for- 
ment deux  faisceaux,  dont  on  a  facilement  les  seconds 
points  de  base,  et  Ton  est  ramené  à  un  problème  connu, 
dont  la  discussion  est  facile. 

THÉORÈME    DE    PASCAL. 

10.  Je  considère  trois  cercles  C,  C|  ,€2  et  un  cercle  F, 
isogonal  aux  trois  premiers.  F  coupe  C  en  M ^  sons 
l'angle  '^,  C,  en  N(— (f  ),  Cj  en  P(©),  C  en  ]Nr(— ©), 
C,  en  N'(a>),  Ca  en  F(— ?).  Les  droites  NP,  ^'F  se 
coupent  en  O,  PM  et  P'M'  en  O,,  MN  et  M'N'  en  Oo, 
et  ces  points  sont  trois  centres  de  similitude  en  ligne 
droite.  On  a  donc  un  hexagone  inscrit  à  F,  et  les  points 
de  rencontre  des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite.  Soit, 
maintenant,  un  cercle  F  et  un  hexagone  MJNPJM'N'P' 
inscrit;  je  dis  qu'il  possède  la  propriété  précédente.  En 
effet,  on  peut  faire  passer  respectivement  par  M  et  M', 
N  et  N',  P  et  P'  des  cercles  qui  coupent  F  sous  un  même 
angle,  par  exemple  des  cercles  orthogonaux;  la  pro- 
priété de  l'hexagone  est  alors  évidente. 
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[Blla] 

SUR  U  CANONISATION  DBS  FORMES  BILINBAIRES; 

Par  m.  Léon  AUTONNE. 


1 .  Considérons  une  matrice  A  ou  Tableau  des  //  ^  coef- 
ficienls 


(an  ...  axn  \ 
) 
^/il       .-.      Clnn  / 


de  détenuiuant 


|A|  = 


«Il        ...       CL\n 
Uni       .  .  .       afin 


La  matrice  définit  sans  ambiguïté,  soit  une  forme 
bilinéaire 

A  =  k{x,y)  =^ajkyjxk, 

soit  une  substitution  n-aire 


A=Uy    ^ctji, 


k 


2.  La  même  lettre  A  peut  désigner  indifféremment 
la  matrice,  la  forme  bilinéaire  ou  la  substitution.  Je 
suivrai  les  règles  du  calcul  symbolique  telles  qu'elles 
sont  exposées  par  Frobenius  (»/.  /.  /*.  i/.  a.  Af., 
l.  LXXXIV,  p.  i).  Les  formules  symboliques  compor- 
teront une  triple  interprétation,  suivant  qu'elles  s'en- 
tendront de  matrices,  de  formes  biliuéaires  ou  de  sub- 
stitutions. 
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3.  Une  matrice  A©  sera  canonique  si 

i 
Si  hj=i  1 ,  la  matrice  devient  la  matrice  unité  E, 

Soient  A  et  B  deux  matrices,  avec  |  lî  |  ^zé  o.  Si  Ton  a  B 
telle  que 

A  =  B-*AoB,        Ao  =:  canonique, 

A  est  canonisable  et  admet  Ao  \ïO\xv  forme  canonique 
et  B  pour  canonisante. 

A  est  toujours  canonisable  si  ré(|uation  caractéris- 
li(|ue 

((D)  A(r)  =  Ao(r)=|/'E-A|  =o 

n'a  que  des  racines  simples.  A  cesse  en  général  d'etro 
canonisable,  s'il  apparaît  dans  (D  des  racines  multiples. 

4.  M.  Jordan  a  signalé,  il  y  a  longtemps  diijà,  que 
toute  substitution  d'ordre  fini  était  canonisable.  Il  en 
est  de  même  pour  les  substitutions  unitaires  et  les  sub- 
stitutions heiniitiennes  que  j'ai  étudiées  [*$«/'  VHernii- 
tien  {Rendiconti  du  Cercle  Afathéma tique  de  Palerme, 
igo'i);  Sur  les  groupes  linéaires  réels  et  orthogonaux 
{Bulletin  de  la  Société  Mathématique,  1902)]  et  les 
substitutions  réelles  et  orthogonales,  cas  particulier 
des  unitaires,  ainsi  du  reste  que  pour  toutes  les  ortho- 
go  n  aies. 

Par  contre,  je  n'ai  vu  publiées  nulle  part  les  condi- 
tions générales,  nécessaires  et  suffisantes  de  canonisa- 
bilité. 

Elles  se  déduisent  facilement,  ainsi  qu'on  le  verra 


Digitized  by 


Google 


(59) 
ci-dessous,    11*1111    fameux     ihéorème    de   Wcîcrslrass 
[Monatsberichte    de  l'Académie    de    Berlin,    1868, 
|).  3io  à  338). 

5.  Rappelons  d'abord  les  principes  de  la  ibéorie. 
Prenons    un    faisceau    de    nialrices    yr=/'A4-B, 
rélantun  paramètre  variable,  et  nommons  A(/')  =  Ao(/*) 

le  déterminant 

IrA-hBK 

premier    membre    de    Téquation    caractéristique    tO , 

^0  =  0. 

Dans  le  déterminant  A,  les  A*'*'"*'*  mineurs  seront  des 
polynômes  en  r,  de  degré  n  —  A.  Nommons  A)fc(/)  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  tous  ces  mineurs. 

Supposons  qu*une  racine  p  de  (D  possède  un  degré 
de  Diulliplicité  OLk  dans  Téqnation  À)t(r)==o,  avec 
A:  =  o,  I,  ...,  y,  tandis  que  :  1**  aQ=m  est  le  degré 
de  multiplicité  dans  (0;  2"  a^=  o. 

Les  degrés  de  multiplicité  a^  forment  une  suite 
décroissante 

ao>  «!>...>  a/t>.-->  a7-i>  o.    . 

Les  différences  ^j^  =  a>t_  i  —  olj^  forment  une  suite 
non  croissante 

Si  Ton  pose  P;t=:  1  4-  0^,  les  entiers  positifs  ou  nuls  O/t 
forment  une  suite  non  croissante 

D'ailleurs 

^h=  («0— «i) -h  («i+aj) -+-... 

*  =  l  X— 7 

-i-(aA-_i  — aA)-h...-f-a,,_,  =  ao  =  ni  =  q  -h^o/ti 
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d^où  la  formule 

(i)  m  — <7=V8^. 

Sr  tous  les  S  sont  nuls,  q  est  précisément  le  degré  m 
de  multiplicité  que  la  racine  p  possède  dans  (ô. 

6.  Weîerstrass  dit  que  les  expressions 

(/•-p)P* 

sont  les  Elementartheiler  aHérents  à  la  racine  p. 

Pour  abréger,  je  dirai  que  ces  expressions  sont  les 
successifs  (sous-entendu  :  facteurs  ou  diviseurs)  affé- 
rents à  la  racine  p. 

Le  successif  est  simple^  si  rex|>osant  ^k  ^st  égal  à 
l'unité,  d'où  8^=0. 

7.  Deux  faisceaux  de  matrices 

rA-hB     et     rO-4-D 

sont  équivalents  s'il  existe  deux  matrices  L  et  M,  avec 

I  L  I  ^  o,        I  M  I  5^  o, 
telles  que 

/•G4-D  =  L(/A-hB)M, 

c'est- à-dire 

G  =  LAM,        D  =  LBM. 

Alors  C  est  équii^alente  à  Â  et  D  à  B. 

Dans  le  cas  particulier  où  C  =  A  =  E,  on  a 

L  =  M-», 

et  V équivalence  se  change  en  similitude. 

Ainsi  pour  que  deux  matrices  A,  et  Aq  soient  sem- 
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blahles,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  faisceaux 

rE  — A     et     rE  — Aq 

soient  équivalents. 

8.  L'admirable  théorème  de  Weierstrass  s'énonce 
ainsi  : 

Pour  que  deux  faisceaux 

rk-j-B    et    rC-f-D 

soient  équivalents,  il  faut  et  il  suffit  que  les  successifs 
soient  identiques  de  part  et  d^ autre. 

9.  Je  vais  en  déduire  la  solution  du  problème  pro- 
posé. 

Théorème.  —  Pour  quune  matrice  A  soit  canoni- 
sable,  il  faut  et  il  suffit  que  le  faisceau  caractérisa 
tiifue 

©r=  /-E  — A 

n'admette  que  des  successifs  simples. 

La  démonstration  est  très  courte,  après  quelques 
explications  préliminaires. 

10.,  Conservons  les  notations  du  n^  5  et  envisageons 
le  système  û  des  n  équations  linéaires  et  homogènes 

A 

On  a  A;t(p)  =  «  pour  p  =  o,  i,  . .  .,  <7  —  i,  tandis 
que  Ay(p)^o;  ù  ne  contient  que  n  —  q  é(|uations 
distinctes. 
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Réciproquement,  si  ]e  syslème  11,  aux  n  inconnues  xy, 
ne  contient  (jue  n  —  q  équations  distinctes,  on  a 
Aa(p)  =  o  pour  k<q  et  Ay(p)  ^  o. 

Ces  propriétés  deviennent  évid<;ntes  si  Ton  remarque 
que  le  déterminant  des  inconnues  Xj  dans  Q  (;st  préci- 
sément Ao(p). 

En  particulier,  si  les  successifs  relatifs  à  p  sont 
simples,  les  Oa  sont  nuls,  q  =  m  [formule  (i)  du  n°  5] 
et  Q  contient  u  —  m  équations  distinctes.  Réciproque- 
ment si  Q  contient  n  —  m  équations  distinctes,  les  suc- 
cessifs sont  tous  simples,  car  les  entiers  o  ne  peuvent 
être  négatifs. 

11.  Lemme.  —  Une  matrice  canonique  Aq  a  tous  ses 
successifs  simples. 

Soit 

Ao(^,  r)  =  P  (^i7i -^  •••-+- ^'"J""»  )  + p'(^/«  4-1  y//i -1-1 -^-. -.)+••  • 
(?Vp,..-)-    • 

La  racine  p  de  (ô  possède  le  degré  m  de  multiplicité.  Le 
système  1)  contient  les  n  —  ///  équations  distinctes 
Xm^s=  o,  ^=  i,  2,  .  .  .,  w  —  m.  Par  suite  (n"  10)  tous 
les  successifs  sont  simples  dans  la  matrice  Ao,  ou,  plus 
exactement,  dans  le  faisceau  caractérislique  /E  —  Ao 
de  Ao.  c.   Q.   F.   n. 

12.  La  démonstration  du  théorème  s'achève  mainte- 
nant en  quelques  mots. 

Pour  qu'une  matrice  A  soit  canonisable,  il  faut  et  il 
suffit  : 

Ou  bien  que  A  soit  semblable  à  une  canonique  Ao 

(n"»7el3); 
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Ou  bien  que  les  deux  faisceaux  (n"  7) 

rE  — A     et    rE  — Aq 

soient  équivaleuls,  c'est-à-dire  (théorème  de  Weier- 
strass,  II"  8)  admettent  les  mêmes  sucressifs. 

Or  (lemme  du  n"  il)  le  faisceau  caractéristique 
rE  —  Âo  de  la  canonique  Âo  a  tous  ses  successifs  simples 
et  le  théorème  du  n^9est  démontré. 

13.  Si  j)Our  le  faisceau  caraclérislique  /E  —  A  on  a 
tous  les  successifs  simples  et 

|rE  — A  I  =  (r  —  pY^ir  —  p';'«'(/- —  p' )"*'••  • 
on  construira  la  canonique  Aq 

+  P'(.. .)+..., 

Cl  Ton  sera  sûr  de  Téquivalence  des  faisceaux  /E  —  A 
et  rE  —  Aq,  de  la  similitude  de  A  avec  la  canonique  Aq 
et  de  la  canonisabilitc  de  A. 

14.  Voici  quelques  applications  de  ma  proposition 
du  ii«  9. 

Frobenius  (/./.  /•.  u.  a.  M,  t.  LXXXIV,  p.  53) 
signale  que  dans  le  faisceau  caractéristî(|ue  d'une  ortho- 
gonale R  réelle,  tous  les  successifs  sont  simples.  Toutes 
les  matrices  R  doivent  donc  être  canonisables.  C'est  ce 
que  j'ai  cflectivemenl  établi,  par  voie  directe,  dans  mon 
travail  Sur  l' llennilien  (loc.  cit.,  n°*  22,  3o  et  36). 

Pareillement,  dans  ce  môme  travail,  je  montre  que 
toute  lier  mi  tienne  ou  toute  unitaire  (/oc.  cit,,  u"  22)  et 
iiieine  toute   orthogonale  (car    la   démonstration   vaut 
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aussi  pour  une  orthogonale),  est  cauonisable,  donc  :  le 
faisceau  caractéristique  d'une  hermitienne,  d'une 
unitaire  ou  d^une  orthogonale  a  tous  ses  successifs 
simples.  Il  eu  est  de  même  pour  une  substitution  d'ordre 
fini,  toujours  canonisable  (M.  Jordan). 

15.  11  me  semblerait  surprenant  que  ma  proposition 
du  n°  9,  conséquence  si  inmiédiate  du  théorème  de 
Weiersirass,  eut  échappé  jusqu'à  ce  jour  à  la  sagacité 
des  algébrisles.  J'en  publie  néanmoins  la  démonstration 
et  l'énoncé,  n'ayant  rien  trouvé  dans  aucun  Mémoire  de 
Mathématiques,  qui  ressemblât  au  théorème  du  n°  9.  Au 
surplus,  si  la  proposition  ne  se  trouvait  pas  nouvelle,  la 
démonstration  le  serait  peut-être. 


[M'5a] 
SUR  LA  SPHÈRE  OSGULATRICB  A  LA  CUBIQUE  GAUCHE; 

VxR  M.  STUYVAERT, 

Professeur  à  l'Alhénée  royal  de  Gand. 


J'ai  donné  (*)  une  construction  de  la  sphère  oscula- 
trice  à  la  cubique  gauche.  Je  me  permets  de  revenir  sur 
ce  sujet,  parce  que  j'ai  exposé  la  solution  sous  une  forme 
trop  concise;  d'ailleurs,  M.  Servais  m'a  fait  remarquer 
que  le  cas  de  la  cubique  circulaire  doit  être  examiné  à 
parl^  enOn,  le  théorème  formant  le  point  de  départ  de 
cette  recherche  peut  se  démontrer  par  une  méthode 
plus  simple  que  celle  que  j'ai  employée^  cetie  méthode 
plus  simple  est  due  à  feu  M.  Fr.  Deruyts. 

(')  Note  sur  les  cubiques  gauches  {Bull,  de  VAcad.  royale  de 
Belgique,  1900). 
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Théorèhb  de  Rete.  —  Toutes  les  quadriques  passant 
par  six  points  A,  B,  C,  D,  E,  F  sont  coupées  en  des 
couples  de  points  en  immolation,  par  toute  bisécante  d 
de  la  cubique  gauche  Cs  déterminée  par  les  six  points  . 
donnés  (*). 

Pour  qu'il  ne  soit  pas  nécessaire  de. considérer  a  part 
le  cas  d(*s  imaginaires,  il  est  désirable  d'avoir  une 
déinonstralion  analytique.  Voici  celle  de  M.  Deruyts. 

L'équation  du  système  de  quadriques  a  la  forme 

S  s  XjSi-h  XjSj-t- X,S,-4- X4Sv=  o. 

Trois  des  surfaces  S  ne  peuvent  faire  partie  d'un 
même  faisceau;  elles  ne  peuvent  pas  appartenir,  toutes 
les  quatre,  à  un  même  réseau.  Mais  on  peut  supposer 
que  S3  et  S4  passent  par  Cj  et  sa  bisécante  d. 

Les  coordonnées  de  tout  point  de  d  annulent  S3  et  S4. 
Donc,  ceux  de  ces  points  qui  appartiennent  à  S,  appar- 
liennent  à  XjS|-|-X2S2  et  inversement.  Or,  le  fais- 
ceau X,S|  +  X2S2  marque,  sur  rf,  une  involution  ;  par 
conséquent,  il  en  est  de  même  du  système  D. 

Corollaire  I,  —  Les  points  d'appui  de  d  sur  C3  for- 
ment un  couple  de  l'involution. 

Corollaire  IL  —  Si  d  est  une  tangente,  le  contact 
est  un  point  double  de  Tinvolution  ;  l'autre  point  double 
est  sur  le  plan  polaire  du  contact  par  rapport  à  toutes 
les  quadriques  S  et,  en  particulier,  par  rapport  aux 
couples  de  faces  opposées  de  l'hexaèdre  ABCDEF. 

Théorème.  —  Toutes  les  sphères  passant  par  trois 
points  A,  B,  C  de  Cz  coupent  encore  la  courbe  en  des 

(')  Reye,  Annali  di  matematica,  a*  série,  t.  II,  p.  i3o. 
Ann.  de  Afalhémat.,  4'  série,  t.  III.  (  Février  igoS.)  5 
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triples  de  points  D,  E,  F,  situés  dans  des  plans  paral- 
lèles («). 

Soient 

a?!  :  a?2  :  a?a  :  a?^  =  (o»  :  Cl)*  :  0)  :  I , 

les  équations  de  C). 

L'équalion  d'une  sphère  passant  par  trois  points  con- 
tient une  constante  arbitraire  X,  au  premier  degré.  Si 
Ton  y  remplace  Xi,  j:2,  Xs,  x^  par  co*,  co^,  w,  i,  on  a 
une  relation  du  sixième  degré  en  co,  satisfaite,  quel  que 
soit  X,  par  les  paramètres  (0|,  (0|,  to^  de  Â,  B,  C. 

En  divisant  le  premier  membre  de  Téquation  par 
((o  —  C0|)((i)  —  CO2)  (o>  —  (1)3),  on  a  une  relation  cubique 
en  (1),  avec  la  constante  X  au  premier  degré.  Les  racines 
de  cette  équation  sont  les  paramétres  des  points  D,  E,  F 
et  l'équation  du  plan  DEF  s'obtient  en  rempla- 
çant (o'y  (1)^,  (1),  I  par  Xi,  ^29  ^19  ^4*  Comme  cette 
équation  contient  toujours  X  au  premier  degré,  le  plan 
décrit  un  faisceau. 

En  d'autres  termes,  si  Ton  prend  un  point  D  quel- 
conque sur  la  cubique,  les  quatre  points  A,  B,  C,  D 
sont  sur  une  sphère  qui  coupe  la  courbe  en  deux  nou- 
veaux points  E,  F,  de  sorte  que  chaque  terne  D,  E,  F 
est  déterminé,  de  la  même  manière,  par  un  quelconque 
de  ses  points. 

Donc,  ces  ternes  décrivent  une  involution  cubique 
du  premier  rang  et  les  plans  D,  E,  F  passent  par  un 
même  axe. 

Comme  une  des  sphères  du  système  considéré  se  com- 
pose du  plan  ÂBC  et  du  plan  de  l'infini,  l'axe  du  fais- 
ceau des  plans  DEF  est  à  l'infini. 


(*)  Théorème  connu  et  facile  à  démontrer  par  la  Géométrie. 
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Problème.  —  Connaissant  les  trois  points  A,  B,  G 
de  cj  construire  la  direction  du  plan  DEF. 

Soient:  S  une  sphère  quelconque  par  A,B,  G,  coupant 
CBcore  c^  en  trois  points  inconnus  D,  E,  F  ;  M  un  point 
de  C)  et  t  la  tangente  en  ce  point. 

La  droite  t  rencontre,  en  P  le  plan  ABG,  en  Q  le  plan 
polaire  de  M  relatif  à  S,  et  en  X  le  plan  inconnu  DEF. 
Or,  d'après  le  théorème  de  Reye,  X  est  le  conjugué  har- 
monique de  P  sur  MQ,  et  peut  être  construit. 

Deux  autres  points  M'  et  M"  de  la  cubique  donne- 
ront de  même  deux  points  X'  et  X''  analogues  à  X;  le 
plan  XX'X'^  est  le  plan  inconnu  DEF. 

Problème.  —  Construire  la  sphère  osculatrice  en  un 
point  A  de  c^. 

1°  On  suppose,  dans  le  problème  précédent,  les 
points  A,  B,  G  coïncidents,  c'est-à-dire  que  Ton  com- 
mence par  construire  une  sphère  ayant,  en  A,  un 
contact  triponctuel  avec  la  cubique.  Pour  celte  opéra- 
lion,  on  projette  Cs,  d*un  de  ces  points,  sur  le  plan 
oscuialeur  en  A,  puis  on  décrit  le  cercle  osculateur  C2f 
en  A,  à  la  conique  obtenue;  enfin,  on  mène  par  ce 
cercle  une  sphère  quelconque  S. 

2**  On  détermine,  comme  dans  le  problème  précédent, 
le  plan  DEF  des  trois  autres  intersections  de  S  avec  c^. 

i°  Finalement,  on  mène,  par  A,  un  plan  parallèle 
à  DEF.  Ge  plan  coupe  c^  en  deux  points  qui  appar- 
tiennent à  la  sphère  osculatrice  cherchée  et  achèvent 
de  la  déterminer. 

Cas  de  la  cubique  circulaire.  —  i**  Ge  qui  précède 
permiît,  d'abord,  de  construire  le  plan  qui  contient  les 
points  circulaires  à  l'infini  E,  F  de  la  cubique.  Menons, 
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comme  ci -dessus,  une  sphère  S  ayant  un  contact  tri- 
ponctuel,  en  A,  avec  la  cubique  et  passant  par  un  point 
donné  D  de  la  courbe.  Une  tangente  t  au  point  M  de  la 
cubique  perce  en  P  le  plan  osculateur  au  point  A,  et 
en  Q  le  plan  polaire  de  M  relatif  à  S;  soit  X  le  conjugué 
harmonique  de  P  sur  MQ.  Un  autre  point  M' de  la 
courbe  donne,  de  même,  un  point  X'  analogue  à  X;  Ic^ 
plan  DXX'  est  le  plan  cherché  DEF.  Ce  plan  reste  pa- 
rallèle à  lui-même  si  Ton  fait  varier  D. 

2*  Cela  étant,  faisons  coïncider  D  avec  A;  soit  AEF 
un  plan  parallèle  à  la  direction  DEF  trouvée  à  l'instant. 

La  tangente  t  au  point  M  de  la  courbe  perce,  en  P4, 
le  plan  AEF,  en  P  le  plan  osculateur  au  point  A  ;  soit  Qi 
le  conjugué  harmonique  de  M  relatif  à  P  et  Pi  ;  M  et  Ç^^ 
sont  conjugués  par  rapport  à  la  sphère  osculatrice,  ce 
qui  suftit  pour  la  déterminer. 


[H5ja] 

SUR  UNE  INTERPRÉTATION  GÉOMÉTRIQUE  DES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES  DU  SECOND  ORDRE  A  COEF- 
FICIENTS CONSTANTS  ET  AVEC  SECOND  MEMBRE; 

Par  m.  Paul-J.  SU  CHAR 
Docteur  es  sciences. 


1.  On  sait  que  toute  équation  diOerentielle  linéaire 
du  second  ordre  à  coefficients  constants  peut  s'intégrer 
par  des  quadratures.  Je  me  propose  dans  cette  Note  de 
donner  l'intégrale  générale  à  Taide  d'une  interprétation 
géométrique.  Nous  allons  d'abord  rappeler  quelques 
résultats  connus. 
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Soient 

(0  /(^»J')  =  o 

une  courbe  plane,  et 

(2)  />  =  ?(«) 

l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  tangentielles. 
On  sait  que  l'équation  de  la  tangente  à  (i)  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(3)  xs'inoL — ycosa=p, 

ei  l'équation  de  la  normale  à  la  même  courbe  sera 

(4)  a?  cosa-4-j^sina=  —-; 

or  p  et  -^  sont  les  distances  de  Torigine  des  axes  aux 

droites  (3)  et  (4),  il  s'ensuit  que  la  distance  r  au  point 
de  contact  de  (i)  avec  (3)  est  la  diagonale  d'un  rec- 
tangle construit  sur  /?  et  -~*  on  aura  donc 

d'où  on  obtiendra  par  dérivation 

dr       d>p 
'Tp^S^^-^P'^ 

or  chacun  de  ses  membres  représente,  comme  il  est 
bien  connu,  le  rayon  de  courbure  à  la  courbe  (i)  en  un 
point  de  coordonnéees  x  et  y.  Nous  aurons  donc 

,r..  dr       d^p 

2.  On  sait  que  toute  équation  différentielle  linéaire 
du  second  ordre  à  coefficients  constants,  et  avec  second 
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membre,  peut  toujours  se  ramener  à  la  forme 

Or,  dans  cette  équation,  nous  pouvons  évidemment 
regarder  c  et  u  comme  étant  les  coordonnées  tangen- 
tielles  d'un  point  dont  les  coordonnées  cartésiennes 
sont  X  ^X  y.  Le  second  membre  de  cette  équation  sera, 
d'après  (6),  l'expression  du  rayon  de  courbure  au  point 
de  coordonnées  x  et  j/-,  exprimé  eu  fonction  de  Pangle 
de  la  tangente  à  la  courbe  avec  une  droite  fixe  ;  et  l'inté- 
grale générale  de  (7)  sera,  par  conséquent,  Téquation 
de  la  courbe  en  coordonnées  tangentielies.  On  aura 
alors,  comme  il  est  bien  connu, 


x=Jf{u] 


cos  u  du  -+-  a, 
sin  udu-^  à, 


où  a  et  &  sont  des  constantes.  Portons  ces  valeurs  dans 
l'équation  de  la  tangente 

ûasiau  — y  cos u  =  v^ 

on  obtiendra  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées 
tangentielies,  et  par  conséquent,  l'intégrale  générale 
de  (7). 

3.  Nous  allons  terminer  par  une  application  à  un 
problème  de  Mécanique  dans  le  cas  d'un  point  matériel 
sollicité  par  une  force  centrale  et  dont  la  loi  est  de  la 

forme  \  >  indiquée  par  Jacobi.  On  sait,  d'après  Binet, 
que  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire  est  de  la 
forme 


(8) 
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d'où 

,.  r       I  «8(6) 

Le  théorème  des  aires  peut  se  mettre  sous  la  forme 
(lo)  r.(^siDfs=G, 

où  r  est  le  rayon  vecteur  d'un  point  matériel  M,  que 
nous  supposons  de  masse  égale  à  i,  i^  sa  vitesse  et  (p  l'in- 
clinaison de  la  vitesse  sur  le  rayon  vecteur.  On  sait 
que  si,  par  l'origine  des  axes  qui  est  le  centre  de  la 
force,  on  mène  un  segment  0M|  égal  et  parallèle  à  la 
vitesse  Vj  le  lieu  de  M|  est  une  courbe  appelée  hodo- 
graphe  par  Hamilton  et  qui  jouit  de  la  propriété  que 
la  tangente  en  M|  à  cette  courbe  est  parallèle  au  rayon 
vecteur  OM,  de  sorte  que  si  cette  courbe  est  rapportée 
aux  mêmes  axes  que  la  trajectoire  du  point  M,  l'angle 
de  la  tangente  à  Vhodographe  avec  l'axe  polaire  est 
l'angle  polaire  Q.  Il  s'ensuit  que  l'inclinaison  de  cette 
tangente  sur  le  rayon  vecteur  0M|  est  égale  à  cp  ou 
à  7C  —  cp.  Si  donc  p  est  la  distance  du  point  O  à  la 
tangenle  M  et  p,  la  distance  à  la  tangente  en  M|,  la 
formule  (lo)  nous  donne  pour  le  théorème  des  aires 
\^s  deux  formules 

(il)  />p=/,,  r  =  G, 

et  la  formule  (9)  nous  donne 

d^p,  T3(e) 

Il  résulte  donc,  d'après  ce  qui  précède,  que  le  rayon 
de  courbure  pi  au  point  M|  de  la  courbe  hodographe  a 
pour  expression 
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Siy  en  particulier,  la  loi  de  la  force  F  est  celle  trouvée 
par  MM.  Darboux  et  Halplien  à  la  suile  d^un  problème 
proposé  par  Bertrand  (*),  à  savoir 

(i3)      "^ ^ 


r«(acos*6-i-2  6sin6cos9-4-  csin'ô)**^ 

on  aura,  d'après  (la),  pour  le  rayon  de  courbure,  en 
un  point  de  la  courbe  hodographe  exprimé  en  fonction 
de  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  polaire, 

K 

Pi= ?' 

(a  cos*6  -h  ib  S)n6  cos6  -h  c  sin'6)^ 

OÙ  nous  avons  posé  K  =  —  ^-  Dans  une  Note  publiée 

dans  les  Noui^elles  Annales  (mars  1902),  nous  avons 
démontré  que  si,  sous  Faciion  d'une  force  ciuitrale,  un 
point  matériel  décrit  une  conique  quelles  que  soient  les 
conditions  initiales,  la  courbe  hodographe  correspon- 
dante est  aussi  une  conique.  La  loi  de  force  donnée  par 
la  formule  (1 3)  donne  pour  trajectoires  des  coniques, 
il  s'ensuit  que  si,  d'une  manière  générale,  nous  dési- 
gnons par  a  l'angle  de  la  tangente  à  une  conique  avec 
une  droite  fixe,  on  aura  pour  le  rayon  de  courbure  de 
la  conique  exprimé  en  fonction  de  a 

K 

P  = i- 

(  A  cos«a  -4-  2B  sina  cosa  -+-  C  sin'a)* 

Il  est  facile  d'interpréter  les  constantes  A,  B  et  C.  On 
remarque  que  si  B  =  o,  A  =  C,  la  courbe  est  un  cercle  ; 
donc  ces  constantes  sont,  à  un  coefficient  constant  près 


(•)  Bertrand,  Comptes  rendus,  t.  LXXXIV. 
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qui  est  le  même,  les  coefficienis  de  la  forme  quadra- 
tique d'une  conique  dont  Téquation  générale  est  mise 
sous  la  forme  habituelle. 

4.  Une  dernière  remarque   intéressante  est  la  sui- 
vante : 

H  résulte  par  analogie  de  la  formule  (5), 
la  formule 
d'où,  en  ayant  égard  h  (i  i), 


DifTérentions  ces  formules  et  multiplions  la  première 
par  9y  nous  aurons 

OÙ,  en  ayant  égard  à  la  formule 
V  dv  =  F  dr, 

qui  est  la  difTérentielle  des  forces  vives,  nous  aurons 
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finalement 


On  obtient  ainsi  la  formule  de  Binet  et  une  nouvelle 
formule  d'un  intérêt  facile  à  comprendre  ('). 

SOLUTION  DE  L4  QUESTION  DE  MÉGANIQUE  RATIONNELLE 
PROPOSEE  EN  1902  AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION  DES 
SCIENCES  MATHÉMATIQUES; 

Par  un  Anonyme. 


I.  Un  corps  homogène  pesant  de  rév^olution  est  sus- 
pendu par  un  point  O  de  son  axe  :  étudier  son  mouv^e- 
ment,  sachant  que  l*axe  est  assujetti  par  une  liaison 
sans  frottement  à  rester  dans  un  plan  P  passant  par  la 
verticale  du  point  O  et  tournant  autour  de  cette  verti- 
cale avec  une  vitesse  angulaire  constante  îù.  Dans 
quelles  conditions  le  mouvement  relatif  du  corps  par 
rapport  au  plan  P  se  réduit-il  à  une  rotation  perma- 
nente autour  de  son  axe? 

I.  Soient  Oxi,  Oj^i,  0«i,  trois  axes  rectangulaires 
fixes  passant  par  O,  O^i  étant  dirigé  suivant  la  verti- 
cale ascendante. 

Soient  Ox,  Oj-,  Oz  trois  axes  rectangulaires  inva- 


(  '  )  SuGHAR,  Sur  un  exemple  de  transformation  corrélative  en 
Mécanique  {Comptes  rendus,  27  octobre  190a). 
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riablemeni  liés  au  corps  et  orientés  comme  les  précé- 
dents, Oz  étant  l'axe  de  révolution  du  corps.  Ox^  Oy, 
Oz  sont  trois  axes  principaux  d'inertie  pour  le  corps, 
relativement  au  point  O,  et  si  A,  B,  C  sont  les  moments 
d'inertie  correspondants,  on  a 

A  =  B. 

La  position  du  corps  dans  Tespace  est  complètement 
définie  par  la  connaissance  des  angles  d'Euler  <{/,  <p,  6 
comptés  comme  d'habitude^  01  étant  ^intersection  des 
plans  Oxjr  et  Oj^i^i,  on  a 

i]/  =  Oa:,,01,         <p  =  OI,  Oa?,         6  =  0zi,0^. 

Ici  d'ailleurs,  le  plan  z^Oz  tournant  autour  de  Oz 
avec  la  vitesse  angulaire  constante  co,  on  a,  en  appelant  t 
le  temps,  et  désignant  par  ^q  une  constante, 

il  en  résulte  que  si  />,  y,  r  sont  les  composantes  de  la 
rotation  instantanée  du  corps  suivant  Ox,  Oy^  Oz  on  a, 
d'après  les  formules  connues, 

y?  =  a>  sm  0  sm  cp  -+-  ces  ^  -7-  > 

q  =  (i>  sin  0  cos  çp  —  sin  çp  -r-  j 

r  =  (0  cos  6  -h  -^  . 
ai 

Puisque  l'on  demande  d'étudier  le  mouvement  du 
corps,  sans  parler  des  réactions  qui  s'exercent  sur  lui^ 
puisqu'en  outre,  les  liaisons  auxquelles  il  est  soumis 
sont  sans  frottement,  la  voie  la  plus  rapide  consiste 
manifestement  à  se  servir  des  équations  de  Lagrange. 

Si  T  est  la  demi-force  vive  du  corps,  on  a,  comme 
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Ton  saîi, 

2T  =  A(/>«-hy«)+Gr« 

=  A  ^w«  sin»  e  H-  ^\  H-  G  (<o  cos6  -+-  ^  V. 

Il  y  a  d'ailleurs  une  fonclion  des  forces  —  M^/cos9, 
en  désignant  par  M  la  masse  du  corps,  par  g  rintensilé 
de  la  pesanteur,  et  par  /  la  distance  OG  du  })oiiit  de 
suspension  O  au  centre  de  gravité  G,  distance  comptée 
dans  le  sens  Oz. 

Cela  étant,  on  a  immédiatement,  par  les  équations 
de  Lagrange 

r  =  ci>  cos  0  -+-  -jï  =  ro, 
at 

OÙ  7*0  est  une  constante  arbitraire^  puis  : 

A  -^-r-  —  Aa)*sin6  cos 6  -h  (Gwro  — M^/)sin6  =  o; 

il  faut  d'ailleurs  bien  observer  qu'il  .n*y  a  pas  lieu 
d'appliquer  le  théorème  des  forces  vives,  puisque  les 
liaisons  ne  sont  pas  indépendantes  du  temps. 

L'équation  précédente  s'intègre  immédiatement  une 
fois,  et  donne 

^('jj)  -H  Aa>«cos*e  —  2(Ga)ro— M^/)cose  —  AA  =o, 

h  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Les  inconnues  du  problème  sont  donc  déterminées 
finalement  par  les  deux  quadratures 


dt  = 


/ 


A  +  ,  Ç^îL^JL^L^  cos  e  -  u.' cos' 6 


-j3.  =  Tq  —  wcosB. 
dt 

On  pourrait  exprimer  0  et  (p  en  fonction  elliptique 


Digitized  by 


Google 


(77) 
du  temps;  mais  c^esl  inutile  pour  se  rendre  compte  de 
la  variation  de  ces  angles.  L'étude  de  cette  variation 
est  d'ailleurs  immédiate,  suivant  IWdre  de  grandeur 
des  racines  du  trinôme  en  cosQ  qui  figure  sous  le  radical, 
relativement  aux  quantités  —  i  et  +  i.  II  ne  semble 
donc  pas  utile  d'insister  davantage  sur  ce  point. 

Le  mouvement  relatif  du  corps  par  rapport  au  plan  P 
se  réduit  à  une  rotation  permanente  autour  de  son  axe, 

I  «  w  V  ••Il  • 

iorsqu  on  a  constamment  ^  =  o,  ainsi  qu  on  le  voit 
immédiatement.  L'angle  8  doit  donc  conserver  une 
valeur  constante  O09  ^t  puisque  -7—  =  o,  on  doit  avoir , 

soit 

sinOo  =  o, 
soit 

Ato'cos6o=  CuiTo — M^/, 


si  toutefois  c'est  possible. 

La  valeur  de  h  en  résulte,  puisque  ^  =  o. 

L'expression  de  ^  est  constante,  et  par  suite  (f  varie 

proportionnellement  au  temps. 

Dans  l'un  comme  dans  Tautre  cas,  tout  se  passe 
comme  si  la  liaison  n'existait  pas  entre  Taxe  du  corps 
et  le  plan  P. 

n.  Un  disque  circulaire  homogène,  infiniment 
mince,  de  masse  M  et  de  rayon  R,  se  meut,  assujetti 
à  rester  dans  un  plan  ou  sont  tracés  deux  axes  rec- 
tangulaires fixes  Ox,  Oj-.  A  un  certain  moment,  le 
centre  du  disque  est  en  O;  la  vitesse  v  de  ce  centre  est 
dirigée  suii^ant  Ox,  et  la  vitesse  angulaire  de  rota^ 
lion  du  disque  autour  de  son  centre  est  o).  Au  même 
instant,  on  rend  immobile,  par  une  liaison  sansjrotte- 
ment,  un  point  A  du  disque,  défini  par  ses  coordon- 
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nées  polaires  OA  =  p,  xOK  =  a.  Déterminer  la  per^ 
cussion  que  subit  le  disque,  le  nouvel  état  des  vitesses 
des  points  du  disque  après  la  percussion,  et  la  varia- 
tion de  force  vis^e  qui  se  produit. 

II.  Le  point  A  ëtant  fixé,  le  disque  ne  peut  plus  que 
tourner  autour  de  ce  point,  avec  une  vitesse  de  rota- 
tion (1)',  inimédialement  après  la  percussion.  Cette  per- 
cussion est  d'ailleurs  appliquée  en  A,  et  ses  composantes 
suivant  Ox  et  Oy  sont  X  et  Y. 

La  rotation  tù'  autour  de  A  peut  être  transportée  au 
point  O  avec  adjonction  d'une  translation  qui  a  pour 
projections  sur  Ox  et  Oy  les  quantités  (o'psina  et 
—  (o'pcosa. 

Les  théorèmes  généraux  donnent,  par  suite,  immé- 
diatement les  relations 

M(a>'p  sina  —  p)  s  X, 
M(— co'pcosa)    =  Y, 

(o)' —  to)  =  p(Ycosa  —  X  sina), 

le  moment  d'inertie  du  disque  par  rapport  à  son  centre 
étant •  On  en  tire 


0)'=^ 


R« 

O)  -h  pp  1 


R»         ,        ' 

hp» 

R» 

—  (wpsina  —  p)—  pp*cos*a 

X=      M-? , 


Y=— M 


/R«  .      \ 

I  —  u)  -H  pp  sina  \  p  ( 

Ri  \ 

hp» 
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La  perte  de  force  vive  subie  par  le  disque  est  évi- 
demment : 

M(«;«  — a>'»p«)H-  ^(a)«— 0)'») 

—  ((i>*p* —  2wpp  sina-|-i>')-+-  p*p*cos*a 
=  Mi? ^^ 

hp« 

Le  théorème  de  Carnot  aurait  d'ailleurs  donné  pour 
cette  perte  de  force  vive  l'expression 

M[(f  —  <o'p  sina)*-l-  ii)'»p'  cos'ajn (co  —  <o')*, 

et  en  égalant  cette  expression  au  premier  membre  de 
Téquation  précédente,  on  retrouve  la  valeur  de  (ordonnée 
ci-dessus. 


BIBLIOGRAPHIE. 


I  CoMPLEMEifTi  Di  Geometria  elementàre^  par  M.  le 
professeur  C.  Alasia.  —  i  vol.  in-i6  de  xv-d43  pages 
avec  117  Bgures.  Milan,  U.  Hœpli,  igoS  (n**  326  des 
Âtanuali), 

Le  Ministre  de  l'Instruction  publique  en  Italie,  M.  le  pro- 
fesseur N.  Nasi,  a  modifié  presque  complètement  les  pro- 
grammes d'enseignement  pour  les  mettre  plus  convenablement 
en  relation  les  uns  avec  les  autres  et  avec  ceux  des  cours 
universitaires.  Dans  cette  belle  réforme,  proposée  à  M.  le 
Ministre  par  l'Association  des  Professeurs  de  Mathématiques, 
les  Instituts  techniques  aussi  sont  compris  et  plus  particu- 
lièrement les  deux  dernières  années  du  cours  :  aux  anciens 
programmes  on  a  ajouté  une  nouvelle  partie  comprise  sous  la 
dénomination  générale  de  Compléments  de  Géométrie, 

Dès  lors,  la  publication  de  nouveaux  livres  de  texte  s'impo- 
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sait;  les  auteurs  devaient  s'inspirer  des  idées  modernes  pour 
mettre  en  juste  relation  les  anciens  cours  et  les  nouveaux  et 
en  particulier  les  Compléments  des  deux  dernières  années  de 
cours  avec  les  cours  universitaires.  Le  Volume  de  M.  le  pro- 
fesseur Alasia  est  rédigé  d'après  ces  idées  et  il  enrichit  la 
collection  de  Manuels  de  l'éditeur  U.  Hœpli,  l'une  des  plus 
belles  en  Italie.  Il  est  bien  à  sa  place  à  côté  des  autres  Volumes 
publiés  par  M.  Âlasia,  savoir  :  La  Geometria  del  triangoloy 
qui  a  été  l'objet  des  éloges  les  plus  mérités;  ses  beaux  Ouvrages 
sur  le  Calcolo  grafico,  les  Esercizi  ed  Applicazioni  di  Cal- 
colo  intégrale  e  infinitésimale  y  les  Elementi  délia  Teoria 
délie  eguazioni,  etc.;  ses  nombreux  Mémoires  sur  toutes  les 
branches  de  la  Science  ;  sa  Poligeometrognomiay  où,  sous  ce 
nom  un  peu  compliqué,  créé  par  lui,  on  trouve  la  plus  grande 
érudition  et  une  très  belle  exposition,  comme  Ta  écrit  l'émi- 
nent  professeur  George  Bruce  Halsted,  Président  de  l'Associa- 
tion mathématique  américaine,  dans  la  Biographie  de  M.  C. 
Alasia  que  ce  savant  a  insérée  dans  le  Volume  IX  de  V Ame- 
rican mathematical  Monthly, 

L'Auteur  expose  d'abord  (Ghap.  I),  de  la  théorie  des  vec- 
teurs, ce  qui  est  nécessaire  pour  en  montrer  aux  élèves  les 
principes  et  en  faire  apercevoir  la  grande  richesse  d'applica- 
tions. Il  passe  ensuite  (Ghap.  II  et  III)  aux  généralités  sur  les 
polyèdres  et  la  mesure  des  polygones  et  polyèdres;  mais,  et 
avec  raison,  il  n'est  pas  resté  dans  les  limites  que  presque  tous 
les  Traités  s'imposent  et  a  voulu  mettre  sous  les  yeux  des 
élèves,  après  les  théorèmes  de  Varignon,  les  théorèmes  de  la 
puissance  des  polygones,  en  particulier  des  triangles  et  des 
polyèdres.  Dans  les  Chapitres  IV  et  V,  il  étudie  respective- 
ment la  symétrie  et  les  mouvements  des  figures  avec  une 
grande  simplicité  d'exposition.  Le  Ghapitre  VI  contient  la 
théorie  élémentaire  de  l'homothétie  et  le  Ghapitre  VII  celle  de 
la  similitude,  avec  deux  des  plus  importants  théorèmes  sur  les 
points  antihomologues.  L'une  des  partielles  plus  intéressantes 
du  Livre  est  l'étude  des  maxima  et  minima  en  Géométrie 
(Ghap.  VIII).  L'Auteur  porte  doucement  l'élève  à  étudier  cette 
question  si  utile,  ordinairement  négligée  en  Géométrie  parce 
qu'elle  est  exposée  dans  les  traités  d'Algèbre;  il  ne  laisse  pas 
échapper  l'occasion  de  mettre  sous  les  yeux  des  lecteurs 
quelques-uns  des  points  très  intéressants  de  la  Nouvelle  Géo- 
métrie du  triangle  qu'il  cultive  passionnément  et  dont  il  a 
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publié  un  très  savant  Essai  de  Terminologie  bibliogra" 
phique;  il  détermine  le  point  du  plan  d*un  triangle  dont  la 
somme  des  carrés  des  distances  à  ses  trois  côtés  est  minima 
(point  de  Lemoine);  le  point  du  plan  d'un  triangle  dont  la 
somme  des  carrés  des  distances  à  ses  trois  sommets  est  mi- 
nima, etc.  Daus  le  Chapitre  IX  M.  Alasia  expose  la  théorie 
des  transversales;  on  y  trouve  de  belles  démonstrations  du 
théorème  dit  de  Stewart,  du  théorème  d'Euler,  des  applica- 
tions très  intéressantes  du  théorème  de  Pascal,  de  Ménélaûs, 
de  Geva,  et  la  détermination  de  certains  points  remarquables 
du  plan  du  triangle;  la  division  harmonique,  le  rapport  anhar- 
monique,  les  figures  homologiques  et  homographiques,  etc. 
Dans  le  Chapitre  X  se  trouvent  la  puissance  d'un  point  par 
rapport  à  un  cercle  et  la  théorie  de  Taxe  radical.  Dans  le  Cha- 
pitre XI  est  exposée  la  théorie  élémentaire  de  Tinvolution  dans 
le  plan.  Ce  Chapitre,  très  important,  est  le  résumé  d'un  essai 
très  bien  fait  d'exposition  élémentaire  de  Pinvolution  dans  le 
plan  que  M.  Alasia  a  déjà  publié  et  qui  est  ^rès  apprécié.  Le 
Chapitre  XII  traite  du  Pôle  et  de  la  Polaire  dans  le  plan  et 
dans  Tespace,  donne  la  démonstration  du  théorème  de  Sal- 
mon,  etc.  Le  Chapitre  XIII  contient  les  points  importants  de 
la  transformation  dite  meers^on^  présentés  simplement,  comme 
il  convient,  quand  on  s'adresse  à  des  élèves.  Le  Chapitre  XIV 
et  dernier  contient  la  théorie  géométrique  des  sections  co- 
niques. L'Auteur  se  sert  exclusivement  des  notions  géomé- 
triques pour  démontrer  les  théorèmes;  il  évite  la  notion  de 
coordonnée,  car  cette  notion  ne  se  trouve  pas  dans  les  pro- 
grammes des  Instituts.  Après  les  notions  générales  et  communes 
à  toutes  ces  sections,  il  expose  progressivement  les  propriétés 
caractéristiques  et  les  constructions  des  courbes,  celles  de  leurs 
tangentes,  normales,  etc.  Mais  il  a  raison  d'introduire  la  notion 
de  coordonnée  pour  déduire  avec  simplicité  l'équation  de  cha- 
cune des  courbes. 

Nous  sommes  persuadés  que  ce  Traité,  très  bien  écrit,  très 
concis  et  très  précis,  indispensable  aux  élèves  comme  Livre  de 
texte,  sera  accueilli  par  MM.  les  Professeurs  avec  toute  la 
faveur  qu'il  mérite.  Ernest  Lebon. 

Leçons  de  M écaivique  élémentaire  à  Tusage  des  élèves 
des  classes  de  première;  par  MM.  P.  Appell,  membre 
Ann.  de*Matké/nat.,  4*  série,  t.  III.  (  Février  1903.)  6 
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de  rinstitut,  et  /.  Chappuis,  professeur  à  l'École  cen- 
trale. —  I  vol.  in-i6  de  viii-176  pages  avec  76  figures. 
Paris,  Gauthîer-Vîliars,  jpoS. 

Dans  la  série  des  nouveaux  programmes  scientifiques  de 
TEnseignement  secondaire,  celui  de  Mécanique  détonne.  Tandis 
que  la  tendance  générale  de  la  réforme  est  de  rendre  rensei- 
gnement plus  concret,  plus  accessible,  plus  pratique;  le  pro- 
gramme de  Mécanique  au  contraire,  malgré  les  apparences,  est 
éminemment  théorique.  Ce  n'est  pas  un  programme  d'ensei- 
gnement secondaire,  c'est  un  programme  d'enseignement  supé- 
rieur qui  impose  une  méthode,  à  coup  sûr  fort  élégante  et 
rapide,  mais  peu  propre  à  familiariser  les  jeunes  esprits  avec 
la  vraie  mécanique,  celle  qu'on  applique  ailleurs  qu'aux 
examens. 

C'est  sur  ce  programme  que  MM.  Âppell  et  Ghappuis  ont 
essayé  d'écrire  un  Livre  qui  soit  dans  Vesprit  du  jour.  Faire, 
dans  le  cadre  d'un  programme  théorique,  un  enseignement 
pratique  n'est  pas  chose  facile!  Je  n'ose  pas  encore  dire  que 
les  Auteurs  y  ont  pleinement  réussi,  puisqu'ils  n'ont  rempli 
que  la  moitié  de  leur  tâche,  et  la  plus  facile,  mais,  en  tout 
cas,  cette  première  Partie,  fort  remarquable,  prouve  une  fois 
de  plus  que  les  programmes  ne  valent  que  par  ceux  qui  les 
appliquent. 

L'Ouvrage  est  en  deux  parties  :  la  Théorie  géométrique  des 
vecteurs  et  la  Cinématique. 

La  partie  géométrique  relative  aux  vecteurs  a  été  exposée 
uniquement  par  des  méthodes  élémentaires  fort  claires  et 
simples. 

En  Cinématique  la  partie />Ax5i^ae  a  surtout  été  développée 
et,  il  faut  bien  le  noter,  l'usage  très  restreint  que  l'on  y  fait 
de  la  théorie  des  vecteurs  ne  semble  pas,  malgré  tout,  justifier 
sa  dislocation  de  la  Statique,  au  risque  d'empêcher  à  tout 
jamais  l'élève  de  savoir  de  la  vraie  Statique,  Mais,  je  le  répète, 
les  Auteurs  n'ont  fait  là  que  suivre  le  programme  et  il  faut 
admirer  le  parti  qu'ils  en  ont  tiré  en  insistant  sur  le  côté  pra- 
tique, sur  la  notion  de  temps,  sur  la  réalisation  effective  des 
mouvements  élémentaires  par  glissières,  arbres,  coussinets, 
pivots,  crapaudines,  etc. 

MM.  Appell  et  Ghappuis  ont  donc  fait  là  une  belle  œuvre, 
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car  non  seulement  ils  ont  écrit  un  bon  Livre,  mais  ils  ont 
montré,  avec  Tautorité  qui  s'attache  à  leurs  noms,  la  voie  à 
suivre  et  cela  en  dépit  des  programmes  officiels.        G.  B. 


CERTIFICATS  DB  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  INTÉGRAL. 


Paris. 
Épreuve  écrite.  —  I.  Intégrer  l'équation  différentielle 

x*—r^  —  2T-r-  —  4  y  =  X  sin  J-  -f-  (a  h-  bx^)  cosar, 

a  et  h  étant  des  constantes  données. 

Quelle  relation  doit-il  y  avoir  entre  a  et  b  pour  que  l'in- 
tégrale générale  soit  une  fonction  uniforme  de  x?  Montrer 
que,  dans  ce  cas,  on  peut  obtenir  l'expression  de  cette  inté- 
grale sous  forme  entièrement  explicite,  sans  aucun  signe 
de  quadrature. 

II.  Étant  donnés  trois  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires O  r,  Oy^  O^,  soient  M  un  point  d'une  surface  (  S  ),  N  la 
projection  de  M  sur  le  plan  xOy,  P  et  Q^  les  points  de 
rencontre  du  plan  tangent  en  M  à  la  surface  (S)  avec  les 
axes  Ox  et  Oy  respectivement.  On  demande  de  trouver 
l'équation  générale  des  surfaces  (S)  telles  que  l'on  ait 

OP  _  MN 
oq"    a  ' 

a  étant  une  longueur  donnée. 

Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  ces  surfaces. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale  double 

étendue  à  la  région  du  plan  définie  par  les  inégalités 

(Octobre  1901.) 
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Marseille. 

Épreuve  écrite.  —  I.  On  joint  un  point  mobile  M  à  deux 
points  fixes  Ai  et  A^,  et  l'on  suppose  que  les  directions  Ai  M 
et  K^VL  fassent  avec  une  direction  donnée  Ox  des  angles  ^i 
et  «ps  liés  entre  eux  par  la  relation  à  coefficients  constants 

^,<p,-4-A^,(p,=  C. 

On  demande  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes 
que  peut  décrire  le  point  M  quand  le  paramètre  C  varie. 
Étudier  les  ca^ particuliers  oà  l'on  a 

X:, -l-A:j  =  o        ou        ki — X:i  =  o. 

II.  On  trace  un  axe  quelconque  Oy  perpendiculaire 
à  Oxy  et  l'on  figure  les  points 

z^x->ryyf^\,        a,  =  a,-+- p,  \/^,         a,  =  a, -+- pi /^^, 

dont  les  deux  derniers  sont  fixes.  On  demande  de  mettre 
l'expression  à  coefficients  constants 

u  =  ki  log  (-«  —  a, )  +  A:,  log  (*  —  a»), 

sous  la  forme  X-hY/ — i,  oà  X  et  Y  sont  des  fonctions 
réelles  de  x  et  de  y. 
Expliquer  comment  les  équations 

X  =  X,        Y  =  K, 

OÙ  x  et  II  sont  des  paramètres  arbitraires,  sont  en  relations 
avec  le  problème  de  Géométrie  qui  fait  l'objet  de  la  pre- 
mière question. 

Solution. 

La  relation 

^,^,-h  A:i^t=  C, 

est  équivalente  à  la  relation 

kl  arc  tang  -^""P'  +  k^  arc  tang  «^  "~  "*  s=  G. 
a?  —  «1  X  —  as 
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La  différentiation  élimine  G.  Échangeant  ensuite 

dy  dx 

dx  dy 

on  a  réqualion  différentielle  des  trajectoires  orthogonales. 
L'intégration  facile  donne 

PÎ«  p*«  =  G'. 

Pour  kl —  Art=  o,  on  a 

p,p,=  C'        (ovales). 
Pour  X-i  -t-  A-j  =  o,  on  a 

^  =  G'        (cercles). 

Pi 

Quant  à  la  fonction  «  =  X  -h  Y  /—  i,  on  a 

X  =  p  j.  p*«, 

Y  =  A^i<pi-hX:i<p,. 

ËpasuYE  PBATIQUE.  —  Une  hyperbole  équilatère,  dont  le 
centre  est  le  point  O,  tourne  autour  d'une  de  ses  asymp^ 
totes  Os. 

Soit  S  la  surface  de  révolution  qu'elle  engendre. 

Soit  P  le  plan  mené  au  point  O  perpendiculairement 
àOz. 

I*  On  propose  d'effectuer  la  cubature  du  solide  compris 
entre  la  surface  S,  le  plan  P  et  un  cylindre  ayant  pour 
section  droite  une  courbe  G,  donnée  dans  le  plan  P. 

On  ramènera  le  problème  au  calcul  d'une  intégrale 
simple. 

2'  Si  la  courbe  G  est  une  courbe  entourant  une  fois  le 
point  O,  ce  solide  a  des  points  à  distance  infinie;  démontrer 
que  son  volume  est  fini. 

3*  Appliquer  le  résultat  qui  précède  au  cas  où  G  est  une 
ellipse  ayant  un  foyer  au  point  0. 

Solution. 
étant  réquation  polaire  de  Tellipse,  et 


1  —  c  cos  b> 

zx  =  a* 
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étant  réquation  de  Thyperbole,  on  a 


V  = 


(Juillet  1901.) 


Épreuve  ÉcaiTB.  —   i®  Montrer  que,  si  yx  et  y^  satisfont 
aux  équations  différentielles 

dy. 


le  rapport 

u  = 


u  =  ^ 


dépend  d'une  équation  dite  de  Riggati,  c'est-à-dire  d*une 
équation  de  la  forme 

-T-  -H  A  -h  B  a  H-  G  w*  =  o. 
dx 

Les  coefficients  an,  au,  asi,  an  sont  des  fonctions  données 
de  x^  et  A,  B,  G  sont  des  fonctions  à  calculer. 

Démontrer  que,  réciproquement,  on  peut  faire  corres- 
pondre à  l'équation  en  u  un  système  en  y^  et  y^  formé 
d'une  infinité  de  manières  différentes. 

2*  Intégrer  le  système  d'équations  différentielles 

dyt  I 

dyt  I  a 

au  moyen  de  la  substitution  yx  =  xz\^  ^j=s*,;  former  et 
intégrer  l'équation  en  u=  —  • 

Épreuve  écrite.  —  Déterminer  les  diverses  valeurs  de  la 
fonction  de  variable  imaginaire 


/i  — 2« 
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Développer  cette  fonction  en  série  de  Maclaurin, 
Cette  série  de  Maclaurin  peut^elle  être  intégrée  ? 
Quelle  fonction  usuelle  représente  la  série  intégrée  ? 

(Novembre  1901.) 


GBRTIFIGAT  DE  MBG4NIQIIB  APPLIQUÉE. 


Touloase. 

Épreuve  ÉcaiTS.  —  I.  Un  plan  tr'  se  meut  sur  un  plan  ic  de 
manière  qu'une  droite  d  fixe  dans  le  plan  n'  passe  con- 
stamment par  un  point  fixe  P  de  iz  et  qu'un  point  P'  fixe 
sur  d  décrive  une  droite  fixe  d  de  ir. 

Trouver  les  équations  de  la  base  et  de  la  roulette  de  ce 
mouvement,  construire  ces  courbes  et  indiquer  les  branches 
de  ces  courbes  qui  servent  à  engendrer  le  mouvement  con- 
tinu de  ic'  sur  it. 

II.  0^,  OA  et  OB  sont  trois  tiges  pouvant  librement 
tourner  dans  le  plan  de  la  figure  autour  du  point  fixe  O. 


En  A  sont  articulées  deux  tiges  égales  APi,  APj  dont  les 
extrémités  P|  et  Pj  peuvent  librement  glisser  sur  O  z»  En  B 
on  a  deux  tiges  analogues  BQi,  BQs  : 

i*  Établir  la  relation  F(a,  P)  =  o  qui  exprime  que  l'un 
des  points  P  et  l'un  des  points  Q  décrivent  des  figures 
inverses  par  rapport  à  0  ; 
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2*  Établir  la  relation  analogue  pour  que  la  transfor- 
mation soit  une  homothétie; 

3°  En  conclure  que  l'appareil  réalise  simultanément 
deux  inversions  et  deux  homothéties.  Retrouçer  ces  résul- 
tats par  un  raisonnement  géométrique; 

4**  Réaliser  la  liaison  F(a,  P)  =  o  entre  les  trois  tiges  0«, 
OA,  OB  au  moyen  de  tiges  articulées  ; 

5"  Trouver  les  cas  dans  lesquels  celte  liaison  se  réalise 
simplement  en  reliant  invariablement  les  deux  tiges  OA 
et  OB.  Relation  entre  a,  6,  a',  b'.  Inversions  et  homothéties 
réalisées  dans  ce  cas, 

NoT\.  — 


On 

posera 

0A  = 

«, 

KF,=  a\ 

0B  = 

*, 

BQi  =  6'î 

a« 

—  a'*=u 

et 

2X  =  K 

uv 

b^ 

—  b'*  =  v 

et 

2{X=H 

V 

K  et  H  désignant  respectivement  la  puissance  d'inversion  et 
le  rapport  d' homothétie. 

Épreuve  pratique.  —   Une  poutre  articulée  ABGD  com- 
posée de  triangles  rectangles  est  placée  horizontalement , 


Le  sommet  A  est  fixe  et  le  somm,et  B  est  relié  par  une  tige 
articulée  inclinée  à  45**  à  un  point  fixe  O. 
\    La  partie  supérieure  CB  supporte    une   charge   totale 
de  lôoo"^»  répartie  uniformément. 
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Construire  le  diagramme  des  tensions  en  négligeant  le 
poids  des  barres.  Distinguer  les  barres  tendues  et  les  barres 
comprimées. 

Échelle  des  forces  i*^  par  ioo^«.  (Juillet  1901.) 


SOLUTIONS  DB  QIIESTIOKS  PROPOSEES. 


1916. 

(1901,  p.  S36.) 

Le  sommet  A  d'un  triangle  ABC  et  le  pied  H  de  la  hau- 
teur issue  de  A  sont  fixes.  Les  autres  sommets  B  et  C  sont 
tels  que  BH    -4-  GH    =  consl. 

I**  Le  centre  du  cercle  circonscrit  et  le  centre  du  cercle 
des  neuf  points  du  triangle  ABC  parcourent  chacun  une 
parabole; 

2^  L'axe  radical  de  ces  deux  cercles  enveloppe  une  co- 
nique. (  Barisibn.  ) 

SOLUTION 

Par  M.  E.  Luoaro. 

Prenons  pour  axe  des  rr,  BG  et  pour  axe  des^  AH. 
Soient  o,  a;  6,  o;  c,  o  les  coordonnées  respectives  des 
trois  points  A,  B,  G.  On  a 

6*  -+-  c*  =  const.  =  a  A:'. 


Le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABG,  dont  les 

»    se  dép 
a^—k* 


A        ±            .           b-hc              a*-hbc  ,.   , 

coordonnées  sont  x= >   jr  = ^ >    se  déplace  sur 


une  parabole  dont  Téquation  est  x^  =  ajr  — 

Le  centre  du  cercle  de  neuf  points  ayant  pour  coordonnées 

6  -4-  c                   a*—  bc 
x  =  — - — ,         jr=  — , 

se  déplace  sur  une  partie  de  la  parabole  dont  l'équation  est 

a  a«-h^* 
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Les  équations  des  deux  cercles  considérés  sont  respective- 
ment 

a(a?«-f-^»)  —  a(6  -t-c)a?  —  {a*-^  bc)y  -h  abc  =  o, 
2a(a7*-f-^') -— a(6 -4- c)a?  —  (a« — bc)y  =  o, 

Leur  axe  radical,  dont  Téquation  est 

a(b  ■+-  c)j?-i-  (a» -h  36c )^—  ^abc  =  o, 

enveloppe  une  partie  de  la  courbe  conique  dont  Téquation  est 
(i)     2a*a«-4ût*X:*('«— -laCôA:»— a«)o  — 3(3A:«  — ««)  =  o 

en  tangentielles,  ou 

(i)    a«a7«-+-6(3A:«  — a«)>^«— 4«(6A:«— a*)7  4-8a*A:«=o, 

en  coordonnées  de  points. 

L'un  des  axes  de  symétrie  de  cette  conique  est  Taxe  des  y^ 
l'autre  la  droite  d'équation 

_  a(6Â:«— g») 
^-  3(3A:«— a»)' 

/         3aA:«    \  /      2    \ 

Les  sommets  ont  les  points   (o»t71 '%)   ^^   (^»  q^j»  ^* 

dernier  n'appartient  pas  à  l'enveloppe. 

Dans  le  cas  de  3^*>a*,  l'équation  (i)  représente  une  ellipse 
et  l'enveloppe  est  constituée  par  la  portion  de  celle-ci  com- 
prise entre  les  droites 

Si  Ton  a  3  A:*  <  a*,  l'équation  (i)  représente  une  hyperbole  et 
l'enveloppe  est  constituée  par  la  partie  de  celle-ci  se  trouvant 
dans  celle  des  deux  régions  limitées  par  les  droites  susdites, 

qui  ne  renferme  pas  le  point  |  o,  -  a  j .  Finalement,  si  3  A:*  =  a^, 

l'équation  (i)  représente  une  parabole,  et  l'enveloppe  est  con- 
stituée par  la  portion  de  celle-ci  comprise  entre  la  droite  de 
l'infini  et  la  droite  y  =  a. 

Autres  solutions  par  MM.  Couvert,  Frizag  et  Lez. 
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1919. 

(  IMS,  p.  44.  ) 

Le  produit  du  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  co- 
nique par  le  cube  de  la  distance  du  centre  à  la  tangente 
correspondante  est  constant  pour  tous  les  points  de  la  co- 
nique. 

Corollaire.  —  Les  centres  de  courbure  répondant  aux 
points  de  déviation  maxima  d'une  ellipse  sont  les  projections 
du  centre  sur  les  normales  en  ces  points, 

(M.  d'Ocagne.) 

SOLUTION 
Par  M.   S.   CHA88I0TI8. 

Soit  réquation 

(i)  Aarï-hCj^*— i  =  o, 

de  la  conique  ;  différentions-la  par  rapport  à  x  deux  fois  suc- 
cessivement, nous  aurons 

(a)  Aa7-hG/y=o, 

(3)  A+Cy«-+.G^7'=o; 

en  éliminant^'  entre  les  équations  (2)  et  (3),  on  a 


qui  s'écrit  à  cause  de  (i), 

A 


(4)  7V  = 


Soient  Rie  rayon  de  courbure  en  un  point;  d  la  distance  de 
la  tangente  à  la  conique  à  son  centre;  formons,  R<3?*;  nous 
aurons 

(5)  Rrf8  =  _(ZZlfZl)! 
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OU 

d'où 


,  Aa7«        Aa:«-i-Cv*  I 


«'^=- CÎJÎ7  =- i -ir  =-^ Â^  ="•""'- 

OD  a  donc  bien  en  tous  les  points  de  la  conique 

(6)  Rrf>  =  ^-^=a^6^ 

en  désignant  par  a  et  par  b  les  demi-axes  de  la  conique. 

G.  Q.  p.  D. 

Pour  démontrer  le  corollaire,  faisons  dans  l'égalité  (6) 
R  =  c?,  on  a  alors 

(7)  R  =  ±/^; 

et  Ton  reconnaît  là  les  rayons  de  courbure  des  points  de 
déviation  maximum,  ainsi  que  Ta  démontré  M.  M.  d'Ocagne 
{Nouv.  Ann.,  i886,  p.  877). 

La  propriété  signalée  dans  cette  question  n'appartient  pas 
aux  coniques  seulement. 

Proposons-nous  en  effet  de  : 

Trouver  toutes  Us  courbes  planes  telles  que  le  rayon  de 
courbure  R  et  la  distance  d  de  l'origine  des  coordonnées 
à  la  tangente  en  un  point  M  de  la  courbe  soient  liés  par 
la  relation 

R  rf»  =  -y  =  const. 
4 

La  solution  de  ce  problème  est  très  simple  en  coordonnées 
tangentielles  polaires.  Soit 

arcosa-h  ^sina — />(«)  =  o, 

une  tangente  à  la  courbe,  on  a 

R=/,^-y,         d^p{oL\ 
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d'où  réquatîon  du  problème 

qui  s'intégre  facilement  et  l'intégrale  est  de  la  forme 
pt=s  a  cosa  -+-  b  s'ina  ■+-  c. 

Antres  solutions  par  MM.  Barisien  et  Frizac. 
1931. 

(1901.  p.  188.) 

Lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  à  un  triangle  et 
tangentes  à  une  conique  fixe.  (Alpha.) 

1933. 

(1901,  p.  336.) 

Lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  à  deux  droites 
et  passant  par  un  point  fixe.  (Alpha.) 

SOLUTIONS 

Par  M.  R.  Gilbert. 

Une  transformation  tangentielle  de  seconde  classe  fait  cor- 
respondre à  un  point,  M,  une  conique,  fx,  inscrite  au  triangle 
fondamental  OAB.  On  peut,  par  un  choiit  des  coordonnées, 
écrire  l'équation  tangentielle  de  cette  conique 

avw  -+-  bwu  -4-  CUV  =  o, 

a,  6,  c  désignant  les  coordonnées  du  point  M  rapporté  au 
triangle  ABC? 

Cela  étant  : 

!•  Considérons  une  droite  fiise,  D,  («oi  t^o»  w^o)»  Son  pôle,  M', 
par  rapport  à  fi.  est 

X   =  ^Wo-f-C^o, 

y  =  cwo  -H  «Wo» 
;;  ï=  av^  -h  bu^. 
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Ces  équations  montrent  que  M'  correspond  à  |i  dans  une 
transformation  quadratique  tangentielle. 

En  particulier,  si  D  est  la  droite  de  Tinfini,  M'  est  le  centre 
de  (JL.  D'après  cela  on  obtient  facilement  les  résultats  sui- 
vants : 

Si  {JL  est  tangente  à  une  droite  fîxe,  M'  décrit  une  droite. 

Si  \k  passe  par  un  point  fixe,  M'  décrit  une  conique. 

Si  fJi  est  tangente  à  une  conique  fixe,  M'  décrit  une  courbe 
de  quatrième  classe  à  trois  tangentes  doubles.  Si  la  conique 
donnée  est  tangente  à  deux  c6tés  du  triangle  OAB,  M'  décrit 
une  conique,  etc. 

2"  Considérons  deux  points  fixes  P,  Q,  sur  le  côté  AB;  leur 
équation  tangentielle  est 

(i)  a  M*  -I-  9.  3  uv  -+■  Y  r*  =  o, 

Les  coordonnées  du  point  de  rencontre  M'  des  tangentes 
menées  de  P,  Q  à  la  conique  a  sont  données  par  l'identifica- 
tion de  l'équation  (i)  avec  la  suivante 

(af -+-  bu){ux  -^  vy)  —  c«wi'  =  o, 

ce  qui  donne 

6  .r  -h  a  y  —  cz        (^  ^  __  ^y 

Ces  équations  montrent  que  M'  correspond  à  M  dans  une 
transformation  ponctuelle  quadratique  dont  les  pôles  sont  O, 

En  particulier,  supposons  que  P  et  Q  soient  les  points 
cycliques;  la  conique  jjl  est  une  parahole  de  foyer  M*.  On 
obtient  facilement  d'après  cela  les  résultats  suivants  : 

Si  M  décrit  une  droite,  les  paraboles  {jl sont  tangentes  à  trois 
droites  fixes.  M'  décrit  un  cercle. 

Si  M  décrit  une  conique  G,  tangente  à  OA,  OB,  les  para- 
boles fji  sont  tangentes  à  une  conique  F,  tangente  à  OA,  OB, 
et  M'  décrit  une  courbe  du  quatrième  ordre,  C,  ayant  trois 
points  doubles  en  O,  P,  Q. 

En  particulier,  si  G  est  une  parabole,  Y  se  réduit  à  un  point 
(outre  le  point  0)  et  G'  a  un  rebroussement  en  O. 

Si  M  décrit  une  parabole  G  quelconque,  les  paraboles  {jl  sont 
tangentes  à  une  courbe  de  troisième  classe,  F  tangente  à  OA, 
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OB  et  tangente  double  à  la  droite  de  l'iafini;  le  poiat  M' 
décrit  uDe  courbe  du  quatrième  ordre  ayant  deux  points 
doubles  en  P,  Q  et  un  rebroussement  en  A. 

Les  résultats  obtenus  ci-dessus  se  modifient  facilement 
lorsque  les  deux  côtés  Oâ,  OB  viennent  à  se  confondre.  La 
conique  fi  est  alors  tangente  à  une  droite  fixe  en  un  point 
fixe.  On  trouve  par  exemple  que  le  lieu  des  foyers  d'une  para- 
bole tangente  à  une  conique  en  un  point  fixe  et  en  un  point 
variable  est  une  podaire  de  parabole,  etc. 

Autres  solutions  :  Question  1931  par  M.  Frizag;  question  1933 
par  MM.  Audibert,  Barisien,  Couvert,  Frizag. 


QUESTIONS. 


1962.  Soient 

Ax^-h  Bjr^-i-  Cz^-i~  iVyz  -^iGzx  -h  il^xy  =  i, 
aar*  -h  by^  -\-  cz^  -^  '^fy^  -\-2g'zx  -h  ihxy  =  i 

les  équations  de  deux  quadriques  rapportées  à  un  système 
quelconque  d'axes  rectangulaires  passant  par  leur  centre  com- 
mun; on  demande  de  démontrer  les  propositions  suivantes  : 

i**  Les  conditions  qui  expriment  que  ces  deux  quadriques 
ont  les  mêmes  axes  de  figure  sont 


U   =(H^)-h(B/)-H(Fc)  =  o, 
(i)  \  V   =(Ga)-4-(FA)-+-(G^)-o, 


V   =(Ga) 
(  W  =  (AA)-H(H6)-+-(G/)  =  o, 


où  Ton  a  posé 

H^-G/i  =  (H^),         B/-Ffe  =  (B/),         .... 

2"  La  condition  qui  exprime  que  le  plan  ayant  pour  équa- 
tion 

Ix  4-  my  -h  nz  =  o 

coupe  les  deux   quadriques  données  suivant  deux  coniques 
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ayant  les  mêmes  axes  de  figure  est 

(/!+  ;n«+  n«)  {/U  -+-  /nV-+-  TiW) 

l  m  n 

/A  +  /nH-t-7iG    /H-MnB-h/iF  /G-t-mF-h/iC 

/a  -h  mA  -h  n<f       Ih-^-mb  -h  n/  Ig  ^-  m/ h-  ne 

Si  les  axes  sont  obliques  et  font  entre  eux  des  angles  X,  |ji 
et  V,  les  conditions  (i)  prennent  la  forme 

(H^)  sin«X  -4-  (B/)  sin* fx  -4-  (Fc)  sin«v 
-h(Bc)(cos|icosv  —  cosX) 
-f-  [(F^)-i-(Hc)](cosv  cosX  —  cosjji) 
-h  [(H/)-h(B^)]  (cosX  cos|jL— cosv)  =  o, 

(Ga)sin»X-h(FA)sin«fA-4-(C^)sin*v 

-+-  [(F^)  -h(CA)]  (cos|JL  cosv  —  cosX) 

-i-(Ga)  (cosvcosX  —  cos{jl) 

-\-  [(GA)-4-(Fa)]  (cosX  cosjjL  —  cosv)  =  0, 

(A  h)  sin«  X  -h  (H  6)  sin»  \l  -t-  (G/)  sin«v 

+  [(H/)-h(G6)](C0S|JLC0SV  — cosX) 

-t- [(GA)-i-(A/)](cosv  cosX  —cosfx) 

-4-(A6)  (cosX  cosfi— cos  v)  =  o. 
(  Gbntt.) 

1963.  Rectifier  la  courbe  représentée  par 

(G.  Fleuri.) 

1%4.  Rectifier  la  courbe  déterminée  par  l'intersection  de 

a7*-+-y'-4->«*=  r*        et  de        -ï  — it=i- 

(G.  Fleuhi.) 

1965.  Rectifier  la  courbe  représentée  par 

(arï-f-^*)*— A:«a*6ïrF«7î[(a»— 6»;  H- (a:«— ^'ï)]  =  o. 

(E.  Renavd.) 
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'.U'^unc  des  années  précédentes  se  vend 7  fr. 


H\\.Laisan[  el  Lemoine  ont  eu  l'idée  de  nnettrccn  rapport  scientifique  les 

«  ti' mdticiens,  au    moyen  d'un  organe  international  dont  le  titre,  l'Inter- 

i.AïuK  DES  MATHÉMATICIENS,  indiquc  Iç  but.  Ce  recueil  nnensuel  n'admet 

. .itifs  articles  que   des   questions   posées  par  les  mathématiciens  à  leurs 

-:tjes.  soit  pour  en  indiquer  l'intérêt  général,  soit  pour  les  besoins  de 

>rcclierches  personnelles,  et  les  réponses  à  cesquestions.  La  Mathématique 

•  -I  vaste  maintenant  que   nul   n'en   connaît  complètement  même  une  des 

r  I.  lie-  et  qu'une  question  de  détail  peut  arrêter  longtemps  un  savant  de 

•lier  ordre,  si    ce   détail  sort  du   cadre  de  ses  études  ordinaires,  tandis 

lie  ne  serait  qu'un  jeu  pour  un  autre. 

1.0  publicationrépond  évidemment  à  un   besoin,  car,  dès  que  les  rédac- 

r- >e  sont  occupés  d'obtenir  dans  leurs  relations  les  questions  qui  forme- 

'il  les  premiers  numéros,  et  de  les  communiquer  autour  d'eux,  pour  avoir 

*','Mej  re/JOrtje.î  dès  l'origine,  ils  ont  trouvé  un  accueil  qui  a  dépassé  leurs 

!  "rinces  les  plus  optimistes;  la  liste  des  correspondants  efrectifs  du  journal, 

■  'It'ja   longue,  comprend    les   noms    de    membres    de   l'Institut    et  d'un 

'1  nombre  de  géomètres  connus,  mêlés  à  beaucoup  d'autres  moins  en  vue, 

^r  le  but  et   l'essence  même  de   V Intermédiaire  des  mathématiciens  csi 

r:  utile  à  tous  ceux  qui  cultivent  la  Mathématique.  L'idée  était  si  nou- 

''-  qu'!  les  rédacteurs  de  {'Intermédiaire  n'ont   dû  viser  que   des  débuts 

*>  tii.Klcstcs.  puisque  le  prix  annuel   de  l'abonnement  n'est  que  de  7  francs 

•"■  Hi.ri5,  8  fr.  5o    pour  la   province  et  les  pays    de  l'Union    postale. 

>  peut  adresser   les  questions  et  communications  soit  à  iM.   Kd.   INIaillet, 

•le  de  Fontenay,  à  Bourg-la- Reine,  soit  à  M.  Grévy,  fJ2,  rue  Saint-Placide, 
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LIBRAIRIE    GAUTHIER. VILLARS, 

QUAI    DES  GR\NDS-AUGl:STl^S,    55.    A   PARIS   (6*). 


MËRAT,  Professeur  à  la  Pacul  lé  des  Sciences  de  Dijon.  —  Leçons  nouvelles 
sur  l'Analyse  infinitésimale  et  ses  applications  géométriques,  i  o  " 
f  rrti,'^  honore  d'une  soiis'cnption  du  Ministère  de  l*  Instruction  publique. 
4  volumes  grand  in-8,  se  vendant  séparéinenl  : 

r*  Partie  :  Principes  généraux  ;  1 894 ,      j  3  fi . 

Il'  Partie  :  Etude  monographique  des  principales  fonctions  d'nn<: 
seule  variable  ;  1 895 i  i  fr . 

IIP  Partie  :  Questions analytiqites  classiques;  1897 0  fr. 

lY"  Partie  :  Jpplications géométriques  classiques;  1898 7  Ir. 


33007  Paris.-  Imprimerie  GAL'TIliKR-vlLLARS,  quai  des  Grandâ-AugasUns,  55. 
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NOUVELLES  ANNALES  DE  MATHÉMATIQUES. 


N   '2.  SUPPLEMENT.  Février  1903. 


CHRONIQUE. 

Du  Rapport  dn  Conseil  de  llJniTersité  de  Paris  à  M.  le  Ministre 
lie  rinstruclion  publique  et  des  Beaux-Arts  nous  extrayons  les  rensei- 
iinements  qui  suivent. 

/.  —  Professeurs  et  Enseignement. 

M.  ÀNDOtER,  chargé  d'un  cours  complémentaire  d'Astronomie  mathé- 
matique, a  été  nommé  Professeur  adjoint  en  1902. 

M.  Foi-SSBBEAC,  Secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  est  remplacé 
par  M.  Guillet. 

La  bibliothèque  de  l'Université  (Faculté  des  Sciences  et  Faculté  des 
K«^tires)  a  reçu  72687  lecteurs  auxquels  elle  a  communiqué  239882  vo- 
lumes, chiffre  presque  identique  à  celui  de  1900- 1901. 

n  a  été  conféré  par  la  F'aculté  des  Sciences  2  diplômes  de  doctorat; 
l'État  a  accordé  24  bourses  pour  cette  Faculté. 

//.  —  Etudiants  et  Examens, 

Faculté  des  Sciences.  —  Le  nombre  des  étudiants  inscrits  à  la  Faculté 
a  atteint  i363,  au  lieu  de  ï36o  en  1 900-1901. 

Ce  chiffre  comprend  178  étrangers  et  étrangères.  Il  comprend  égale- 
ment 57  dames,  dont  21  françaises  et  36  étrangères,  ces  dernières  en 
grande  majorité  russes  ou  roumaines. 

La  Faculté  a  délivré  39  diplômes  de  docteur  es  sciences  :  7  pour  les 
«ciences  mathématiques,  7  pour  les  sciences  physiques  et  25  pour  les 
sciences  naturelles.  Elle  a  délivré  en  outre  2  diplômes  de  doctorat  de 
l'Université. 

En  1889,  29  docteurs  es  sciences  avaient  été  reçus;  l'augmentation 
e-^i  donc  considérable  depuis  12  ans. 

Les  5o  étudiants  se  préparant  au  concours  d'agrégation  se  sont 
nfpariis  de  la  manière  suivante  :  23  pour  les  sciences  mathématiques, 
17  pour  les  sciences  physiques  et  10  pour  les  sciences  naturelles;  i3  de 
ces  étudiants  ont  été  déclarés  admissibles  et  6  ont  été  admis. 

Les  étudiants  postulant  les  certificats  d'études  supérieure*  de 
sciences  se  sont  inscrits  au  nombre  de  7^3  ;  ils  ont  pris  T282  inscriptions 
'H  subi  1043  examens.  Ces  chiffres  sont  en  progression  constamment 
ascendante;  73.4  examens  avaient  été  subis  en  1897-1898.  On  sait  que  le 
nombre  de  ces  cei-tificats  a  été  augmenté  ;  il  a  été  récemment  porté  à  20 
par  la  création  d'un  certificat  d'Histologie. 

N.  A,  —  Suppl.  a 
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Les  certificats  de  sciences  mathématiques  ont  donné  lieu  à  i34  admis- 
sions pour  '264  e\amens;  ceux  de  sciences  physiques  à  207  admissions 
pour  4o()  examens;  ceux  de  sciences  naturelles  à  188  admissions  pour 
370  examens.  Au  total,  la  proportion  des  admis  est  voisine  de  5o  pour  100. 

On  doit  remarquer  que  89  étudiants  de  la  Faculté  de  Médecine  et 
!5|  de  l'Ecole  de  Pharmacie  ont  postulé  des  certificats  d'études  supc  - 
Heures  de  sciences. 

Ces  indications  montrent  l'intérêt  que  les  étudiants  attachent  aux 
certificats  d'études  supérieures  de  sciences.  Ceuv-ci  n'intéressent  plus 
seulement,  comme  autrefois,  les  étudiants  désireux  de  sç  consacrer  à 
l'enseignement;  ils  sont  recherchés  par  des  personnes  qui  se  destinent 
aux  carrières  les  plus  diverses.  Le  cercle  d'action  de  l'Université  se 
trouve  par  là  étendu. 

Kn  [901-1909.,  345  étudiants  ont  postulé  le  certificat  d^études  P.  C.X. 
et  ont  pris  i'282  inscriptions;  ces  chiffres  sont  presque  identiques  à  ceux 
de  1 900-1901. 

Les  étudiants  ont  été  admis  au  nombre  de  106  dans  le  Laboratoire 
de  Chimie  appliquée;  loi  ont  été  autorisés  à  subir  l'examen  de  sortie; 
'xo  certificats  ont  été  délivrés. 

Le  nombre  des  candidats  aux  divers  baccalauréats  a  atteint  177^; 
8'Aï  ont  été  aclmis;  le  chiffre  des  candidats  est  en  augmentation  de 
74  unités.  Les  admissions  au  baccalauréat  classique  (lettres-mathéma- 
tiques), au  baccalauréat  moderne  (lettres-sciences)  et  au  baccalauréat 
moderne  (lettres-mathématiques)  ont  atteint  respectivement  la  propor- 
tion de  39  pour  100,  78  pour  100  et  44  pour  100. 

///.  —  Actes  du  Conseil  de  VUni\^ersité, 

M.  Gréard,  admis  à  la  retraite  sur  sa  demande,  est  remplacé  dans 
ses  fonctions  de  vice-recteur  par  M.  Liard. 

A  la  Faculté  des  Sciences,  un  emploi  de  Chef  de  travaux  pratiques 
de  Mécanique,  deux  emplois  de  préparateurs  d'Histologie  et  de  Chimie 
appliquée,  ainsi  qu'un  emploi  de  garçon  d'Histologie  sont  créés. 

Une  place  étant  devenue  vacante  dans  le  Comité  de  direction  de 
l'Observatoire  de  Nice  par  le  décès  de  M.  Cornu,  le  Conseil  de  l'Uni- 
versité a,  dans  sa  séance  du  ?.i  juillet,  élu  M.  Picard,  membre  de  l'In- 
stitut, professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  pour  l'occuper. 

M.  Hadamard,  professeur  adjoint  à  la  F'aculté  des  Sciences,  qui  avait 
été  désigné  pour  représenter  l'Université  de  Paris  aux  fêtes  données  à 
New-Haven  (Gonnecticut),  du  20  au  '^.3  octobre  1901,  en  commémora- 
tion du  deuxième  centenaire  de  VUniversité  de  Yale,  a  adressé,  sur  sa 
participation  à  cette  cérémonie,  un  rapport  contenant  des  renseigne- 
ments précieux.  Avec  des  indications  intéressantes  sur  le  fonctionnement 
des  Universités  américaines,  M.  Hadamard  a  fait  connaître  les  côtés  par 
lesquels  notre  organisation  universitaire  n'offre  pas  aux  étudiants  amé- 
ricains qui  viennent  en  F'rance  certains  avantages  auxquels  les  institu- 
tions américaines  les  ont  habitués.  F*our  donner  satisfaction  aux  deside- 
rata du  public  scolaire  étranger,  le  Conseil  a  décidé  :  1°  de  publier,  dès 
le  mois  d'avril  de  chaque  année,  le  programme  des  Cours  professés  à 
Paris;   -2"  d'augmenter  les  facilités  d'accès  à  ses  bibliothèques;  3"*  de 
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renseigner  plus  exactement  les  étudiants  étrangers  sur  le  doctoral 
d'Université  de  Paris,  dont  la  valeur  est  souvent  méconnue:  4"  d'ouvrir 
dans  les  diverses  Facultés  ou  Écoles  des  bureaux  de  renseignements  où 
les  étrangers  pourront  trouver  les  indications  nécessaires  à  l'organisa- 
tion de  leurs  études. 

M.  Picard,  professeur  à  Faculté  des  Sciences,  a  représenté  l'Univer- 
sité de  Paris  aux  fêtes  données  à  Christiana  en  Thonneur  du  centenaire 
de  l'illustre  mathématicien  ^icolas-Henri  Abel. 


Université  de  Paris  (Faculté  des  Sciences). 

(AN.NKK   SCOLAIRB    1903-1903,    SECOND    SRMESTRIi.  | 

Analyse  supérieure  et  Algèbre  supérieure,  ~  M.  Emile  Picard, 
professeur,  traitera  de  l'intégration  des  équations  différentielles  au 
point  de  vije  de  la  physique  mathématique  et  étudiera  diverses  questions 
relatives  à  la  théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables. 

Calcul  différentiel  et  Calcul  intêgraL  —  ÎV!.  Goursat,  professeur, 
traitera  des  équations  différentielles. 

Mécanique  rationnelle.  --  M.  Paul  Appell,  professeur,  exposera  les 
lois  générales  du  mouvement  des  systèmes,  la  Mécanique  analytique  et 
rH\  drodynamique. 

Astronomie  physique.  —  M.  Wolp,  professeur,  développera  Ten- 
•«emble  des  matières  comprises  dans  le  programme  du  certificat  d'études 
.supérieures  d'Astronomie. 

Physique  mathématique  et  Calcul  des  probabilités.  —  M.  Bous- 
sixESQ,  professeur,  exposera  la   théorie  des  phénomènes  ondulatoires. 

Mécanique  physique  et  expérimentale.  —  M.  G.  Koenigs,  profes- 
seur. Théorie  de  l'élasticité  et  résistance  des  matériaux.  Les  travaux 
pratiques  auront  lieu,  dans  le  laboratoire,  sous  la  direction  de  M.  lo 
professeur  Kœnigs. 

Cours  annexes. 

Eléments  d* Analyse  et  de  Mécanique.  —  M.  L.  Hakfy,  professeur 
adjoint,  chargé  du  cours,  traitera  des  équations  différentielles  et  de 
leurs  applications  à  la  Mécanique  et  à  la  Physique. 

Chimie  physique.  —  M.  Jean  Peurin,  chargé  du  cours,  exposera 
rÊlectrochimie,  puis  les  solutions  colloïdales.  Il  exposera  les  applica- 
tions de  la  règle  des  phases. 

Conférences  et  Travaux  pratiques. 

Sciences  mathématiques.  —  M.  Kaffy,  professeur  adjoint,  fera  des 
conférences  sur  le  Calcul  différentiel  et  le  Calcul  intégral,  en  vue  du 
certificat  correspondant;  M.  Hadamaud,  profos>eur  adjoint,  fera  do 
conférences  sur  le  Calcul  différentiel  et  le  Calcul  intégral.  Il  fera,  h: 
jeudi,  des  conférences  préparatoires  au  certificat  d'analyse  supérieure. 
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—    VIII    — 

Il  fera  une  conférence  aux  candidats  a  Fagrégalion  des  Sciences  mathé- 
matiques, les  jeudis;  M.  P.  PuiSEUX,  professeur  adjoint,  fera  des  con- 
férences sur  la  Mécanique  et  l'Astronomie,  exercices  et  développements 
sur  le  programme  du  certificat  de  iMécanique  rationnelle  (Dynamique 
des  systèmes).  Développements  sur  divers  points  du  programme  du 
certificat  d'Astronomie.  —  Détermination  des  longitudes  terrestres.  — 
Lihration  de  la  Lune.  —  Construction  des  cartes  lunaires;  M.  Andoter, 
professeur  adjoint,  fera  des  conférences  aux  candidats  à  l'agrégation 
des  Sciences  mathématiques.  Il  fera  des  conférences  aux  candidats  au 
certificat  d'Astronomie  sur  la  théorie  des  éclipses;  M.  Blutel,  chargé 
«le  conférences,  fera  une  conférence  aux  candidats  de  l'agrégation  dos 
Sciences  mathématiques,  le  jeudi;  jNI.  Servant,  chef  des  travaux  pra- 
tiques de  Mécanique  physique,  fera,  les  mardis,  des  conférences  et 
dirigera  les  travaux  pratiques  sur  les  indications  du  professeur. 


Sir  Géorgie -Gabriel  Stokes,  Téminent  mathématicien,  est  mort  le 
i*'''  février  dans  sa  84*  année.  Né  en  Irlande,  il  fit  ses  études  à  Cam- 
l)ridge  d'où  il  sortit  premier  en  184 1  et  où  il  devint  professeur  Lucasien 
«le  Mathématiques  en  1849.  Il  était  membre  agrégé  du  Pcmbroke  Col- 
lège; il  dut  démissionner  pour  son  mariage,  mais  il  fut  réélu  d'après 
le  règlement  de  1869  et  devint  plus  tard  Président  de  cet  établissement. 
Il  fut  Secrétaire  de  la  Société  royale  de  i854  à  i885  et  en  fut  Président 
de  i885à  1890;  Président  de  l'Association  britannique  en  1869;  membre 
du  Parlement,  où  il  représenta  l'Université  de  Cambridge  de  1887 
à  1892.  Il  fut  cré  baronnet  en  1889  et  était  chevalier  de  l'ordre  prus- 
sien «  Pour  le  Mérite  ».  Les  contributions  de  Sir  George  Stokes  aux 
Mathématiques  et  à  la  Physique  mathématique  lui  ont  assuré  dans  le 
monde  un  rang  très  élevé  parmi  les  hommes  de  Science. 
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Liste  des   Correspondants  des^  NOUVELLES  ANKâLIS 
dans  les  villes  où  siègent  les  Facnltés  des  Sciences. 

Besançon  :  M.  X,  Stouff.  —  Bordeaux  ;  M.  X.  — -  Caen  :  M.  A.  de  Saikt- 
Germain.  —  Clernionl-Ferrand  :  M.  C.Guichard.  —  Dijon  :  M.  Dupx)RT. 
—  Grenoble  :  M.  J.  Collet.  —  Lille  :  M.  Boulanger.  —  Lyon  :  M.L» 
AuT0N^iJ2.  —  Marseille:  M.  Sauvage.  — Montpellier  :  M.  E.Fabrv. 

•  —  Nancy  ;  M.  II.  Vogt.  — Paris  :  M.  Raffy.  —  Poitiers  :  M.  Mail- 
lard.— Bennes  :  M.  Le  Roux.  —  Toulouse  :  M.  Cosserat. 


Le  prix  de  Tabonnement  à  la  Bibliothèque  mathématique  des 
trai^ailleurs  est  de  12^'  pour  un  ah  el  6^''  pour  si?t  mois. 

Les  abonnés  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  pourront 
bénéficier  d'une  réduction  de  5o  pour  100,  c'est-à-dire  que,  pour 
eux,  rabonnemenl  annuel  ne  sera  que  de  six  francs. 

Pour  profiter  de  cette  réduction,  on  doit  s'adresser  diréclemenl 
à  M.  le  D*"  lIuLMANn,  Directeur  de  la  Bibliothèque  mathématique 
des  travailleurs,  4,  rue  de  la  Cure,  Paris-Auteuil. 


LIBRAIRIE   GAUTHIER-VILLARS, 

OUAI   DES  GRAND9-AUCUSTINS,    55,    A    PARIS    (6*). 


LAGRANGE.  —  Œuvres  complètes  de  Lagrange,  publiées  par  les  soins 
de  f.-A,  Serret  et  G.  Darboux,  Membres  de  l'Institut,  sous  les  auspices 
du  Ministre  de  l'Instruction  puhuque.  In-4,  avec  un  beau  portrait  do 
Lagrange,  gravé  sur  cuivre  par  Ach.  Martinet. 

La  r*  Série  comprend  tous  les  Mémoires  imprimés  dans  les  Recueih 
des  Académies  de  Turin,  de  Berlin  et  de  Paris  y  aiftsi  que  les  Pièces 
diverses  publiées  séparément.  Cette  série  forme  7  volumes  (Tomes  1  à  VU  ; 
1867-1877),  qui  se  vendent  séparément 3o  fr. 

La  IP  Série  se  compose  de  7  volumes,  qui  renferment  les  Ouvrages 
didactiques,  la  Correspondance  et  les  Mémoires  inédits,  savoir: 

Tome  VUI  :  licsohuion  des  équations  numériques  ;  1879, .......      18  fr. 

Tome  IX  :  Théorie  des  fonctions  anal)  tiques;  1881 18  fr. 

Tome  X  ;  Leçons  sur  le  calcul  des  fonctions;  1884 18  fr. 

Tome  XI  :  Mécanique  analytique,  avec  Noies  de  J.  Bertrand  etG.  Dar- 
boux ( i'*'  Partie  :  Statique) ;  1888 20  fr . 

Tome  XII  ;  Mécanique  analytique ,  avec  Noies  do  J.  Bertrand  et  G. 
Darboux  (2"  Partie  :  Djiuimique)\  1S89 20  fr. 

Tome  XIII  :  Corresponchuice  inédite  de  La^^ran^e  et  d* Alenû>ert,  publiée 
d'après  les  manuscrils  aulographes  et  annoLoe  par  Ludovic  Lalanne. 
ln-4;   1882 i5fr. 

Tome  XIV  el  dernier  :  Correspondance  de  LagranL^e  avec  Condorcet, 
La  place,  Eu  1er  et  divers  savants,  publiée  et  annotée  par  Ludovic 
LvLANNE.  avec  deux  fac-si miles j  1892 ,    .15  fr. 
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NÉCROLOGIE . 


ERNEST   DUPORCQ, 


La  Rédaction  des  NouvellGS  Annales  semble  pour- 
sinvïe  par  une  véritable  fatalité,  Antoniari  succombait 
prémâitirément  Tannée  dernière,  Duporcrjj  son  élève, 
ifient  à  son  tour  de  nous  être  enlevé,  à  Tàgc  de  3o  ans 
environ,  atteint  par  une  maladie  dont  la  marche  a  été 
foudroyante  et  qui  Ta  emporté  le  i*""  avril  (♦), 

Véritablement  atterré  par  cette  stupéfiante  nouvelle, 
je  ne  me  sens  la  force  tjue  de  déplorer  un  tel  mal- 
heur, et  d'envoyer  a  la  famille  désolée  l*expressîon  de 
notre  profonde  a  fil  ic  lion.  Je  connaissais  Duporcq  depuis 
d'assez  longues  années;  je  Tavais  rencontré  comme  élève 
à  l'école  Mongej  et  j'avais  été  frappé  par  ses  aptitudes 
géométriques  exceptî  on nelles , 

Le  jeune  savant  avait  tenu  déjà  les  promesses  du 
candidat  à  l'Ecole  PoIytechniquCj  où  il  avait  été  admis 
en   1892.   C'est  sur   mes  instances  qu'il  était  devenu 


(T)  Nous  devons  fiirc  remarquer  que  k  ptésent  numéro,  portant 
rindicaiioa  de  tnars,  est  publié  avec  un  pt-u  de  ret^ird. 


Ann,  de  Mathëmat.,  4*  série,  i.  III.  (Mars  1903.) 
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rédacteur  de  ce  journal,  où  je  considérais  son  entrée 
comme  une  bonne  fortune.  Plus  encore  que  son  talent, 
s'il  est  possible,  j'appréciais  ses  qualités  de  cœur,  sa 
droiture  de  caractère.  Tout  semblait  lui  sourire  dans 
la  vie;  son  avenir  scientifique  s'annonçait  de  la  façon 
la  plus  brillante;  le  21  février,  il  avait  épousé  une 
jeune  fille  qui  reste  veuve  aujourd'hui  au  bout  de  cinq 
semaines  de  mariage  !  La  dernière  fois  que  j'ari  eu  le 
bonheur  de  lui  serrer  la  main,  il  me  parlait  de  cette 
union  prochaine,  de  ses  projets  d'avenir  avec  un  en- 
thousiasme raisonné  qui  était  l'une  des  marques  spé- 
ciales de  son  esprit. 

En  1900,  Duporcq,  Secrétaire  général  du  Congrès 
international  des  Mathématiciens,  à  Paris,  avait  montré 
à  cette  occasion  des  qualités  remarquables  d'organisa- 
teur. Personne  n'a  perdu  le  souvenir  de  son  zèle  et  de 
son  amabilité;  et  la  publication  du  Volume  contenant 
les  Comptes  rendus  de  ce  Congrès  fait  grand  honneur 
à  sa  mémoire. 

La  science  mathématique,  la  Géométrie  surtout,  font 
en  lui  une  perte  irréparable. 

Mais  on  ne  sait  qui  l'on  doit  plaindre  le  plus,  dans 
cet  écroulement  inattendu  et  si  cruel  de  tant  d'espé- 
rances. 

C.-A.  Laisant. 
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SUR  UN  PROBLÈME  RELATIF  AUX  SURFACES; 

Par  m.  R.  BRIGARD. 


1.  Soîciit  (S)  et  (S')  deux  surfaces  inverses  par  rap- 
port à  un  point  0.  On  sait  que  deux  points  7n  et  m', 
appartenant  rt'spcctiveinent  à  (S)  el  (S')  rt  se  corres- 
pondant dans  Tin  version,  satisfont  aux  conditions  sui- 
vantes, que  j'appellerai  conditions  [C]  : 

1°  La  droite  nun^  passe  par  le  point  O. 

2°  La  normale  à  (S)  en  m  el  la  normale  à  (S')  en  m' 
se  rencontrent. 

3°  Si  m  décrit  une  ligne  de  courbure  de  (S),  m' 
décrit  une  ligne  de  courbure  de  (S'). 

On  peut  se  demander  si  ces  propriétés  caractérisent 
deux  surfaces  inverses.  Nous  verrons  qu'il  n'en  est  pas 
ainsi,  en  cliercbant  à  résoudre  la  question  suivante  : 

Déterminer  de  la  manière  la  plus  générale  un  couple 
de  surfaces  (S)  e/  (S')  entre  lesquelles  on  puisse  établir 
une  correspondance  telle  que  deux  points  correspon- 
dants quelconques  m  et  m'  satisfassent  aux  condi- 
tions [C]  énoncées  plus  haut,  O  étant  un  point  conve- 
nablement choisi. 

J'indique  dès  maintenant  les  résultats  auxquels  mène 
l'élude  de  ce  problème. 

On  obtient  des  couples  de  surfaces  satisfaisant  aux 
conditions  [C]  dans  les  cinq  cas  suivants,  et  seulement 
dans  ces  cas  : 

L  (S)  et  (S')  5071^  confondues  en  un  même  cône  de 
sommet  O. 
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IL  Vune  des  surfaces  (S)  et  (S')  est  une  sphère  de 
centre  O,  Vautre  surface  est  quelconque. 

III.  (S)  et  (S')  sont  deux  surfaces  homo  thé  tiques 
par  rapport  au  point  O. 

IV.  (S)  ef  (S')  sont  deux  surfaces  inverses  par  rap^ 
port  au  point  O. 

V.  (S)  et  {S')  sont  engendrées  simultanément  de  la 
manière  suivante  :  on  se  donne  un  cône  (G)  quelconque 
de  sommet  O;  dans  Vun  des  plans  tangents  de  (G)  on 
trace  deux  courbes  arbitraires  K  et  K'.  Lorsque  ce 
plan  tangent  roule  sur  (G),  K  engendre  (S)  et  ¥J 
engendre  (S'). 

Tous  ces  systèmes  satisfont  bien  aux  conditions  [C]. 
Le  fait  est  évident  pour  les  systèmes  I,  II,  IIL  Pour  le 
système  IV,  il  résulte  des  propriétés  de  Tin  version  rap- 
pelées au  début.  Enfin,  pour  reconnaître  qu'il  en  est  de 
même  pour  le  système  V,  remarquons  que  les  sur- 
faces (S)  et  (S')  définies  de  la  manière  indiquée  sont 
des  surfaces-moulures  particulières.  D'après  les  pro- 
priétés connues  de  ces  surfaces,  les  lignes  de  courbure 
de  (S)  sont,  dans  un  système,  les  diverses  positions  de 
la  courbe  K,  et,  dans  l'autre  système,  les  lignes  sphé- 
riques  trajectoires  des  divers  points  de  K  dans  le  mou- 
vement de  cette  courbe.  De  cette  remarque  qui  s'ap- 
plique à  (S'),  mutatis  mutandis,  résulte  immédiatement 
que  les  conditions  [C]  sont  bien  satisfaites  par  les 
surfaces  du  système  V  (*). 

Voici  maintenant  par  quelle  analyse  on  peut  établir 
que  le  problème  proposé  n'admet  pas  de  solutions,  en 
dehors  des  précédentes. 

(  ')  On  peut  remarquer  que  le  cas  I  est  un  cas  particulier  du  cas  V. 
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%  Supposons  réalisé  un  couple  de  surfaces  (S)  et  (S') 
satisfaisant  aux   conditions    [C].    Soient   (P)   le  plan 
tangent  à  (S)  en  m,  (P)  le  plan  tangent  à  (S')  en  m'. 
Il  y  a  lieu  de  distinguer  trois  cas. 

1°  Les  plans  (P)  et  (P')  sont  constamment  confondus. 

Cela  exige  que  (P)  passe  par  le  point  m'  et  par  suite 
par  le  point  O.  (S)  est  donc  un  cône  de  sommet  O  et 
(S')  est  visiblement  confondue  avec  (S).  Nous  sommes 
ainsi  conduits  à  la  solution  I. 

2°  Les  plans  (P)  et  (P')  sont  constamment  parallèles. 

Les  surfaces  (S)  et  (S')  sont  homothétiques  par  rap- 
port au  point  O.  (Solution  II.) 

3"  Les  plans  (P)  et  (P')  sont  distincts  et  se  coupent 
suivant  une  droite  D  située  à  distance  finie. 

Cette  droite  D  ne  peut  passer  ni  par  le  point  m  ni  par 
le  point  m!.  Supposons,  en  effet,  qu'elle  passe  par  le 


premier  de  ces  points.  Alors  le  plan  (P')  passera  par  le 
point  O,  d^où  nous  conclurons  comme  tout  à  l'heure 
que  (S')  est  un  cône,  avec  lequel  (S)  est  nécessairement 
confondue.  Les  plans  (P)  et  (F)  coïncideront,  ce  qui 
est  en  contradiction  avec  Thypothèse  actuelle. 
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Cela  posé,  menons  dans  le  plan  (P)  les  directions 
principales  relatives  à  la  surface  (S)  et  au  point  m. 
Opérons  de  même  dans  le  plan  (P'),  relativement  à  la 
surface  (S')  et  au  point  m!.  On  obtient  ainsi  quatre 
droites  qui,  d'après  la  troisième  des  conditions  [C],  se 
coupent  deux  à  deux  en  deux  points  pei  q^  situés  néces- 
sairement sur  D. 

[Si  pour  Pune  des  surfaces,  (S)  par  exemple,  les 
directions  principales  sont  indéterminées  en  chaque 
point,  tous  les  points  de  (S)  sont  des  ombilics,  et  cette 
surface  est,  comme  on  sait,  une  sphère.  On  obtient 
ainsi  la  solution  II.  Je  supposerai  dorénavant  ce  cas 
écarté.] 

3.  Il  faut  maintenant  encore  traiter  séparément  deux 
cas  qui  peuvent  se  présenter  : 

i**  Les  deux  points  p  et  q  sont  {en  général)  à  dis- 
tance finie. 

Décrivons  la  sphère  (S)  ayant  pour  diamètre  pq\  elle 

passe  par  les  points  m  et  ni\  puisque  les  angles  pmq 

et  pni'q  sont  droits.  Menons  la  normale  en  m  à  (S)  et 
la  normale  en  m!  k  (S').  Elles  se  coupent  en  un  point  jjl 
(deuxième  des  conditions  [G]),  [xw  et  [xw'  sont  deux 
tangentes  à  (S).  On  en  conclut  que  les  deux  points  ni 
et  m'  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  [^pq). 

Imaginons  maintenant  que  le  point  m  se  déplace  inG- 
ment  peu  sur  (S)  dans  une  direction  quelconque  et 
vienne  eu  m|.  Le  point  m'  viendra  en  ni\y  sur  la  sur- 
face (S').  Les  droites  mmi,  ni' ni\  se  coupent  sur  D; 

soit  a  leur  point  de  rencontre.  Les  angles  %mm'^  ani'tn 
sont  égaux  ^   désignons  par    Q   leur  valeur  commune. 
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Le  triangle  amm',  coupé  par  la  transversale  0/w,mp 


donne  la  relation 

m.|/n    m\  ol    Ont' 

doù 


mi»   m\m'  Om         ' 


m\m        Ont  miOL        Ont 


m\m'       Om'  m\fi       Om' 

en  négligeant  des  infiniment  petits  d  ordre  supérieur. 
Mais  on  a 

^  ^       d{Om)  ,     ,  d(Om') 

mtm=~^ — 5-i,  m\m'  = r— S 

cos6  '  cos6 

doù  l'on  tire 

d(Om)  __  Om 
d{Om')  ~       Om' 
ou 

Om'd{Om)  -+-  Om  d{Om')  =  o, 

et,  en  intégrani, 

Om,Om'=  const. 

Ainsi,  dans  Thypothèse  actuelle,  (S)  et  (S')  sont  des 
surfaces  inverses  par  rapport  au  point  O.  C'est  la  solu- 
tion IV. 

2°  L'un  fies  points  p  et  y,  le  point  q  par  exemple, 
est  constamment  rejeté  à  l'injini  sur  D. 

S'il  en  est  ainsi,  les  droites  my,  m'q  et  D  sont  paral- 
lèles, et  le  point  p  est  la  projection  commune  des 
points  m  et  m!  sur  D.  En  désignant  toujours  par  y.  le 
point  de  rencontre  des  normales  aux  deux  surfaces,  res- 
pectivement en  m  et  en  m',  les  quatre  points  m,  m',  p^  [x 
sont  dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  D. 

Soit  r^  la  ligne  de  courbure  de  (S)  qui  passe  en  m  et 
qui  est  tangente  à  mp.  Cette  courbe  est  la  directrice 
d'une  normalie  développable,  dont  le  plan  tangent  le 
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long  de  mjx  est  le  plan  (/?m|i,).  Mais  ce  plan  contient  le 
point  nJ  et  par  suite  le  point  O.  Il  est  donc  nécessaire 
que  la  normalie  développable  en  question  se  réduise  à 
un  plan  contenant  le  point  O  et  la  courbe  Yp  est  tracée 
dans  ce  plan.  Ainsi  la  ligne  de  courbuï^e  Tp  et,  natu- 
rellement, toutes  celles  du  même  système  sont  tracées 
dans  des  plans  qui  contiennent  le  point  O. 

Ces  divers  plans  enveloppent  un  cône  (G)  de  som- 
met O.  Considérons  maintenant  sur  (S)  la  seconde  ligne 
de  courbure  Tq  qui  passe  au  point  m  ,m^  etmO  sont 
deux  normales  à  cette  courbe.  Son  plan  normal  en  m  est 
par  suite  le  plan  (Of/i[x),  tangent  au  cône  (G).  On  voit 
donc  que  (G)  est  la  surface  polaire  de  F^,  et  naturel- 
lement de  toutes  les  lignes  de  courbure  du  même 
sjstème. 

Or  on  sait  qu'une  courbe  gaucbe  peut  être  considérée 
comme  la  trajectoire  d'un  point,  convenablement  choisi, 
appartenant  à  un  plan  qui  roule  sur  la  surface  polaire 
de  cette  courbe.  Les  courbes  Tq  sont  donc  les  trajectoires 
des  divers  points  de  l'une  des  courbes  F^,  quand  on  fait 
rouler  sur  le  cône  (G)  le  plan  qui  contient  cette 
courbe  (*). 

Tous  ces  raisonnements  peuvent  se  répéter  pour  la 
surface  (S'),  et  nous  sommes  ainsi  amenés  à  la  solution  V, 
par  laquelle  le  problème  est  définitivement  épuisé. 


(')  On  remarquera  que  le  résultat  obtenu  peut  s'énoncer  ainsi, 
sous  une  autre  forme  :  Si  les  lignes  de  courbure  d'une  sur/ace 
appartiennent,  dans  un  système,  à  des  sphères  concentriques, 
cette  sur/ace  est  engendrée  par  une  courbe  plane  de  grandeur 
invariable,  dont  le  plan  roule  sur  un  cône  d 'ailleurs  quelconque. 
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SDR  LE  THÉORÈME  DE  SGHffiLGHKR; 
Par  m.  a.  MANNHEIM. 


A  Marseille,  en  1 89 1 ,  le  colonel  Schœlcher  a  présenté, 
au  Congrès  de  l'Association  française  pour  l'avancement 
des  Sciences,  un  Mémoire  inlitulé  :  Tliéorie  générale 
des  hélices.  Ce  travail  ne  figure  au  Compte  rendu  du 
Congrès  que  par  une  très  courte  analyse;  malgré  cela, 
on  y  trouve  la  «  propriété  de  la  troisième  section  circu- 
laire du  tore  de  couper  tous  les  méridiens  suivant  un 
angle  constant  ». 

Cette  troisième  section  circulaire  du  tore  a  été  décou- 
verte en  1848  par  Yvon  Villarceau  (voir  Comptes  j'en- 
dus).  A  ma  connaissance,  depuis  celte  époque,  on  n'avait 
pas  remarqué  le  joli  tliéorème  de  Schœlcher  (*)  qu'on 
peut  énoncer  ainsi  : 

Sur  un  tore  les  cercles  de  Fillarceau  sont  des  loxo- 
dromies. 

Par  un  point  M  d'un  tore  passent  deux  cercles  de 
Villarceau,  symétriques  par  rapport  au  plan  méridien 
mené  par  M;  Taugle  de  ces  deux  cercles  est  alors  double 
de  Tangle  que  fait  Tun  deux  avec  le  cercle  méridien 
en  M,  par  suite  : 

U angle  compris  entre  les  deux  cercles  de  Fillar- 


(^)  A  la  page  161  du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques 
pour  1902,  OD  trouve  l'énoncé  de  ce  théorème  extrait  d'un  travail 
de  M.  Holzmaller  publié  dans  le  Zeitschrift  fur  Maihematik  und 
Physik,  mais  il  faut  remarquer  que  ce  travail  n'a  paru  qu'en  1899. 
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ceau,  qui  passent  par  un  point  M  d'un  tore,  est  toujours 
le  même,  quelle  que  soit  la  position  de  M. 

La  démonslralion  de  ce  tliéorènie,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, eniraine  celle  du  théorème  de  Schœlclier;  elle  est 
très  simple  comme  on  va  le  voir. 

La  sphère,  qui  contient  les  deux  cercles  de  Villarceau 
qui  passent  par  M,  est  doublement  tangente  au  tore; 
appelons  O  le  point  où  elle  coupe  Taxe  de  révolution  de 
cette  surface.  Prenons  O  comme  pôle  d'inversion  et 
choisissons  la  puissance  d'inversion  de  façon  que  le  tore 
se  transforme  en  lui-même.  La  sphère  a  pour  transfor- 
mée un  plan  doublement  tangent  au  tore,  et  les  deux 
cercles  de  Villarceau  qu'elle  contient  ont  pour  trans- 
formés les  cercles  résultant  de  l'intersection  du  tore  par 
ce  plan  tangent.  L'angle  de  ces  derniers  cercles  est 
constant,  quel  que  soit  le  plan  doublement  tangent  au 
tore,  il  en  est  alors  de  même  de  Tanglc  des  deux  cercles 
de  Villarceau  qui  passent  par  un  point  arbitraire  M. 

On  peut  aussi  énoncer  le  théorème  de  Schœlcher  en 
disant  : 

Les  cercles  d'intersection  d'un  tore  par  des  plans 
bitangents  coupent  sous  des  angles  égaux  les  lignes 
de  courbure  d'un  même  système  de  cette  surface. 

Sous  celte  forme,  le  théorème  de  Schœlcher  s'étend 
immédiatement  par  inversion  à  la  cydide  de  Dupin.  Je 
ne  m'arrête  pas  à  cette  extension,  n'ayant  en  vue  ici 
que  le  théorème  de  Schœlcher,  dont  je  vais  donner  main- 
tenant une  démonstration  directe. 

Faisons  une  projection  sur  un  plan  perpendiculaire 
à  l'axe  de  révolution  du  tore.  Soit  AMNB  une  ellipse 
projection  d'un  cercle  de  Villarceau.  La  projection  F  de 
l'axe  du  tore  est  un  foyer  de  celte  ellipse. 
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Sur  celle  courbe,  prenons  les  poiuls  arbilraires  M,  N, 

projeclious  des  poinls  M',  N',el  menons  les  langenlesMT, 

NT.  La  droîle  FT  élant  la  bisseclrice  de  Tangle  MFN, 

il  en  résulle  que  les  dislances  TP,  TQ  du  poiul  P  aux 


côlés  de  cet  angle  sont  égales.  Remarquons  toul  de  suile 
que  les  segments  de  l'espace  T'P',  T'Q',  parallèles  au 
plan  de  projection  et  qui  se  projettent  en  TP,  TQ,  sont 
parallèles  aux  tangentes  en  M',  N'  aux  cercles  qui  sont 
des  parallèles  du  tore. 

Les  tangentes  T'M',  T'N'  au  cercle  de  Vîllarceau  sont 
égales.  Les  segments  T'P',  T'Q' sont  égaux.  Par  suite, 
les  triangles  rectangles  de  l'espace  T'M'P',  T'N'Q'  sont 
égaux  et  leurs  angles  en  T'  sont  alors  égaux.  D'après  la 
remarque  qui  vient  d'être  faîte,  le  cercle  de  Villarceau 
coupe  donc  les  parallèles  du  tore  en  M'  et  N'  sous  des 
angles  égaux. 

Si  Ton  fait  varier  Tun  de  ces  poiuls,  l'autre  restant 
iixe,  on  voit  qu'au  point  variable  l'angle  du  cercle  de 
Villarceau  avec  le  parallèle  du  tore  est  toujours  de  même 
grandeur,  puisqu'il  est  constamment  égal  à  un  angle 
fixe.  Le  théorème  est  ainsi  démontré. 

J'espère  que  cette  courte  Note  appellera  rattentîon 
sur  le  très  intéressant  théorème  de  Scliœlclier. 
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[I5a] 
CORRESPONDANCE  (m)  ENTRE  LES  DEUX  DÉCOMPOSITIONS 
N  =  AxB   ET   N=i:P«-hQ«; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


§  I.  —  Décomposition  d'un  nombre  en  un  produit 

DE    DEUX    FACTEURS. 

1.  Soit 

N  =  a«6PcY..., 

les  facteurs  a,  &,  c,  ...  étant  premiers.  Le  nombre  des 
décompositions  de  M  en  un  produit  de  deux  facteurs 

est 

(a-+-i)(P-+-i)(Y-hi)...^ 

si  N  n'est  pas  carré  parfait-,  lorsque  N  est  un  carré,  le 
nombre  des  décompositions  est 

(g-4-T)(p-4-l)(Y-f-0...-l 
2 

ou 

(a-+-l)OH-i)(Y-f-0...-4-I^ 
a 

2.  Le  nombre  des  décompositions  de  N  en  un  pro- 
duit de  deux  facteurs  premiers  entre  eux  est  égal  au 
nombre  des  décompositions  de  abc...  en  uu  produit 
de  deux  facteurs,  soit 

en   appelant  h  le  nombre  des  facteurs  premiers  dis- 
tincts.   Les   facteurs  en  question   sont  d'ailleurs   les 
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termes  du  produit 

(iH- a«)  (IH- W)  (n- cY). . . , 
c'est-à-dire  les  termes  du  polynôme 

, -4- (a«-f.  6P H-. ..)  ^- (««Wh-.  ..)-+- («*^PcY -+-...)  H-. .. , 

chaque  facteur  s'associant  avec  un  autre  pour  donner  le 
produit  N.  On  suppose  N  différent  de  i  • 

3.  Soit  N  =  A  X  B,  A  et  B  ajant  A  pour  plus  grand 
commun  diviseur;  on  a 

N  =  A«a6, 

a  et  6  étant  premiers  entre  eux.  Les  décompositions 
de  N  en  un  produit  de  deux  facteurs  ayant  A  comme 
plus  grand  commun  diviseur,  correspondent  donc  aux 
décompositions  du  quotient  N  ;  A^  en  deux  facteurs 
premiers  entre  eux. 

4.  On  peut  classer  les  décompositions  de  N  en  un 
produit  de  deux  facteurs  d'après  le  plus  grand  commun 
diviseur  A  de  ces  facteurs  :  il  faudra  prendre  pour  A' 
tous  les  diviseurs  carrés  de  N.  Soit 

les  exposants  a,  ^,  ...  étant  impairs,  les  exposants  p, 
0-,  ...  étant  pairs;  soit  k  le  nombre  des  facteurs 
premiers  distincts.  Les  diviseurs  carrés  A^  sont  les 
termes  du  produit 

(  n-  a«  -H  a*  -H . . .  H-  a«-») 
X(i-+-6»-h6*-+-...-+-6?-') 

X 

X  (H-r*-+-  r*  -h...H-  rp-*-hrP) 
x(H-5*  -+-5*  -+-... -f-*^'-*  H- 5<») 
X 
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Dans  les  premiers  facteurs,  le  nombre  des  termes  est 

^ 9  2 >  •  •  •  ;  dans  les  derniers  facteurs,  en  comp- 

tant  à  part  le  dernier  terme,  le  nombre  des  termes  est 

-  +  I  î  — h  1  î  •  •  •  •  Si,  pour  former  un  diviseur  carré  A*, 

on  n'emploie,  comme  facteur,  aucun  des  termes  /P, 
5<',  . . . ,  où  Texposanl  est  celui  qui  entre  dans  N,  le  quo- 

N 
lient  —  a  des  facteurs  premiers  distincts  en  nombre  A, 

et  donne  des  décompositions  en  nombre  2*~';    pour 
chaque  facteur  /P,  5^,  ...  introduit  dans  A^,  le  nombre 

N 
des  facteurs  premiers  distincts  du  quotient -^  diminue 

d'une  unité,  et  le  nombre  des  décompositions,  au  lieu 

d'être  2*"*^,  est  seulement  alors  a*"^  X  -  X  -  X. .  • . 

2        a 

On  trouve  ainsi  que  le  nombre  total  des  décompositions 

de  N  est 

les  derniers  facteurs,  s'il  y  en  a  trois,  par  exemple,  ont 
pour  produit 


p   (J  -z 

2    2 


2'^2^22'^4-^2"^8' 

ce  qui  rend  compte  de  la  formule.  On  a  donc 

^^(a4-i)(P-n)...(p  +  i)((i-4-i)... 

2 

Toutefois,  si  le  nombre  N  est  un  carré,  quand  on 
prend  —  =  i,   le   calcul   précédent    donne    2*~*X-^ 

ou  -  comme  nombre  des  solutions,  au  lieu  de  i  qui  est 
le  nombre  exact;  le  nombre  total  des  décompositions  est 
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don«,  pour  ce  cas  exceptionnel, 

n  =  -^ 

On  retrouve  bien  le  résultat  indiqué  au  n**  1. 
§  II.  —  Décomposition  d'un  nombre  en  une  soaIme 

DE    DEUX    CÀRAÉS. 

5.  On  appelle  entiers  imaginaires  de  Gauss  les 
uombres  de  la  forme  x-^yi^  x  ei^  étant  entiers;  ces 
entiers  imaginaires  ont  les  mêmes  lois  de  divisibilité 
que  les  entiers  ordinaires. 

Sont  premiers  absolus  dans  le  domaine  considéré  : 
I*  Les  nombres  premiers  réels  de  la  forme  4  A  —  1 5 
2**  Le  nombre  1  -h  1  dont  la  norme  est  égale  à  2  \ 
V*  Les  nombres  x-\-ji^  dont  les  normes  sont  les 
nombres  premiers  ordinaires  de  la  forme  4/2  +  i  • 

6.  La  norme  d^un  nombre  du  domaine  peut  s'écrire 

iN  =  P*x  iPX  {a  -h  a' i)^  {a  —  a' ij'^x  . , ,, 

P  étant  un  produit  de  facteurs  premiers  de  la  forme 

4  A  —  I,  les  facteurs  o -\- a' i^   ...   étant  premiers,  ou 

encore 

N  =  PJxi/'xA^xB^x..., 

les  nombres    premiers  A,  B,    ...   étant  de   la  forme 
4/14-1. 

Quand  on  cherche  les  solutions  de  l'équation 

X«4-Y»=N, 
si  Ton  fait 

p  =  2p'-{-Tc        (iz  =  o  ou  i), 

il  faudra  prendre 

X  =  P  X  2P'  X  a?,        Y  =  P  X  aP'  X  ^, 
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de  sorte  que  Ton  est  ramené  â  résoudre 

a?«H-^«=N'=  A«BP...xi     ou     2. 

En  ce  qui  concerne  la  présence  du  facteur  2,  si  Ton 

pose 

N'=:A«BP..., 
et  si  l'on  a 

N'  =  a:»  -h^«  =  {x  -hyi)  (x  —yi), 
on  aura 

2N'=  {X'\-yi){\-^  i)x  (x-^yî){i^i) 

à  cause  de 

I— e  =  (i-h  i)  X  — «*,        n-  t  =  (i  —  i)î, 

on  aura  le  même  résultat  en  écrivant 

2 N'  =  (a:  -t-^O  (i  —  0  X  (a:  —  yi)  (i  -ht)  ; 

il  y  a  donc  autant  de  décomposition  du  nombre  2^' 
que  du  nombre  H"^  et  il  suffit  de  considérer  l'équation 

a?»-h^«=N'  =  AaBP.... 

7.  Chacun  des  nombres  premiers  A,  B,  . ..  est  d'une 
seule  façon,  somme  de  deux  carrés;  soit 

N'=(a«-+-a'«)«(ô«-+-ô'«)P(c«-hc'«)Y; 

on  suppose  a,  a',  ...  positifs.  Il  sera  entendu  que 
Ton  a  fixé,  arbitrairement  d'ailleurs,  Tordre  des  deux 
carrés  qui  composent  chaque  facteur,  et  Ton  s'interdira 
de  modifier  cet  ordre;  on  doit,  en  effet,  dans  ce  qui 
suit,  remplacer  a^  -f-  a'^  par  (a  +  a'i)  (a  —  a'i),  et  faire 
jouer  des  rôles  différents  aux  deux  facteurs  de  ce  pro- 
duit; or,  si  l'on  prenait  a'^  +  a',  on  aurait 

(a'-f-at)(a'H-at), 
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ce  qui  équivaudrait  à  échanger  les  rôles  des  deux  fac- 
teurs. 

Soit  une  décomposition  du  nombre  W  en  un  produit 
de  deux  facteurs;  en  désignant  par  A  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  deux  facteurs,  on  peut  écrire,  par 
exemple, 

1V'=  A(a«-f-  a'«)^  (ô«-+-  b'^)\>-x  A(c«-+-  c'«)v. 

Écrivons  alors,  diaprés  une  loi  facile  k  saisir  : 

N'=      A(a  -+-  a'O^  (b  -f-  6'*Xc  —  c'iy 
X  A(a  —  a'O^  ( ^  —  f>'îy  {c  -^  c'i)v; 

nous  aurons 

N'=  ^(p  -h  qi)  X  A(/>  —  qi)  =  (A/?)« -h  (l^r)»  =  P«-t-  Q«, 

les  deux  nombres  P  et  Q  ayant  A  pour  plus  grand  com- 
mun diviseur. 

On  a  ainsi  établi,  entre  les  décompositions  du 
nombre  N"  en  produit  de  deux  fadeurs  et  les  décom- 
positions de  ce  nombre  en  somme  de  deux  carrés, 
une  correspondance  (i,  i),  dépendant  à  la  vérité  de  la 
façon  dont  on  a  fixé  Tordre  des  deux  carrés,  dans  chacun 
des  facteurs  premiers  a^  +  a'^,  ..,,  mais  bien  déter- 
minée dès  que  cet  ordre  est  fixé.  Et  cette  correspon- 
dance est  telle  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
deux  facteurs  qui  forment  le  produit  W  est  aussi  celui 
des  deux  nombres  P  e^  Q,  dont  les  carrés  ont  pour 
somme  N''. 

8.  Pour  A  =  I ,  on  a  les  décompositions  propres  de  V. 
Si  l'on  se  donne  A,  A^  étant  un  diviseur  de  N"  (i^  com- 
pris, N^  compris  s'il  y  a  lieu),  on  veut  avoir 


Ann.  de  Mathémat,,  4*  série,  t.  III.  (Mars  igoS.) 


/"+?'=  à. 
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p  clq  premiers  entre  eux,  c'est-à-dire  que  Ton  a  à  clicr- 

cher  les  décompositions  du  nombre  —  •  Ce  classement 

des  solutions  diaprés  A  correspond  au  classement  ana- 
logue des  solutions  du  problème  considéré  tout  d'abord. 

9.  Le  nombre  total  des  décompositions  du  nombre  ^'' 
en  somme  de  deux  carrés  est  fgal,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, au  nombre  des  décompositions  du  même  nombre 
en  un  produit  de  deux  facteurs,  soit 

(g-t-i)(3-^j)(Y-n)  ... 

2 

si  iS''  n'est  pas  un  carré,  et 

(a-t-ï)0-4-f)(Y-4-i)  ...-n 


si  W  est  un  carré,  en  acceptant  la  décomposition 

N''=(/N^)'-4-0«. 

Ces  formules  ont  été  données  par  Gauss.  Lejeune- 
Diricblet  a  donné,  je  crois,  une  autre  forme  au  résultat, 
en  considérant  directement  le.  nombre  N.  J'ignore  si  la 
correspondance  établie  ici  a  déjà  été  observée. 

En  supposant  N''  différent  de  i ,  le  nombre  des  décom- 
positions propres  est  2*"*,  k  étant  le  nombre  des  facteurs 
premiers  distincts  A,  B,  ...  ;  par  N  =  i,  on  a  la  décom- 
position i  =  i2-|-o^.  Le  nombre  des  décomposilions 
impropres,  avec  une  valeur  donnée  de  A,  s'obtient  d'une 

manière  analogue,  en  considérant  v;>  etc. 

10.  Voici  un  exemple  de  calcul  numérique.  Soit 
trouvé 
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on  a 

5«+«  =  (/>  +  qi)  (p  —  qi)  (a  -h  I )  (2  —  I) 

=  li'^P  —  Ç  )  -^  (/>  +  aç )t]  X . . . 
=  (a/?  —  ^ )« -h  (/?  4- ay  )«. 

En  partanl  de  5  =  a^-j-  i*,  on  obtient  les  décompo- 
silions  propres  des  puissances  successives  de  5,  soit 

2«-f-I«,       3«H-4«,       2«-HII«,      (--7)«H-24«,       ...; 

en  ajant  soin  de  garder  le  signe  — ,  on  aura  ensuite 

(_38)iH-(4,)î. 


SOLUTION  DK  LA  QUESTION  D'ANALYSE  PROPOSÉE  EN  1902 
AU  CONCOURS  D  AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉ- 
MATIQUES; 

Par  m.  a.  GAUSSÉ. 


Dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  Ox  et  Oy^  on  considère  une  courbe  G 
telle  que  la  tangente  MT  et  la  normale  MN  menées  à 
cette  courbe  en  un  point  M  forment  avec  l'axe  Oxun 
triangle  MNT  dont  taire  reste  constante  {et  égale  à 
la  moitié  de  l'aire  d'un  carré  de  côté  donné  a)  lorsque 
M  décrit  G, 

i®  Exprimer  les  coordonnées  x  et  y  ^  par  rapport 
à  Ox  et  O/,  d'un  point  M  de  la  courbe  C  en  fonc- 
tion du  coefficient  angulaire  t  de  la  tangente  en  M'y 
construire  la  courbe. 

2°  Exprimer  ensuite  les  coordonnées  x  et  y  consi- 
dérées en  fonction  uniforme  d'un  paramètre  à  l'aide 
des  fonctions  introduites  par  fVeierstrass  dans  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques, 

3®  Calculer  en  fonction  de  u  le  rayon  de  courbure 
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relatif  au  point  M  de  la  courbe  C  et  examiner  sHl 
s^ exprime  en  fonction  uniforme  de  u. 

4°  Démontrer  que,  si  Von  désigne  par  M' le  centre 
de  courbure  de  la  courbe  C  relatif  au  point  M  et  par  P 
la  projection  de  M  sur  Ox^  l'aire  du  triangle  M'NP 
ne  varie  pas  ai^ec  le  point  Mj  indiquer  quelle  est  la 
valeur  constante  de  cette  aire, 

5**  Calculer  en  fonction  de  u  la  longueur  de  l'arc  de 
la  courbe  C  compris  entre  un  point  donné  M©  et  le 
point  M  correspondant  à  la  valeur  u  du  paramètre, 

6°  Soit  M  un  point  de  la  courbe  C  correspondant  à 
la  valeur  u  du  paramètre  et  situé  du  même  côté  de 
Vaxe  Ox  qu'un  point  donné  M^  de  cette  courbe;  on 
suppose  de  plus  que  l'arc  de  la  courbe  C  qui  joint  M^ 
et  M  nest  pas  rencontré,  entre  M^  et  M,  par  les  por^ 
tions  MF,  Mo  V^  des  ordonnées  de  M  et  de  M^  limi- 
tées  à  l'axe  Ox\  calculer  en  fonction  de  u  l'aire 
dont  le  contour  est  formé  par  la  poHion  PP©  de 
l'axeOx^  par  les  portions  MP,  MqPo  des  ordonnées 
de  M  et  de  M©  et  par  l'arc  de  la  courbe  C  joignant  les 
points  Mo  et  M. 


1 .  Soit  P  la  projection  de  M  sur  Ox  {fig>  i)  ;  en  pre- 

Fig.  I. 
3/ 


0  T  P  No? 

nanties  points  de  rencontre  avec  Ox  de  la  tangente  en  M, 
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el  de  la  normale  Y  —  j>^  =  —  -(X  —  j?),  on  trouve 

Y 


TN  =  PN  —  PT  =  O'  -H  ^  =      ''"^  ' 


On  a 

2  t       ' 


aire  TMN  =  ~  TN  x  PM  =±  ^  ^^^tJL: 


Téquation  du  problème  est 


±r*  --7-  =  «'• 


On  en  déduit 


(8,E'  =  d=i); 

puis 

,         dy  dx         ,     I  —  <*  rf^ 

dx  =  -^  >         —  =  ee  -===:  • 

Premier  cas  :  e  =  -h  i ,  e'  :=  +  i .  —  La  réalité  de  x 

et  j^  exige  que  t  ne  prenne  que  des  valeurs  positives. 

Quand   t  augmente   indéfiniment,   -^  tend  vers   o 

coDime  -g-;  donc  x  a  une  limite^  choisissons  la  con- 

»       ^* 
stante  d'intégration  de  sorte  que  cette  valeur  limite 

soit  nulle 


X  _   r^    1  — <«  dt 


Quand  /  tend  vers  o,    -j-    augmente  indéfiniment 
comme  -j;   donc  x  augmente  indéfiniment. 
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Voici  le  Tableau  des  variations  de  x  et  y  quand  t 
varie  de  o  -f-  oo  : 


dx 

dy 
dt 


=  t. 


y  ' 

dx 
"dt 

T  ,  . 


croît 


croît 


-^        décroît  o 


décroît 


La  branche  de  courbe  représentative  C|  est  asymptote 
à  Oo:  et  présente  un  rebroussement  pour  ^  =  i . 

Les  branches  de  courbe  correspondant  aux  différentes 
valeurs  de  la  constante  d'intégration  se  déduisent  de  C| 
par  des  translations  parallèles  à  Ox  {fig-  2). 


Fig.  ï. 

y 

j^ 

/' 

B 

-—^^ 

f 

y  ° 

X 

Deuxième  cas  :  e  =  —  i ,  e'=  H-  i .  —  En  choisissant 
encore  la  constante  d'intégration  de  sorte  que  :r  =  o 
pour  /  =  +  00,  on  trouve  pour  x  el  y  des  expressions 
égales  et  de  signes  contraires  à  celles  du  premier  cas; 
donc  la  branche  représentative  Cj  est  symétrique  de  C| 
par  rapport  à  l'origine. 

Troisième  cas  :  e  =  -h  i ,  e'  =  —  i .  —  La  variable  t 
ne  peut  prendre  que  des  valeurs  négatives  ;  par  un  choix 
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convenable  de  la  constante  d'intégration,  il  vient 


Je  dis  que  la  branche  représentative  G3  est  symétrique 
de  C|  par  rapport  à  O^  (fiff-  3).  En  premier  lieu,  le 

Fig.  3. 


point  M|  de  C|  correspondant  k  t  =  Iq  et  \e  point  M3 
de  Cs  correspondant  à  t  =  —  t^  ont  la  même  ordonnée 


V  O  +  i' 

en  second  lieu,  si  Ton  fait  dans  l'intégrale  définie  qui 
donne  Tabscisse  de  M3, 

le  changement  de  variable  de  <  en  —  t^  on  obtient 
c'est-à-dire  Tabscisse  de  M|  changée  de  signe. 
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Quatrième  cas  :  e=  —  i,  e'==  —  i.  —  La  branche 
représentative  C4  est  symétrique  de  Cs  par  rapport  à 
Torigine. 

Finalement,  les  quatre  branches  C|,  C2,  C3,  C4 
forment  une  courbe  C  admettant  Oo:  et  Oy  pour  axes 
de  symétrie  et  toutes  les  courbes  de  Ténoncé  se  déduisent 
de  C  par  des  translations  parallèles  à  O^. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  ne  considérerons  que  la 
branche  Ci . 


2.  Posons 


0 
la  quantité  sous  le  radical  étant  de  la  forme 

(^a  =  —  4)  grj=o;  racines  ei  =  ij  ea=o,  ^3  =  —  i)^ 
Tinversion  de  celte  intégrale  elliptique  donne 

i  =  p(M;  — 4,0); 

quand  t  varie  de  o  à  +00,  i^  décroit  de 

w -t- 0) -f- u)' =  w -t- tt)i    à    o. 

yeix  s'expriment  en  fonction  uniforme  de  u  : 

«^1 


a 

3U 

encore 

=  v/(ïï 

pu  — et 

u  —  ei)(pu- 

-^s)"" 

or,  ^3 

y  _ 

it 

pu    ^ 

«      v/^ 

K«*-M) 

1 

En    décomi 

Dosant  - 

r-   en    « 

Vactior 

is  sit 

Digitized  by 


Google 


(  12.  ) 

vient 

Or,  la  formule 

ptt  — ex 

où  >.,  {JL,  V  représentenl  les  nombres  1,^,3  rangés  dans 
un  ordre  quelconque,  donne 

J  pu  —  ex  («X— «|i)(«>— ev) 

Appliquons  aux  trois  cas  diflerents  : 

/du  t(M-4- a>) -4- itt 

pu  — et  2 

/du  ^,  ,^ 
=  —  c(a-4-a)-t-(D)  +  const., 

/du               Ç(a4-a)')  —  iu 
=      -5^ h  const. 
pu  — et                      2 

Il  en  résulte 

=  —  Ç(a)  H-  (I)')  -4-  Ç(a  -h  (iH-  w') 

—  ;(a))-f-C(M-f-ci>)        —  C(w')  -l-C(a-+-to') 


2 

1     P-!J 


On  peut  transformer  cette  expression  à  l'aide  de  la 
formule 

Ç(a-ht')  — Cp  =  Ça4--  ^^^ ^^, 

^^  '      ^         ^  2   pw  — pp 

où  l'on  fait  ç  =  (ox, 

I       p'a 


?;(«-+- ajx)—C(a>x)  =  î;"- 


2  pu  —  ex' 
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îl  vient 


T             ^               I   /        p  M                       V)  Il                         p  U       \ 
-  =  itiU-h  -jl  —^ 1 h  2 î- ) 

a  4  \pw  —  ^i        pif'  —  ^3  pu  —  Ci/ 


=  2  Ç  a  H 7- r-^ r- 

2(2p*M  -m) 


=  2Îa  4- 


p  U 


Les  expressions  définitives  de  x  eiy  en  fonction  um- 
forme  de  u  sont,  débarrassées  de  tout  symbole  imagi- 
naire, 

/^  2p«M-|-l\         ... 


ffff»  P  ?/ 

V  =  a  — -  =—  la-^T-'i 
ffi^s  pu 


de  plus  y  est  une  fonction  elliptique  de  u, 

3.   Soit  R  le  rayon  de  courbure  relatif  au  point  M 

^  =  — y—--    dt    ~(^-^')  ;??- 2— r* 


rfiT 


Remplaçons,  dans  cette  expression,  t  par 


pu 

I 
R-  "^  - 

(j^u        a  <j^ —  a\ 

2 

ff|  u                 'h         (JJ| 
ff'  u 

(')  L'expression 

—   —  Tu  . 

,      2pMp'w          p'a 

est  toute  préparée  pour  Fintégration. 
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Si  Ton  veut  mcUre  les  zéros  en  évidence  au  numéra- 
teur, on  détermine  un  argument  u^  tel  que  pui  =  i ,  et 
un  autre  112  tel  que  j)ii2= —  i,  et  Ton  exprime  pu  —  ptii 
^Apu  —  pu2  au  mo^en  de  la  fonction  œ 


R=      - 


a  I  —  p^u 
2       al  il 


a  <T'wiff*ai<i5  w  (TU 

De  toutes  manières,  R  s'exprime  en  fonction  uni- 
forme, mais  non  elliptique,  de  u;  on  voit  aisément  que 
c'est  une  fonction  aux  multiplicateurs  constants  —  i 
et  — I. 


4.  Si  a  désigne  Tangle  que  fait  avec  Ox  (Jig*  4)?  la 
Fig.  4. 


tangente  menée  dans  le  sens  des  t  croissants,  l'ordonnée 
de  M' 

F5r  =  ^-+-Rcosa 


.  /<  a  1  — 


=  a- r 


/ï*TT 


2f« 
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Il  en  résulte 


aircM'NP=      ipNxP'M' 

2  ^ 


=  ±  -  <a  1  /  -r a r =  -r 


L'aire  M'NP  est  bien  constante  et  sa  valeur  est  -7-  • 

5.  Si  s  désigne  Tare  de  la  courbe  compté  positive- 
ment dans  le  sens  des  t  croissants,  on  a 

f^  —  -4-     '  — ^*     _^  —  -h  /i  _     2<    \    dt  ^ 
a  <(!  +  <*)  v/47  \'        <*+J  /4Ï' 

on  doit  prendre  le  signe  4-  quand  f  <  i ,  et  le  signe  — 
quand  /  >•  i . 

On  est  ramené  à  l'iiilégratiou  d'une  fraction  ration* 
nelle  en  posant  /^:=  0.  Mais  il  est  aussi  simple  de  tout 
exprimer  en  fonction  de  ri  : 

^  —  -+-  Z/'-^-  ^* 1? N        rf< 

En  premier  lieu, 

— i-  ûfu  = H  const. 

<y|  (X, 

Tout  revient  à  calculer  /  — ^  dui  or  les  relations 

(i)  ^î      ^      ^1      ^      ^î      ^  <^* 

pu  —  ex       pu  — ex       pu  —  e^        i 
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OU 


ïl <I« 


pu  —  i      pu       pu-h  î       I 
donnent 

de  sorte  que 

flAdu^fj^du^f'-ldu. 

J     ^i^Z  J     9%  J     ^ï 

Ou  voit  aisément  que  la  dérivée  logarithmique  de 
i/e,  —  62  —  H — -    est    v/^3  —  cj  ^  >    et   que   celle  de 

i/ci  —  ca h  —  est  i/^i  —  ^a— ;  il  vient  donc,  en  rem- 

(Tl  <J|  '  df 

plaçant  e,,  e^  et  e,  par  leurs  valeurs, 

/2a*                  1      ,      v^^*(T  4-  (Il          I    ,       /tff-f-  (Il 
— -  du  =  -j=  log  ''- h  -=  log '  ■+■  const. 


Les  relations  aj  =  aj  4-  iV^  et  aj  =  aj  —  i<T^  fournies 
encore  parles  relations  (i)  permettent  de  transformer 
celte  expression 

rrrftt=— — =l0g--; ï— =-H -log 


+  const. 


=  / —  i  arc  tang  -r=-  •+•  /«  arc  tang       '    ■  -h  const. 
Finalement 
pcMoM  =  =t  ( /— i  arc  tang--| \/?arc  tang         *     ] 

On  est  conduit  précisément  à  cette  expression  en  in- 
tégrant par  les  fractions  rationnelles  et  en  exprimant 
ensuite  en  fonction  de  ». 

L'application  de  cette  formule  donne  lieu  aux  re- 
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marques  suivaiite5.  Désignons  par  Â  le  point  de  rebrous- 
sèment  (/  =  i)  : 

I®  Si  Mo  et  M  sont  situés  tous  deux  sur  la  branche 
infinie  AB,  on  doit  prendre  le  signe  —  devant  le  se- 
cond membre  ; 

2®  Si  Mo  et  M  sont  situés  tous  deux  sur  la  bran- 
che AB'O,  on  prendra  le  signe  +; 

S**  Si  l'un  des  deux  points  est  situé  sur  la  branche  A& 
et  l'aniresur  la  branche  AB'O,  on  calculera  séparément 
arc  Mo  A  et  arc  MA. 

6.  Les  conditions  auxquelles  Mo  et  M  sont  assujettis 
par  renoncé  reviennent  à  ceci  :  M^^  et  M  {Jig-  5)  sont 

Fig.  5. 


situés  tous  deux  sur  la  branche  AB,  ou  tous  deux  sur 
Tare  AB'O  : 


aire  PoMoMP  =±i  iydx 

■"-   8  J    0(6-i-i)»' 
par  le  changement  de  variable  l^=  6. 


dt 


(/=-+- 1> 
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Décomposons  g-^ en  fractions  simples 

1—0  I  I  1 


0(0-hj;«       0       O-hi        (0-hi)* 
Il  vient  : 

aire  Pq  Mq  MP  =  db  -tj-  (  log  = h )  -h  consl. 

[06h] 
RECHERCHE  GÉOMÉTRIQUE  DE  LA  SURFACE  GAUCHE  MIMNA; 

Par  m.  a.  LOGIIARD. 


1.  Je  me  propose  d*établir  que  la  solution  de  ce  pro- 
blème peut  être  obtenue  par  des  considérations  de  Géo- 
métrie infinitésimale  pure. 

Les  deux  familles  de  lignes  asymptotiques  de  toute 
surface  ininima  forment  un  réseau  orthogonal. 

Celte  proposition,  que  je  prendrai  comme  point  de 
départ,  résulte  de  ce  que  la  courbure  moyenne  des  sur- 
faces mini  ma  est  nulle,  i;t  cette  dernière  propriété  peut 
elle-même  être  déduite  par  la  Géométrie  infinitésimale 
de  la  propriété  fondamentale  qui  a  valu  leur  nom  à  ces 
surfaces  (*). 

^')  Voir  \{.  PoiNCAnË,  Théorie  de  la  Capillarité.  On  trouvera  ogalc- 
iriciit  dans  crt  Ouvrage  la  démonstration  géométrique  de  la  constance 
de  l'angle  do  raccordement  des  surfaces  miuima,  et  une  belle  élude 
^cometiique  des  surfaces  de  révolution  à  courbure  njoycnne  conblanie. 
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Les  génératrices  rectilignes  d'une  surface  gauche 
minima,  qui  constituent  les  lignes  asymptotiques  de 
la  première  famille,  sont  donc  normales  aux  lignes 
asymptotiques  de  la  seconde  famille.  Or  le  plan  oscu- 
lateur  à  une  ligne  asymptotique  est  le  plan  tangent  à 
la  surface.  Donc  le  problème  proposé  équivaut  au  sui- 
vant : 

Trouver  une  famille  de  courbes  gauches  ayant  les 
mêmes  normales  principales, 

%  Je  m'appuierai  sur  les  propositions  suivantes  de  la 
théorie  des  courbes  parallèles  dans  l'espace  ou  sur  la 
sphère,  qu'on  démontre  aisément  en  Géométrie  ciné- 
matique : 

Etant  donnée  une  famille  de  droites  dans  l  espace 
ou  de  grands  cercles  sur  la  sphère  : 

i^  Le  lieu  des  extrémités  des  segments  de  longueur 
constante  portés  sur  ces  droites  ou  sur  ces  cedxles  à 
partir  d'une  de  leurs  trajectoires  orthogonales  est 
encore  une  de  leurs  trajectoires  orthogonales, 

2**  Réciproquement f  des  segments  égaux  sont  inter- 
ceptés sur  ces  droites  ou  sur  ces  cercles  par  deux  de 
leurs  trajectoires  orthogonales. 

3.  Je  rappellerai  en  outre  qu'on  nomme  indica- 
trice sphérique  d'une  courbe  gauche  C  le  lieu  V  des 
points  où  une  sphère  de  rayon  i  est  percée  par  les 
droites  menées  par  son  centre  parallèlement  aux  tan- 
gentes à  C. 

La  tangente  à  F  est  évidemment  parallèle  à  la  nor- 
male principale  au  point  correspondant  de  G. 
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i.  Je   puis  iiiaiiitenant  cléuionlrcr  Irs  deux  Icninies 
suivanls,  dus  à  J.  Rerliaiid  : 

Lemme  I.  —  Lorsque  deux  courbes  ont  les  mêmes 
normales  principales,  l'angle  de  leurs  plans  oscula- 
teurs  en  deux  points  situés  sur  la  même  normale  est 
constant. 

En  cflet,  les  tangentes  à  leurs  indicatrices  sphériques 
aux  points  correspondants  sont  parallèles,  et  pcrpeudi- 
culaires  au  plan  de  Tare  de  grand  cercle  qui  joint  ces 
deux  points.  Donc  (n"  2),  cet  arc  de  grand  cercle,  qui 
mesure  précisément  Taiigle  des  plans  osculateurs,  est 
constant.  c.  q.  f.  d. 

Lemme  II.  —  Lorsque  trois  courbes  ont  les  mêmes 
normales  principales j  ces  droites  sont  les  normales 
principales  d^ une  quelconque  de  leurs  trajectoires 
orthogonales. 

Soient  M,  M',  M",  N  les  points  des  trois  courbes  et 
d'une  trajectoire  orthogonale  quelconque  de  leurs  nor- 
males principales  situés  sur  la  même  normale  G.  Les 
distances  réciproques  de  M,  AF,  M",  N  sont  constantes 
quelle  que  soit  G  (n^  2);  or,  les  plans  tangents,  aux 
trois  points  M,  M',  W y  à  la  surface  gauche  lieu  de  G 
font  entre  eux  des  angles  constants  (lemme  1);  donc  le 
paramètre  de  distribution  des  plans  tangents  à  cette 
surface  suivant  une  génératrice  G  est  constant  :  donc 
le  plan  tangent  eu  N  fait  un  angle  constant  avec  les 
plans  tangents  eu  M,  M',  M". 

Les   indicatrices   sphériques    (m),    (w'),   (''^")   des 

courbes  (M),  (M),  (M")  sont  parallèles  (lemme  1);  le 

point   /i,    correspondant    à   N,    de   rindicatricc   sphé- 

rique  (/i)  de  la  courbe  (N)  est  situé  sur  Tare  de  grand 

,  cercle  mm' m"  normal  à  (m )  (m')  ( m'') ,  et,  d'après  ce  que 

I  Ann.  de  Mathcniat.,  4"  série,  t.  111.  (Mars  iqoS.)  9 
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je  viens  de  démontrer,  à  une  distance  constante  de  m,  m' 
et  m\  Donc  (//)  est  parallèle  a  (m),  (/«'),  (nf)  (n^2), 
et  par  suite  G  est  la  normale  principale  de  (N). 

c.  Q.  F.  D. 

o.  Théorème  III.  —  La  ligne  de  striction  d^une  sur^ 
face  gauche  miniina  est  une  trajectoire  orthogonale 
des  génératrices  rectilignes. 

En  effet,  d'après  la  constance  du  paramètre  de  dis- 
tribution des  plans  tangents  (lemme  II),  le  point  cen- 
tral sur  chaque  génératrice  est  à  une  distance  constante 
du  point,  situé  sur  la  même  génératrice,  d'une  trajec- 
toire orthogonale  quelconque  des  génératrices.  D'où 
4'ésulte  la  proposition  (n°  2). 

Théorème  IV.  —  La  ligne  de  striction  d'une  surface 
gauche  niinima  est  une  ligne  asjmptotique  de  ta  sur- 
face. 

Ou: 

Son  plan  osculateur  est  tangent  à  la  surface. 

C'est  un  corollaire  immédiat  du  lemme  II  et  du 
théorème  III. 

Théorème  V.  —  La  ligne  de  striction  d'une  surface 
gauche  minima  est  une  ligne  géodésiqne  de  la  sur^ 
face. 

Ou: 

Son  plan  osculateur  est  normal  à  ta  surface. 

Soient 

G,  G'  deux  génératrices  rectilignes  iniinimenl  voisines^ 
00'  leur  perpendiculaire  commune^ 
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m  et  m' les  points,  infiniment  voisins  de  O  et  de  O',  où 

elles  rencontrent  la  ligne  de  striction; 
n  le  pied,  sur  le  plan  mené  par  G  parallèlement  à  G\ 

de  la  parallèle  à  00'  menée  par  //i'; 
ni^p  la  perpendiculaire  à  G',  qui  rencontre  G- 

Laissons  indéterminé  Tinfininient  petit  principal. 
Soient  a,  ^,  v  les  ordres  respectifs  des  segments  O'in' 
et  OO'  et  de  Tangle  nOp.  Les  angles  Onp  et  m^np  étant 


droits,  np  est  de  Tordre  a  -H  y  et  par  suite  Tangle  nm*p 
de  Tordre  a  +  y  —  pl^-^^  —  P  est  positif,  car  si  y 
était  inférieur  h  ^,  Tangle  npm'  serait  infiniment 
petit  d'ordre  ^  —  v  au  moins  quelle  que  soit  la  posi- 
tion du  point  m'  sur  G,  et  par  suite  la  surface  serait 
développable,  hypothèse  inadmissible.  Dès  lors  les 
angles  mm!p  (théorème  III)  et  nm'p  étant  infiniment 
petits,  il  en  est  de  même  de  Tangle  mîn!n.  Donc,  en 
passant  a  la  limite  : 

La  tangente  à  la  ligne  de  striction  coïncide  avec  la 
perpendiculaire  commune  à  deux  génératrices  infini- 
ment voisines. 

La  considération  du  cône  directeur  de  la  ligne  de 
striction  et  du  cône  supplémentaire  montre  alors  qu'in- 
versement une  génératrice  rectiligne  est  perpendicu- 
laire au  plan  osculatcur  de  la  ligne  de  striction. 

c.  Q.  F.  w. 
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..  Théorème  VI.  —  La  ligne  de  striction  cV une  surface 
gauche  minima  est  une  droite. 

C'est  un  corollaire  i  ni  médiat  des  lliéorèmcs  IV  et  V  : 
le  plan  osculateur  est  nécessairement  indéterminé  en 
tous  les  points  de  cette  ligne. 

THÉORt:ME  \^1I.  —  Toute  surface  gauche  minima 
est  une  surface  de  vis  à  filet  carra. 

En  efl'et,  d'après  les  théorèmes  III  et  \1,  c'est  un 
conoïde  droit.  En  outre,  d'après  la  constance  du  para- 
mètre de  distribution,  les  lignes  asyniptotiques  de  la 
seconde  famille  sont  des  courbes,  tracées  sur  des 
cylindres  de  révolution  autour  de  la  droite  de  striction, 
et  dont  les  tangentes  font  un  angle  constant  avec  cette 
droite;  ce  sont  donc  des  hélices,  d'où,  etc. 

c.  Q.  F.  D. 


A  PROPOS  DE  LA  QUESTION  1933; 

Tar  m.  R.  GrLBERT. 


Considérons  dans  un  plan  deux  droites  Ox,  Oj  et 
deux  courbes  C,  Ci  ;  menons  deux  tangentes  .com- 
munes AB,  A'B'  qui  se  coupent  en  M  et  soient  P,  P'  les 
milieux  des  segments  AB,  A'B'  compris  enire  les  deux 
droites  O^,  Or.  Lorsque  les  deux  courbes  C,  C|  sont 
tangentes  en  M,  les  points  P,  P'  coïncident;  on  eu  con- 
clut que  les  courbes  S,  S^  lieux  des  milieux  des  seg- 
ments déterminés  sur  les  tangentes  à  C  et  C|  par  les 
droites  O^,  Oj  sont  aussi  tangentes. 

En  particulier,  supposons  que  C  soit  une  parabole 
tangente  aux  droites  Ox,   Oj ,  le  lieu  S  des  points  P 
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milieux  des  segments  AB  des  laiigentes  à  C  est  Une 
droite,  A,  tangente  à  C  au  point  de  rencontre,  Q,  avec 
le  diamètre  du  point  O.  En  effet,  toute  tangente  AB  h(] 
coupe  quatre  tangentes  fixes  Ox^  Oj',  A  et  la  droile  de 
l'Infini  en  quatre  points  dont  le  rapport  harmonique 
est  constant.  Or,  si  AB  se  confond  avec  A,  ce  rapport 
est  harmonique. 

Cela  étant,  si  la  parabole  C  varie  en  restant  langente 
à  une  courbe  C|,  l'enveloppe  de  A  est  la  courbe  S|  lieu 
des  milieux  Pi  d(!S  tangentes  à  Ci  comprises  entre  Ox 
elOj. 

En  particulier,  si  les  droites  O  j:,  Oy  sont  rectangu- 
laires, le  fojer  F  de  la  parabole  C  décrit  une  courbe 
homolliétique  dans  le  rapport-  à  la  podaire  de  S|  par 
rapport  au  point  O. 

Exemples  : 

1°  La  courbe  C|  se  réduit  à  un  point  Q,  le  lieu  du 
point  P,  est  une  hyperbole  équilatère  qui  passe  en  O  et 
dont  le  centre  est  au  milieu  de  OQ.  Le  lieu  du  foyer  est 
la  podaire  de  cette  hyperbole. 

2**  La  courbe  C|  est  une  conique  tangente  à  Ox,  Oy", 
les  points  A  et  B  décrivent  des  divisions  homographiques 
sur  Ox,  Oy  et  la  courbe  S|  est  une  hyperbole  équila- 
tère  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  à  Ox,  Oy  et 
passent  au  centre  de  la  conique  C| .  Plus  particulière- 
ment, si  C|  est  un  cercle  tangent  à  Ox,  O/,  on  en  con- 
clut que  O  est  le  loyer  de  Thyperbole  équilalère  S^ .  Le 
lieu  du  foyer  de  la  parabole  C  est  alors  un  cercle. 

3**  La  courbe  C|  est  une  hypocycloïde  quadrangulaire 
d'axes  Ox,  Oy,  la  courbe  S|  est  un  cercle  de  centre  O. 

4**  La  courbe  C|  est  une  hypocycloïde  triangulaire 
tangente  à  Ox,  Oy.  La  courbe  S|  est  un  cercle  qnr 
passe  en  O  et  le  lieu  du  foyer  de  C  une  cardioïde. 
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Revenons  au  cas  général  où  Panglc  â;0>'esl  quel- 
conque. Soit  AB  la  tangente  h  la  parabole  C  au 
point  de  rencontre  M  avec  le  diamètre  de  C  qui  passe 
en  O  ;  le  foyer  F  de  C  est  h  l'intersection  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  OAB  avec  la  symédianeOF  relative 
à  Tangle  O  du  triangle  (Jig»  i);  nous  allons  chercher 

Fig.  I. 


l'enveloppe  de  la  droite  D  perpendiculaire  à  OF  en  F- 
Pour  cela,  considérons  la  transformation  suivante  : 
On  donne  un  angle  xOy;  à  un  point  M  ou  fait  cor- 
respondre le  point  M'  de   rencontre  des  perpendicu- 
laires PM',  QM'  à  0»r,  Oy  {fig.  2)  aux  points  P,  Q  où 

Ffg.  2. 


les  parallèles  MP,  MQ  à  Oj,  Ox  coupent  Ox,  Oj. 
Il  est  évident  que  la  transformation  est  hirationnelle  ^ 
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elle  csl  hoinographique;  car,  lorsque  M  décrit  une 
droite  D,  les  points  P,  Q  décrivent  sur  Ox,  Oy  deux 
divisions  homographiques,  les  points  à  l'inGui  se  cor- 
respondant. Donc,  les  faisceaux  PM',  QM'  dont  les 
sommets  sont  à  l'infini  sont  homoiogiques  et  le  lieu 
de  IVr  est  une  droite  D^ 

A  unedroite  quelconque  O^  passant  en O  correspond 
une  droite  Os'  que  nous  allons  définir.  On  sait  qu'étant 
données    deux   droites    Os',    Ot   {Jig-   3)   également 


inclinées  respectivement  sur  Ox,  Oy  (isogonales  dans 
l'angle  xOy)^  si  d'un  point  M'  de  Os' on  abaisse  les 
perpendiculaires  M'P,  M'Q  sur  Ox,  Oy^  la  droite  PQ 
est  perpendiculaire  à  O/.  Or  PQ  est,  en  direction,  con- 
juguée de  OM  par  rapport  à  O.r,  Oy. 

On  en  conclut  que  Oz'  est  l'isogouale  de  la  perpendi- 
culaire à  la  conjuguée  de  Os,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  la  perpendiculaire  à  Tisogonale  de  la  conjuguée^ 
de  Os. 

On  voit  donc  {fig'  i)  qu'à  la  droite  AB  correspond 
une  perpendiculaire  h  OF;  mais  au  milieu  M  de  AB  cor- 
respond le  centre  du  cercle  circonscrik  au  triangle  ABC. 
Donc  à  la  droite  AB  correspond  le  diamètre  du  cercle 
perpendiculaire  à  OF. 

Si  AB  enveloppe  une  courbe  S|,  ce  diamètre,  A,  enve- 
loppe une  courbe  transformée  liomographique  de  Si., 
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soit  S4,  et  le  lieu  du  foyer  est  la  podaire  d'une  courbe 
homothétique  à  S,  dans  le  rapport  -• 

En  particulier,  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  tan- 
gentes à  deux  droites  et  passant  par  un  point  Gxe  est  la 
podaire  d'une  hyperbole  par  rapport  à  un  de  ses  points. 

Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  à  deux 
droites  et  à  une  conique  tangente  à  ces  droites  est  la 
podaire  d'une  hyperbole. 


CORRESPONDANCE. 


M.  E.-B.  Escott.  —  Sur  les  facteurs  de  i(y»--  i.  —  Dans  le 
Tome  XV  des  Nouvelles  Annales  (3*  série,  1896,  p.  222-227) 
se  trouve  une  Table  des  facteurs  de  10"— i  donnée  par 
M.  B.-E.  Bickmore.  En  comparant  cette  Table  avec  celle  de 
E.  Lucas  dans  le  Journal  de  Mathématiques  élémentaires 
(1886,  p.  160),  nous  trouvons  que  l'on  a 

10*' —  I  =  3*.  207  1723.5363-22257. 

Lucas  affirme  que  la  décomposition  de  10"  —  1  est  complète 
pour  les  valeurs  n  =  19,25,  27,  29,  3i,  33,  35,  37,  38,  89,  4o» 
41.  Il  s'est  trompé  dans  cette  affirmation  puisque  lo*' — i  con- 
tient le  facteur  25  601  et  lo*' — i  le  facteur  62003  qu'il  a  omis. 

Dans  la  décomposition  de  10" — i  de  la  Table  de  M.  Bick- 
more il  y  a  une  erreur  d'impression.  Au  lieu  de  43o3i  il  faut 
lire  43037. 

Enfin  je  signale  que  dans  les  Archiv  der  Mathematik  und 
Physiky  de  Griinert  (28  janvier  1902),  se  trouve  une  continua- 
tion de  la  Table  de  Bork  par  H.  Hertzer,  donnant  le  nombre 

des  figures  dans  la  période  de  la  fraction  décimale  —jusqu'à 

p  =  111229. 
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CERTIFICATS  DÉTUDES  SUPÉRIEURES. 


ÉLÉMENTS  GÉNÉRAUX  DE  MATHÉMATIQUES. 


Caen. 


I.  Etant  donnés  (rois  axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ, 
trouver  le  lieu  S  d'une  circonférence  qui  s^appuie  sur  OZ 
tandis  que  son  plan  reste  parallèle  à  OXY  et  que  son  centre 
décrit  la  droite  ^  =  o,  x-h z  ^  a.  Calculer  le  volume  V 
compris  entre  les  parties  positives  des  plans  coordonnés,  le 
plan  X  =  a  et  la  sur/ace  S.  Lignes  de  plus  grande  pente 
de  S  par  rapport  au  plan  des  xy, 

II.  Une  barre  OP,  très  mince,  homogène,  de  longueur -xl^ 
peut  tourner  dans  un  plan  H  autour  de  Vextrémité  O  qui 
est  fixe;  chacun  de  ses  éléments  est  attiré  vers  un  point  A 
du  plan  II  avec  une  force  égale  au  produit  d'une  con- 
stante (o>  par  la  masse  de  l'élément  et  par  sa  distance  au 

point  A;  OA  est  égal  à  -^l.  A  l'instant  initial,  V  angle  POA 

est  droit  et  la  barre  animée  d'une  vitesse  angulaire  o>  de 
sens  tel  que  l'angle  POA  commence  par  croître.  Déterminer 
le  mouvement  de  la  barre, 

III.  Épreuve  pratique.  —  Calculer  le  temps  qui  s'écoule 
depuis  le  passage  du  Soleil  au  périgée  jusqu'à  l'instant 
où  son  ascension  droite  est  de  5t'A5*. 

Solutions. 
(I).  S  est  un  cône,  ar*-l- j^*—  3(a  —  z)x  =  o. 

V  est  égal  à  ( 1 —  )a^. 

\«^        9/ 
Les  lignes   de  pente  se  projettent   sur   OXY*  suivant  des 
cercles  touchant  OY  a  rorigine. 


Digitized  by 


Google 


(  .38  ) 
(H).  Si  l'OA=0,  on  a 


\dl*  /       S  '  I 


cos-t 

•2 


(Juillet  1901.) 


I.  Trouver  une  sur/ace  de  révolution  telle  qu*en  un  quel- 
conque de  ses  points  M,  un  des  centres  principaux  de  cour- 
bure soit  à  la  même  distance  de  rare  que  M.  Considérant 
la  portion  de  surface  comprise  entre  les  plans  tangents  en 
deux  de  ses  points  de  rencontre  consécutifs  avec  Vaxe,  cal- 
culer son  aire  A  et  le  volume  V  qu'elle  limite. 

H.  Mouvement  d* un  point  pesant  sur  un  cône  a  axe  ver- 
tical, dont  la  base,  de  rayon  a,  est  à  une  distance  a  au- 
dessous  du  sommet  :  à  Vinstant  initial^  la  vitesse  est  hori- 
zontale et  égale  à  'i  ^fga,  le  mobile  étant  à  la  distance 
du  sommet, 

ni.  Épreuve  pratique.  —  Calculer  In  hauteur  du  Soleil 
au-dessus  de  l'horizon  d'un  point  dont  la  latitude  est 
boréale  et  égale  à  47° ^9',  le  jour  du  solstice  d*été,  l'heure 
sidérale  étant  de  11'' 9.5"  :  l'obliquité  de  Vécliptique 
est  23"  27'. 

Solutions. 

(i).  La  mcridicnne  est  une  cycloïdc  :  a  étant  le  rayon  du 
cercle  générateur,  on  a 

A  =  ^7:  a»,         V=  filtra'. 

(!I).  Projection  horizontale  de  la  trajectoire 
n  \/'>.  a  dr 


d^ 


r(r  -h  a)  y/-). r  —  a 

(Novembre  1901.) 


I.  Une  droite  MP,  de  longueur  donnée,  se  meut  dans  un 
plan  en  restant  tangente  à  la  trajectoire  (C)  de  son  extré' 
mité  M  : 

!•  Prouver  que  la  normale  en  V  à  la  trajectoire  (T)  du 
point  V passe  au  centre  de  courbure  rfe  (C)  e/i  M; 
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•i"  Déterminer  (Q)de  manière  que  (T)  soit  une  droite  A  : 
construire  et  rectifier  la  courbe  trouvée  (T); 

3*  Montrer  qu*en  un  point  quelconque  de  la  surface  S 
engendrée  par  la  révolution  de  V  autour  de  A,  le  produit 
des  rayons  de  courbure  principaux  est  constant;  reconnaître 
que  S  et  la  sphère  ne  sont  pas  les  seules  surfaces  de  révolu^ 
tion  qui  jouissent  de  cette  propriété, 

II.  Mouvement  d'une  barre  pesante  et  homogène  dont  les 
ejctrémités  glissent  sans  frottement  sur  une  hélice  coupant 
sous  un  angle  de  45"  les  génératrices  d'un  cylindre  à  axe 
vertical  :  la  vitesse  initiale  est  nulle, 

III.  Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'heure  moyenne  à 
midi  vrai,  le  jour  du  solstice  d'été  (i"*35*). 

(Juillet  1902.) 

Lyon. 

I.  Mouvement  d'un  point  pesant  dans  un  milieu  résistant , 
qu4ind  la  résistance  dépend  de  la  vitesse  seule,  suivant  une 
loi  donnée. 


IL  Intégrer 


(a?* -h  y^)  dx  =  2xy  dy. 


JII.  La  normale  MN,  en  M,  à  la  courbe  G  dé  finit,  par  la 
construction  indiquée  sur  la  figure,  le  point  P. 


Quel  est  le  lieu  P  de  P  lorsque  la  courbe  G,  parcourue 
par  M,  est  la  parabole 

J^2=  'ipxl 
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Solutions. 

On  ne  donnera  la  solution  que  de  III.  Les  problèmes  I  et  II 
sont  des  applications  innmédiates  du  cours. 
La  normale  MN  au  point  M(a7,  y)  a  pour  équation 

(w  —  x)dx  -\-{^v  —  y)dy  =  o. 

Faisons  successivement  i>  =  o  et  m  =  o,  on  a,  pour  les  coordon- 
nées de  P, 

Y  dy  ce  dx 

Pour  la  parabole,  tout  calcul  fait,  il  vient 

xy 

P 
c'est-à-dire 

pour  le  lieu  P.  C'est  une  cissoïde  facile  à  construire. 

(Novembre  1902.) 


PHYSIQUE  MATHÉMATIQUE. 


Paris. 

Épreuve  écrite.  —  Théorie  de  la  réflexion  totale. 

Epreuve  pratique.  —  Dans  le  phénomène  de  la  réflexion 
totale,  les  petits  déplacements  vibratoires  de  Véther,  pro- 
duits sur  la  surface  réfléchissante,  sont  décroissants  aux 
diverses  distances  x  de  cette  surface,  comme  l* exponentielle 


Tto>    ^ 


çà  T  est  la  période  de  vibration,  tu  la  vitesse  de  propa- 
gation de  la  lumière  au-dessus  de  la  surface,  N  l'indice  de 
réfraction  et  i  l'angle  d^incidence. 

On  demande  à  quelle  fraction  de  leur  valeur  à  la  sur- 


Digiti 


izedby  Google. 


(  <4.  ) 

face  sont  réduits  ces  déplacements,  aux  distances  respec- 
tives T  =1  lia  et  r  =•  ^tw  de  une  et  deux  longueurs  d^onde^ 

quand  l'indice   N  de  réfraction  est  :^  >   ce  pour  une  inci- 
dence i  =  7j". 
On  a 

<r  =  2,7i8a8,        t:  =  3,i4i59. 

(Juillet  190*2.) 


SOLUTIONS  BB  OUBSTIONS  PROPOSÉES. 


1951. 

(iMi,  p.  &:6.) 


Trouver  les  courues  telles  que  la  distance  de  l'origine 
à  la  tangente  soit  proportionnelle  à  la  normale  limitée  à 
l'axe.  (A.  Pellet.) 

SOLUTION 
Far  M.  il.  Amstein. 

Si  les  coordonDées  sont  rectangulaires,  la  distance  de  l'ori- 
gine à  la  tangente  au  point  {x^y)  à  une  des  courbes  cherchées 
est  donnée  par  l'expression 


et  la  normale  au  même  point  par 


yy/i-^p-, 
où 

L'équation  difTérentielle  des  courbes  demandées  est  ainsi. 
(I)  y  —  px  =  myi^\^p^), 

où  m  signifie  un  nombre  réel  quelconque. 

Pour  l'intégrer,  on  la  diiïércntie  d'abord,  ce  qui  donne 

dy  — pdx  —  xdp  =  m{\  '\- p^)  dy  -\-  impy  dp. 
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Afin  de  débarrasser  celle  dernière  équation  delà  variables, 

dy 
on  y  remplacera  x  par  sa  valeur  lirée  de  (i),  et  dx  par  -^• 

Il  vient,  tous  calculs  faits, 

dy  ^  m-^A-mp^ 
y  mp(i-^pi) 

L'intégration  de  cette  équation  différentielle  n'offre  aucune 
difficulté,  et  Ton  obtient  immédiatement 

^'>s(  =  {'-i)^°SP+'-^^log(i  +  p*), 

d'où,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres, 

t  i-tm 

(a)  y  —  ^p     '"(l-H/)*)  *'"   . 

La  valeur  correspondante  de  x  est  fournie  par  (i).  Elle  est 


(3)  ^^C(,4-/>')  ^'-    [i^m(i^p^)] 

Les  équations  (2)  et  (3),  dans  leur  ensemble,  constituent 
rintégrale  générale  de  l'équation  différentielle  (i).  Elles  sont, 
en  effet,  une  représentation  paramétrique  des  courbes  cher- 
chées. En  y  substituant/?  =  tanga,  elles  prennent  la  forme 

^  cos*  a  —  m 
x=z  G j — % 

(sîna)'» 
^  =  G  (sina)     "*  cosa. 
Cas  particuliers  : 

a.  Pour  m  =  i  on  obtient  la  circonférence 

a?  = — G  sin  a, 

y=      Gcosx        ou        a7*-*-j/*=  G*. 

b,  La  valeur  m  =  — i  conduit  aux  équations 

X  =  C  sina(i  -f-  cos-a), 
^^  =  G  sin*acosx 
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ou  bien  à  Téqualion  unique  qu'on   en   tire  par  rélimination 
de  a 

(x^-^jriy—  C«(ar*4-  20 a-«^»  —  8 j^* )  4-  16  C^y*  =  o. 

La  courbe  du  sixième  déparé  représentée  par  cette  équation 
a  quatre  points  de  rebroussement  de  première  espèce  dont  les 
coordonnées  sont  respectivement 

et  les  cocflicients  angulaires  des  tangentes  en  ces  points  sont 
respectivement 

tanga  =izh  /i. 

c.  Pour  m  =  -  ]a  courbe  cherchée  est  la  parabole 
^      cosaa 


I  —  cos  '2  a 


^                   ^.  /i  -i- cos  2  a 
y  =  G  cos 9 a  =  Cl/ 

u 

Autres  solutions  par  MM.  Barisien  et  Couvert. 

QUESTIONS. 


1966.    Soit  a  un  nombre  positif  donné,  on  pose 

a<*  u  u 

«î  =  r, — 77":^'  '        "«  = 


Démontrer  que  pour  n  infini 


limu/{= 


(Maillard.) 
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1907.  Soient  AIB  une  corde  d'un  cercle,  AJB  un  des  arcs 
sous-tendus,  I  et  J  étant  les  points  milieux;  M  étant  un  point 
quelconque  de  la  corde  AB,  élevons  par  ce  point  une  per- 
pendiculaire   sur    cette    corde;    elle  va    rencontrer    une    des 

cordes  AJ   ou  JB   en   un  point    Mi,   AJ   si    -^  <  -    et  JB 

si  -rrr  >  -•  Procédant  sur  la  corde  qui  comprend  Mi,  comme 
Ad         2 

tantôt  sur  AB  et  M,  on  obtient  un  point  Mj.  On  obtient  ainsi 

une  suite  de  points  M^,  M{,  ...,  M^  qjui  ont  pour  limite  un 

A  M 
point  de  l'arc  AJB,  le  partageant  dans  le  rapport  -r^*    On 

demande  les  coordonnées  du  point  M,,.  (A.  Pellet.) 

1968.  Sur  toute  normale  à  une  conique,  le  pied  de  cette 
normale,  le  centre  de  courbure,  le  point  de  Frégier  et  le  mi- 
lieu du  segment  limité  à  la  conique  forment  une  division  har- 
monique. 

Corollaire  I,  —  Les  normales  sur  lesquelles  le  point  de 
Frégier  coïncide  avec  le  centre  de  courbure  sont  inclinées  à  45" 
sur  les  axes. 

Corollaire  IL  —  En  tout  point  d'une  hyperbole  équilatcre, 
le  rayon  de  courbure  est  égal  et  de  sens  contraire  au  demi- 
segment  de  la  normale  limitée  à  l'hyperbole. 

Corollaire  lU.  —  En  un  ombilic  d'une  quadrique  les  points 
de  Frégier  de  toutes  les  sections  normales  sont  coïncidents. 

(M.  d'Ocagne.) 


ERRATA. 


Dans  le  Mémoire  de  M.  R.  Gilbert  :  Mouvemenl  initial  d'un 
solide  invariable  {Nouv.  Ann.,  décembre  1902,  p.  56a-564),  la  solu- 
tion donnée  n'a  pas  toute  la  généralité  qui  lui  est  attribuée. 

Voici  comment  il  faut  corriger  le  texte  : 

2*  La  force  F  est  située  dans  un  plan  principal  d'inertie. 

30  Le  système  donné  est  supposé  équivalent  au  système  de  deux 
forces  F,  et  F,,  la  première  passant  par  le  centre  de  gravité  G,  la 
seconde  située  dans  un  plan  principal  d'inertie. 
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NOUVELLES  ANNALES  DE  MATHÉMATIQUES. 


N-3.  SUPPLÉMENT.  Mars  1903. 


CHRONIQUE. 

\ 
L'Institut  Carnegie,  sur  l'avis  de  sa  section  de  Physique  du  Globe, 
a  consacré  une  somme  de  6000  dollars  à  des  recherches  relatives  auv 
problèmes  fondamentaux  de  la  Géologie,  sous  la  direction  du  D*^  T. -G. 
(Ihamberlin,  de  l'Université  de  Chicago.  Ces  recherches  consisteront 
à  déterminer  les  rapports  de  certaines  phases  des  problèmes  de  la 
Terre  avec  les  Mathématiques,  l'Astronomie,  la  Physique,  la  Chimie  et 
la  Géologie.  Doivent  participer  à  ces  travaux:  le  D"^  F.-R.  Moulton,  de 
la  section  d'Astronomie  de  l'Université  de  Chicago;  le  professeur 
C.-S.  Slichter,  de  la  section  de  Mathématrt[ues  de  l'Université  de  Wis- 
ion<in;  le  professeur  L. -M.  Hoskins  de  la  section  du  Génie  de  l'Univer- 
>ité  Leland  Stanford;  le  professeur  Julius  Stieglitz  de  la  section  de 
(Ihimie,  et  M.  Lunn^  de  la  section  de  Mathématiques  de  l'Universilé 
(le  Chicago. 

L'Académie  nationale  des  Sciences  tiendra  son  assemblée  annuelle 
ordinaire  à  Washington.  Première  réunion  le  17  avril. 


Le  professeur  K.  Hensel  a  succédé  au  professeur  L.   Fuchs,  décédé, 
comme  directeur  du  Journal  de  Crelle, 


A  l'oceasion  des  fcles  en  l'honneur  de  Bolyai  à  l'Unirersité  de 
Klausenberg^,  le  i5  janvier,  la  Faculté  a  conféré  au  professeur 
H.  Poinca'ré  le  titre  honoraire  de  docteur  eu  Philosophie. 


La  dixième  assemblée  d'été  de  l'American  mathematical  Society 
>e  tiendra  à  l'institut  de  Technologie  du  Massachusetts,  à  Boston 
(Mass.),  le  lundi  3i  août  et  durera  toute  la  semaine.  Les  quatre  derniers 
juurs  seront  consacrés  à  des  réunions  dans  lesquelles  seront  données 
fies  conférences  dont  ^oici  le  programme  : 

Six  conférences  sur  des  sujets  choisis  dans  la  théorie  des  séries 
divergentes  et  des  /raclions  continues,  par  le  professeur  E.-B,  Van 
Meck.  Trois  conférences  du  professeur  H. -S.  White,  donl  le  sujet  sera 
N.  A,  —  Suppl.  è 
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annoncé  ultérieurement.  Trois  conférences  du  professeur  F. -S.  Wood*?. 
sur  les  propriétés  conneclives  de  l'espace  non-euclidien. 

Une  Note  donnant  de  plus  amples  détails  sur  rassemblée  et  les  diffé- 
rentes réunions  paraîtra  en  mai. 


M.  Appell  vient  d'être  nommé  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Paris,  en  remplacement  de  M.  Darboux  qui  avait  donne  sa  démission. 


L'Académie  des  Sciences  de  Budapesth  vient  de  fonder  un  Pri.r 
Holyai  (io'>oo''^)à  décerner  tous  les  cinq  ans  à  un  Ouvrage  sur  le-? 
Mathématiques. 

M.  H.  Poincaré  a  été  promu  récemment  à  la  dignité  de  Comman- 
deur de  la  Légion  d'honneur. 


L'Association  matliématique  de  Londres  a  reçu  de  son  Comité  un 
Happort  concernant  les  Mathématiques  élémentaires.  D'après  le  résumé 
donné  par  le  Times,  voici  les  conclusions  de  ce  Rapport,  relativement 
à  la  Géométrie  : 

1.  Il  est  désirable  que  le  premier  enseignement  de  la  Géométrie  ne 
soit  pas  mathématique,  mais  expérimental,  avec  IVmpIoi  d'instruments, 
avec  mesures  et  calculs  numériques. 

2.  Que  les  écoles  publiques  introduisent  dans  leurs  programme*» 
d'admission  une  quantité  notable  de  problèmes  exigeant  l'emploi 
«rinslrunients  et  l'obtention  de  résultats  numériques  d'après  des  données 
également  numériques,  cela  sur  des  figures  dessinées  avec  soin;  que, 
dans  leurs  examens  d'admission  aux  bourses,  le  même  principe  soil 
adopté. 

\\,  Que  les  compositions  de  Géométrie  élémentaire,  dans  les  examen> 
tels  que  les  examens  spéciaux  à  chaque  Université,  ceux  du  Collège 
«les  Précepteurs,  l'examen  qui  précède  la  prises  des  grades  à  Oxford, 
l'examen  préliminaire  de  Cambridge,  contiennent  certaines  question^^ 
concernant  l'emploi  d'instruments. 

\.  Quand  les  élèves  sont  déjà  familiarisés  avec  les  principales  cons- 
tructions d'Euclide  avant  de  commencer  leurs  études  de  Géométrie 
mathématique,  il  est  désirable  qu'on  sépare  altsolument  le  cours  de 
constructions  géométriques  du  cours  théorique.  Les  deux  cours  seront 
probablement  faits  parallèlement,  mais  une  grande  liberté  doit  être 
accordée  au  professeur  quant  à  l'ordre  dans  lequel  il  traite  les  diffé- 
rentes constructions. 

Le  Rapport  s'occupe  ensuite  du  cours  de  constructions,  du  cours  de 
Uiéorcmes   et   de   rim])ortance   des  problèmes  auxiliaires.   Le  Comité 
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ns.fiin mande  l'ordre  général  suivant  dans  l'élude  des  Irois  premiers 
|j\re5  et  pense  que  les  examinateurs  devraient  être  invités  à  adopter 
•  il  ordre  :  Livre  I,  i'*  Partie  du  lii\re  JII,  Livre  II,  la  •^.*  Partie  du 
livre  fil,  ceci  accompagné  d'indications  détaillées. 

H»ianl  à  l'Arithmétique  et  à  rAlgèbre,  le  Comité  pense  que  la  valeur 
•Ir  l'i'useigneiueni  de  ces  sciences  peut  être  sérieusement  amoindrie  par 
la  tendance  qui  se  manifeste  de  sacrifier  la  clarté  à  une  simple  habileté 
tin'ca  nique. 

A  ce  propos  il  recommande  : 

a.  De  donner  fréquemment  de  vive  voix  des  exemples  faciles,  aussi 
Lien  en  Arithmétique  qu'en  Algèbre. 

b.  De  donner  une  grande  importance  aux  principes   fondamentaux, 

c.  De  faire  en  sorte  que,  autant  que  possible,  les  règles  employées 
(df  les  élèves  soient  des  généralisations  fournies  par  leur  propre  expé- 
ri'-nce. 

d.  D'employer,  quand  faire  se  pourra,  la  Géométrie  à  illustrer 
1  Vrilhméiique  et  l'Algèbre  et  en  particulier  de  donner  de  l'extension  à 
r^nploi  des  graphiques. 

e.  De  remettre  à  plus  tard  un  certain  nombre  des  règles  les  plus 
oridcî*  et  des  ty[)cs  d"exem])les  les  plus  difficiles,  que  les  examens  seuls 
nuis  obligent  à  retenir  au  cours  de  nos  études. 

A\ec  ces  principes  comme  guide,   l(^  Comité  émet  des  idées  variées. 

hiant  donnée  la  longueur  de  temps  exigée  par  renseignement  (b;s 
/ii.mbreuses  régies  relatives  à  notre  système  coni[)liqué  de  poids  et 
Fiifsures,  le  Comité  a  émis  l'opinion  unanime  que  les  intérêts  de  Tins- 
trui  lion  demandaient  l'adoption  rapide  d'un  système  décimal  de  poids, 
ni»?ures  et  monnaies.  (Science.) 
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Liste  des   Correspondants  des  NOUV£LL£S  ANNALES 
dans  l^s  ailles  où  siègent  les  Facultés  des  Sciences. 

Besançon  :  M.  N....  —  Bordeaux  :  M.  N,..*  —  Gacn  :  M.  A.  de  Saint- 
Ger&uin.  —  Clermont-Ferrand  :  M.  CGuiciiaud'.  —  Dijon  :  M.  Diport. 

—  Grenoble  :  M.J.  Collet.  —  Lille  :  M.  Boulanger.  —  Lyon  ;  M.L. 
AuTONNE.  —  Marseille  :'  M.  Sauvage.  —  Montpellier  :  M.  E.  Fabry. 

—  Nancy  :  M.  II.  Vogt.  —Paris  :  M.  Rapfv.  —  Poitiers  :  M.  Mail- 
lard.— Rennes  :  M,  Le  Roux.  —  Toulouse  :  M.  Cosserat. 


Le  prî\  de  rabonnement  à  la  Bibliothèque  malhématique^des 
travailleurs  est  de  12^''  pour  un  an  et  6^*^  pour  six.  mois. 

Les  abonnés  des  IVoui  elles  Annales  de  Mathématiques pourvoul 
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SDR  LIS  FONCTIONS  ADMEHANT  LES  SOB^TIJUTiaNS  '.    o 

riIN  6R0DPB  DONNÉ  ET  SEULEMENT  CES  -I^IIBjSJIt 
TUTIONS-LÀ  (•); 

Pab  m.  e.  iaggi. 


Soit  G  un  groupe  de  substilulions  à  une  variable.  Sup- 
posons qu'il  existe  des  fonctions  complètes  uniformes  de 
groupe  G  ;  si  ^  =f(x)  est  l'une  d'elles,  toutes  les  autres 
fonctions  uniformes  du  grou^ie  sont 

(.)  ^^^^^ 

^  '  V  y  -h  p 

et  les  subslitutions  Sn{x)^  dont  le  groupe  G  est  alors 
discontinu,  sont  les  racines  de  Téquation 

(2)  /(^)=/(0 

et  eu  sont  racines  simples.  Soit 


(3)  y=/(x)^ 


6u -+-  /?  1  a?  -4-  6 j  07*  -f- * 


où  ^0  ^t  ^0  1^^  ^^^^  P^^  "^'^  ^  1^  ^^^^7  6^  où  les  deux 
tenues  de  la  fraction  du  second  membre  sont  des  fonc- 
tions entières  mises  sous  forme  de  séries  conveigcules. 
L'équation  aux  substilutioiis  peut  s'écrire 

/yv  r/     \       /•/   \       ao-h  aiS  -^. .  . 


bo  -f-  àis  -h. . . 
ou 

(5)     ao—boy'i-(ai  —  biy)s  -h  (a,—  6,7)5*4-.  ..  =  o, 

(*)   Kotr  les  Notes  précédentes  de   l'auteur  sur  ce   même   sujet 
{Aouv,  Ann.f  1901,  1903). 

Ann.  de  Mathëmat,,  4*  série,  t.  III.  (Avril  1903.)  lO 


"••''-.A 
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équation  dont  le  premier  membre  est  une  fonction 
entière  de  s. 

Réciproquement  si  j^  =y(x)  est  une  fonction  com- 
plète uniforme  quelconque,  cette  fonction  admet  des 
substitutions,  en  groupe  discontinu,  qui  sont  toutes  les 
racines  de  Téquation  (2)  ou  (5)  et  en  sont  racines 
simples. 

Or,  le  premier  membre  de  l'équation  (5)  étant  une 
fonction  entière  de  5,  et  les  racines  de  cette  équation 
étant  les  substitutions  Sn  du  groupe  G,  on  a  (^) 

(6)  {  ao-bojr-  ;^'-^ï^t' 


ou 


il 
n 


les  quantités  hn,  k»,  Imj  •  •  •  ne  dépendant  que  des  coef- 
ficients de  l'équation  en  s  (5),  c'est-à-dire  de  x  et  des 
constantes  a,  £,  et  ayant  pour  principale  propriété  de 

rendre  convergentes  les  séries  Çi ,  ^2?  ?3i 

Désignons  par  ^1,  ^2,  ^s?  ...les  seconds  membres 


(^)  Voir  les  Notes  de  l'auteur  :  Sur  les  zéros  des  fonctions  en- 
tières {Nouv»  Ann,,  1901,  1902). 
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des  équations  (6) 

<7)  \ 


Lorsque  les  séries  X*^'  51"»'  "*'  *^*^'  conver- 
gentes, les  /{/i,  A"/,,  ...  sont  nulles  identiquement;  et  les 
fonctions  ^i,  ^3,...   se  réduisent  alors  aux  fonctions 


symétriques 

(8) 


^m  Sfi  ^m  S  fil  S  II  ^H  S  m  Su  S 

{ntyé  riy^p  ?^...). 


Nous  appellerons  yb/ict« 0/15  symétriques  normales  du 
premier  ordre  ces  fonctions- là  et,  dans  le  cas  où  ces 
séries  ne  sont  pas  convergentes,  nous  étendrons  cette 
dénomination  aux  fonctions  ^  qui  les  remplacent  ;  on 
voit,  sur  les  équations  (6),  qu'il  peut  arriver  qu'une 
fonction  ^m  se  réduise  à  une  constante  :  il  faut  et  il 
suffit  pour  cela  que  bm  et  bo  soient  tous  deux  nuls,  ou 
que  am  ^t  Uq  soient  tous  deux  nuls. 

Mais  toutes  les  fonctions  à  ne  peuvent  se  réduire  à  des 
constantes,  car  alors  ^o,  ou  bo^  devrait  être  nul  cl  avec 
ce  coefficient  tous  les  a,  ou  tous  les  b^  devraient  être 
nuls  aussi,  ce  qui  ne  peut  être. 

Les  fonctions  ^  non  constantes  donnent  lieu  aux  théo- 
rèmes suivants  : 

L  Les  premiers  membres  des  équations  (6)  étant 
tous  linéaires  en  y^  deux  fonctions  i(  non  constantes 
sont  fonctions  linéaires  Vune  de  l'autre» 
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II .  Toute  fonction  symétrique  du  premier  ordre  est 
une  fonction  périodique  de  groupe  G. 

III.  Inversement,  toute  fonction  uniforme  du 
groupe  G  est  une  fonction  linéaire  d*une  fonction 
symétrique  du  premier  ordre  <{/,  d' ailleurs  choisie 
d' une  manière  quelconque  pourvu  qu'elle  ne  soit  pas 
constante, 

IV.  Les  dénominateurs  des  premiers  membres  des 
équations  (6)  étant  tous  égaux,  ai  Xo,  X|,  Xj,  . . .,  \m 
désignent  des  constantes  quelconques  e^  ai ,  a2,  . . . ,  «m 
des  entiers  quelconques,  on  a 

(9)  Xo-4-Xt^«,H-X,4;a.H-...H-X|»4;flt„.=  j^*^"^^^  > 

ce  qui  montre  qu'une  fonction  linéaire  entière  de 
m  fondions  symétriques  du  premier  ordre  if  est  une 
fonction  du  groupe. 

Les  déuoiiiinaleurs  a^ —  b^y  de  deux  telles  fonctions 
étant  les  mêmes,  leur  quotient  sera  encore  une  fonc- 
tion linéaire  de  y  ^  c'est-à-dire  une  fonction  du  groupe, 
eu  sorte  que  toute  fonction  du  groupe  pourra  se  nieilre 
sous  la  forme 


(10) 


1^0-+-  lAi^'i-H-  fAo'i't-H. 


il  suffit  pour  le  voir  de  vérifier  que  cette  fonction  est 
une  fonction  linéaire  de  ij/,  par  exemple,  dans  laquelle 
les  coefficients  sont  arbitraires. 

Les  considérations  précédentes  donnent  un  moyen  de 
former  les  fonctions  uniformes  de  groupe  G,  au  moins 

lorsque  les  séries  ^  — >  -,  '  •••  so"L  convergentes  :  les 
fonctions  du  groupe  sont  toutes  les  fonctions  linéaires 
de 'il,  ou  de  63,  ou  de  J/3, Lorsque  les  séries  pré- 
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cédeutes  ne  sont  pas  convergeules  il  faut  introduire  des 
quantités  Aj,,  k„y  . . .  dont  la  propriété  principale  est  de 
rendre  fi,  (p2y  -••  convergentes,  mais  qui  ne  sont  pas 
entièrement  déterminées  par  cette  condition,  en  sorte 
qu'ayant  choisi,  par  exemple,  certaines  fonctions  hi  qui 
rendent  convergente  ^i,  ^'^  ^^^  peut  être  assuré  que  la 
fonction  cpi  ainsi  formée  admet  les  substitutions  du 
groupe.  Il  ne  parait  guère  possible,  dans  Tétat  actuel  de 
cette  théorie,  de  lever  cette  ambiguïté;  et  nous  nous 
bornons  à  ce  premier  résultat  que  toute  fonction  du 
groupe  est  déterminée  comme  fonction  linéaire  de  Tune 
quelconque  des  fonctions  (7) 

yj-,  y-!-,  y— ^ 

lorsque  ces  séries  sont  convergentes;  et,  :i  ce  sujet,  on 
peut  ajouter  qu'il  n'est  pas  nécessaire  que  celle  des 
séries  qu'on  emploie  soit  absolument  convergente;  il  est 
évidemment  suffisant  qu'elle  soit  convergente  lorsque 
ses  termes  sont  rangés  dans  un  certain  ordre. 

On  peut  penser  que,  au  lieu  de  Tune  des  fonctions 
précédentes,  on  peut  employer  Tune  des  fonctions 


ZàsH'     lisf^sf/     làsf/ 


Nous  allons  voir  que,  généralement,  on  ne  le  peut 
pas. 

Appelons  fonctions  symétriques  normales  de  Tordre  co 
des  fonctions  telles  que  les  fonctions  (7)  où  les  5,1  sont 
remplacées  par  leurs  puissances  de  degré  co,  j^,  lorsque 
les  séries  sont  convergentes;  ou,  dans  le  cas  général,  des 
fonctions  analogues  aux  fonctions  ij  où  le  même  chan- 
gement a  lieu,  en  même  temps  qu'un  changement  cor- 
respondant dans  les  ///y,  A/,,  .  . . ,  ce  qui  revient,  ainsi 
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quMI  est  facile  de  voir,  à  remplacer  dans  les  ^m,  fiy  f2j 

<P3,    ...  par  <pa>,  ^2(0»  <Psu)j 

Les  fondions  normales  d'ordre  u)  ainsi  formées  se 
réduisent  aux  suivantes  lorsque  celles-ci  sont  conver- 
gentes : 


m    n    p 


Les  fonctions  ^2?  ?3>  •  •  •  i  ?a>  sont  alors  les  analogues 
de  tj^i  ==  cp,  et  sont  d'ordres  respectifs  2,  3,  . , .,  o)^  les 
fonctions  analogues  à  'l^  sont 


(?*-^?t)»        -(?6-+-?J)»       -(?8^-TÎ)* 


et  sont  d'ordres  respectifs  2,  3,  4^  •  •  •  î  elles  se  réduiscînt 
respectivement  à 


lorsque  ces  dernières  dérivées  sont  convergentes.  Les 
fonctions  d'ordre  w,  y ^^^ ,  Xw,2i  Xto),3,  ••  •  ('/w,m  étant  celle 
qui  est  tirée  de  i,,,),  sont  des  fonctions  rationnelles 
des  cp  et,  par  suite,  de  y]  elles  admettent  donc  toutes 
les  substitutions  du  groupe  G,  mais  elles  eu  admettent 
généralement  d'autres.  En  ellet,  sauf  exception,  la  fonc- 
tion cp2  qu'on  tire  de  la  deuxième  équation  (6)  est  une 
fonction  du  second  degré  de  y\  ©3,  qu'on  tire  de  la 
troisième,  est  du  degré  3  en  y^  en  général,  ©„,  est  du 
degré  m  en  y;  il  y  a  exception,  par  exemple,  si  cfi  se 
réduit  à  une  constante,  car  alors  (p2  et  0%  sont  du  pre- 
mier degré  en  y,  «p^  est  du  second  degré,  . .  .  ^  si  tp^  et  ^2 
sont  constants,  <p3  et  cp4  sont  du  premier  degré,  etc.  ; 
d'une  manière  générale,  cp„{  peut  se  réduire  à  un  degré 
inférieur  à  m,  même  au  premier  degré,  par  exemple 
si  04,  ^2)  •  •  M  ®m.«  sont  des  constantes,  (fm  peut  même 
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se  réduire  à  une  constante.  11  s'ensuit  que  ^u,/»  qui 
conlienl  linéairement  ^^m  est  généralement  une  fonc- 
tion rationnelle  de  degré  mo)  dej^,  mais  peut  se  réduire 
au  premier  degré,  ou  même  à  une  constante^  Xœ,»»  ^^~ 
met  donc  généralement  d'autres  substitutions  avec  celles 
de  G,  et  ce  n'est  que  lorsque  yja^m  se  réduit  au  premier 
degré,  c'est-à-dire  à  une  fonction  linéaire  d'une  fonc- 
tion ^p  que  yTo),!»  est  une  fonction  du  groupe.  Nous 
concluons  donc  : 

Les  fondions  symétriques  normales  d'ordre  co, 
'f*fà,m  '^onl  généralement  des  fonctions  rationnelles  de 
degré  m(o  de  toute  fond  ion  y  du  groupe;  ce  n*est  que 
dans  les  cas  particuliers  oii  yta^m  se  réduit  à  une  fonc- 
tion du  premier  ordre  ifp  qu'on  peut  employer  yja,  m  à 
la  détermination  du  groupe. 

Les  fonctions  cp^^  sont  les  fonctions  d'ordre  co  formées 
au  moyen  de  <]^|  : 

?i=Xt»i»      ?ï=X«,i»      ?3=x»,i»        ■•'       ?«  =  X»»i»        ••• 

Si  îp,  (=<{*,)  n'est  pas  constante,  on  emploiera  cette 
fonction,  qui  est  la  plus  simple  à  former  dans   le  cas 

où  ^l""  ^^'  convergente,  pour  déterminer  les  fonc- 
tions ^(j:)  du  groupe 

vo,-hp 
Si  \]-  est   convergente,  mais  constante,  on  pourra 
alors  employer  ©a  = — Z^l 
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et  ainsi  (le  suite.  Si  ^  "w  ^^^  convergente  et  si  toule-^ 

les  sommes  analogues  relatives  aux  exposants  i,  2,  ..., 
(1) — I  sont  divergentes,  on  *ait  (•)  qu'il  est  des  cas 
où  les  /i;,,  kn,  ...  sont  telles  que  Çi,  ^3,  ...,  Of^-t  se 
réduisent  à  des  constantes,  ou  sont  même  nulles^  doni . 

si  (1)  est  le  plus  petit  nombre  pour  lequel  2\  "^  ^'^t  con- 

vergenle,  on  est  conduit  à  employer  celte  fonction  0^^ 
de  la  môme  manière  que  lorsque  les  fonctions  d  indices 
inférieurs  sont  constantes;  les  fonctions  entières  dont  le 
rapport  est  y  =zf(^x)  sont  alors  de  genre  co  —  1 . 

Mais  il  faut  remarquer  qu'on  ne  peut  être  assuré  i\ 
l'avance  que  les  hnj  hn^  .  ..  sont  tels  que  cpi,  cpj,  . . ., 
o>  —  I  sont  constantes.  Il  s'ensuit  (|ue  lout  ce  qu'on  peut 
affirmer,  c'est  que^^^  admet  toutes  les  substitutions  don- 
nées, mais  peut  en  admettre  d'autres,  et  il  restera  à  voir 
si  le  groupe  de  cp^,  est  le  groupe  G  donné  ou  contient  G 
comme  sous-groupe. 

En  général,  un  groupe  G  de  substitutions  contient 
des  sous-groupes  et  se  décompose  sous  forme  d'une 
somme  de  sous-groupes,  c'esL-à-dire  qu'il  existe  des 
sous-groupes 

^1,     gii     gz,      ••.,     gp^      ... 

>els  que  le  groupe  G  peut  être  considéré  comme  Ten- 
semble  de  toutes  les  substitutions  de  tous  les  sous- 
groupes  gp  (sauf  dans  chaque  sous-groupe  la  subslitu- 
tution  identique  qu'il  ne  faut  pas  répéter)  et  de  la 
substitution  identique  5  =  0. 

Supposons  qu'il  existe  une  fonction  y^(jr),  uniforme 
ou  multiforme,  admettant  les  substitutions  de  gp,  La 


(')  Vo'w  ia  Note  :  Sur  les  zéros  des  fonctions  entières  (A'omv. 
Ann.,  190a). 
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fonclion  cherchée  est  une  fonction  uniforme  de  fp{x). 
Les  substitutions  de  gp  sont  \es  racines  de  Féquation 

(«0  fp{s)=Mx). 

Les  fonctions  ©i,  Çj?  •  •  -i  fm  relatives  à  ce  groupe  gp 
sont  déterminées   de  la    même   manière  que   pour  le 

groupe  G;  en  en  retranchant  respectivement  -»  — 
on  a  les  sommes 


•  •  •  » 

X    x^ 


2(A.-i),  2(*.-^). 


relatives  au  groupe  gp^  sauf,  dans  chacune  d'elles,  le 
terme  correspondant  à  la  substitution  identique.  Si  Ton 
fait  le  même  calcul  pour  tous  les  sous>groupes  gp^  on 
voit  que  chacune  des  fonctions  ^m,  relative  au  groupe  G 

est  obtenue  par  la  somme  de  -^  et  de  termes  provenant 

chacun  d'un  sous-groupe. 

Ceci  sera  utile  pour  la  formation  des  fonctions  ^ , 
en  employant  particulièrement  des  sous-groupes  gp 
dWdre  i,  c'est-à-dire  formés  au  moj^en  d'une  seule 
substitution  fondamentale. 

On  pourra  aussi  procéder  autrement  :  former  la 
somme  (y  compris  la  substitution  identique)  des  termes 
relatifs  à  un  sous-groupe,  puis  substituer  à  x  dans  cette 
somme  une  fonclion  s  d'un  auirc  sous -groupe,  puis 
une  autre,  et  ainsi  de  suite.  Dans  tous  les  cas,  '^m  s<^ra 
obtenue  par  une  somme  de  termes  dont  la  formation 
est  méihodi(|ue. 

Si,  en  particulier,  toutes  les  substitutions  sont  algé- 
briques et,  par  exemple,  si  les  sous-groupes  fondamen- 
taux sont  les  groupes  de  N  fonctions  rationnelles,  les 
termes  P^  obtenus  par  la  seconde  méthode  sont  tous 
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algébriques 

P 

et  dans  certains  cas  sont  mèuie  rationnels  :  on  a  ainsi 
une  fonction  du  groupe  donné,  sous  forme  de  série  de 
fonctions  rationnelles  ;  mais  généralement  les  termes  P^, 
dans  la  seconde  formation  comme  dans  la  première,  sont 
transcendants,  même  lorsque  toutes  les  substitutions 
de  G  sont  algébriques.  Nous  donnerons  ultérieurement 
quelques  détails  sur  les  groupes  de  substitution  algé- 
briques et  les  fonctions  qui  y  sont  attachées. 

Les  relations  (6)  permettent  encore  de  démontrer  une 
formule  qui  sera  utile  dans  bien  des  cas  lorsque  les 
séries  (7)  sont  convergentes  :  soit  a  une  valeur  quel- 
conque de  X  autre  qu'un  point  multiple  du  groupe  ou 
Tun  de  ses  transformés  Sn{x)  s'il  en  existe,  et  soit  ^  la 
valeur  qu'acquiert  y  lorsque  x  égale  a.  p  — y  s  annu- 
lant avec  a  —  x,  on  peut  écrire 

Cliaiigeous  a:enj,{(jr)  dans  cette  égalité;^  ne  changeant 
pas,  on  a 


I 

7. 


Le   facteur    1 ne  s'annulant  pas  lorsque   x  =  OLy 

puisque  a  n'est  pas  un  point  multiple  du  groupe,  on  est 
conduit  à  écrire 

-^(-l)(-,■:fe) '•'-'• 

D'autre  part,   deux   facteurs  tels   que    1 ; — r  ne 

peuvent  s'annuler  à  la  fois;  car,  alors  on  aurait  à  la  fois 

5„(a:)  =  5,«(ir)  =  a, 
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ce  qui  ne  pourrait  arriver  que  si  a  était  un  point  mul- 
tiple du  groupe  ou  un  transformé  d*un  tel  point  par 
les  s„,  s'il  en  existe.  On  est  doue  conduit  à  écrire 


(12) 


-h^{'-mi'-ér> 


où  le  produit  I  1  est  étendu  à  toutes  les  substitutions 

du  groupe.  Or,  P  a  une  expression  très  simple.  En  ed'et, 
le  produit  qui  suit  P,  dans  l'hypothèse  faite,  est 

y  —  3 

et  nous  avons  vu  qu'une  telle  fonction  (9)  est  une 
fonction  du  groupe,  c'est-à-dire  une  fonction  linéaire 
de  jr;  d^ailleurs  celte  fonction  s'annule  avec  jk — ?> 
donc  Py  est  de  la  forme  Xy  -\-  a  : 

On  déterminera  les  deux  coefEcienls  A  et  [jl  en  se  don- 
nant les  valeurs  de  y  pour  deux  nouvelles  valeurs  a', 
a'' de  X.  Si,  par  exemple,  y  s'annule  avec  ^  (*),  on 
a  |JL  =  o,  P  =  const. 

Dans  l'analyse  précédente  on  a  supposé  que  a  n'était 
pas  un  point  multiple  de  G  ou  un  transformé  d'un  tel 
point;  mais  il  est  clair  qu'on  peut  poser  a  priori  l'éga- 
lité (12),  où  P  est  déterminé  par  celte  égalité  même,  et 
cela  quelque  soit  0L\  le  ihéorème  démontré  est  donc  vrai 
quel  que  soit  a  (pourvu  que  ^  soit  fini  et  déterminé, 
c'est-à-dire  pourvu  que  a  soit  distinct  des  pôles  et  points 
essentiels  de  y^  ou  du  groupe).  Ce  qu'il  y  a  de  parti- 


(*)  Parmi  les  fonctions  du  groupe,  fonctions   linéaires  de   l'une 
d'elles,  il  y  en  a  toujours  une  infinité  qui  satisfont  à  cette  condition. 
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culîer  dans  le  cas  où  a  est  un  point  multiple  du  groupe, 
c'est  (jue  a  est  une  racine  de  Téqualion  j/*  —  P  =  o,  d'un 
ordre  égal  au  nombre  des  substitutions 

Sn{x)  (n  =  0,  1,2,  ...) 

<|ui  sVgalent  en  ce  point,  nombre  qui  peut  d'ailleurs 
être  infini. 

Dans  certains  cas  particuliers,  il  existe  des  fonctions 
entières  parmi  celles  dégroupe  G.  Supposons' que^  soit 
entière,  on  voit  par  les  équations  (6),  on  y  faisant 

que  Ton  a 


«0— r  «0— r 

cl,  par   suite,    (|uc   la  formule  générale  des  fonctions 
entières  (!st 

(i3)  ^  ^ 


En  particulier,  si  ^ —  est  convergente,  non  constante, 
on  peut  prendre 

(M)  J^=       ^^ 


Ir. 


Toutes  les  considérations  précédentes  s'appliquent 
aux  fonctions  complètes  uniformes,  qui,  toutes,  comme 
on  sait,  ont  des  substitutions  qui  les  laissent  invariables. 
Elles  ne  s'appliquent  pas,  en  général,  aux  fonctions 
multiformes,  parce  que  celles-ci  ne  sont  périodiques  que 
dans  des  cas  exceptionnels;  mais  les  formules  qui  per- 
mettent de  trouver  toutes  les  fonctions  uniformes  d'un 
groupe  G  discontinu,  lorsqu'il  en  existe,   s'appliquent 
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intégralement  au  cas  où  il  existe  des  fonctions  multi- 
formes, et  non  des  fonctions  uniformes,  admettant  les 
substitutions  du  groupe  G  donné  et  seulement  ces  sub- 
stitutions-là. Nos  formules  donnent  alors  des  fonc- 
tions multiformes  du  groupe  donné,  fonctions  ponc- 
talcs,  linéales  ou  aréales,  suivant  que  le  groupe  est 
discontinu,  simplement  continu  ou  doublement  con- 
tinu. Mais,  si  ce  sont  les  plus  simples  fonctions  de 
groupe  G,  ce  ne  sont  plus  les  seules,  puisque  si  f{x) 
est  uue  /onction  multiforme  admettant  les  5,,  données 
et  seulement  celles-là,  en  un  mot  de  groupe  G,  toute 
fonction  de  la  forme 

où  y^  est  une  fonction  multiforme  non  périodique  quel- 
conque, satisfait  encore  à  ces  conditions. 

Nous  allons  maintenant  donner  quelques  exemples 
simples  de  détermination  de  fonctions  uniformes  au 
moyen  de  leur  groupe  de  substitutions  : 

i^  Considérons  d'abord  le  groupe  des  substitutions 

Sa{:r)=  niz-hx        (n  =  o,  rt  i,  ifc  2,  .. .). 
La  série 

y_!_=y— !_ 

^d  Sft (JC)        ^aà  HT,  ^  X 
n 

n*est  pas  absolument  convergente  ;  mais  on  peut  ranger 
ses  termes  dans  un  ordre  tel  qu'elle  soit  convergente  : 
on  sait,  en  effet,  que  Ton  peut  écrire 


siiKr  =  X 


I1'0-;F.)     («=±«>±'^>-) 


en  associant  par  couples  les  facteurs  dans  lesquels  n  a 
deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  et  faisant 
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croître  ensuite  n  h  partir  de  i .  On  a  donc  dans  les  mêmes 
conditions,  en  prenant  la  dérivée  logarithmique 

(i5)  I  tang:r  ""  x      jLà  nT^-\-x  ~'j^  nzt-hx 

{  (/l  =  0,±I,±2,...). 

On  vérifie  ainsi  que  les  fonctions  du  groupe  sont  les 
fonctions  linéaires  de  tangx. 

a"  Considérons  le  groupe  formé  par  les  deux  sortes 
de  substitutions 

(n,/>  =  o,it:i,±:2,  ...)• 
Sp(x)  =  (ip  -+- 1)7:  —  a? 

La  somme  \^  -  se  décompose  sous  la  forme 


p 


D'après  ce  qui  précède,  on  a 

yi.=y__L__  =  iy ! = ! 

^  Sn        ^dUmz  -hX  iLjid  X  X 

n  nit-H—       2  tang - 

Pour  former  y  —  >  nous  écrirons 

^■H  S  p 

cosa?  =  11/1 \  (2/>  4-1  =±i,  db3,  ...)» 

produit  convergent  si  Ton  associé  les  valeurs  égales  et 
de  signes  contraires  de  2/7  + i)  et  si  Ton  fait  croître 
2/>4-i  à  partir  de  i.  La  dérivée  logarithmique  donne 
alors 

_tangx=2- ^ =->!;( 


(2/>-M) X  \     r  f 
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et,  par  conséquent, 


21    __"^  I _   l  X 


Sp       Jmd{^p-\-l)Tl  —  X 

On  a  donc  enfin 


\^tang- 


(•6)    2:^  =  2:f--^Z^  =  :i/-^+t«»g?V;îi; 


On  vérifie  ainsi  qu'il  existe  des  fonctions  entières  du 
groupe,  parmi  lesquelles  est  sin x,  qui  sont  données  par 
la  formule  générale 

(.4)  ^  +  tx. 

La  formule  générale  (12)  conduit  dans  ce  cas,  en  fai- 
sant a  =  -  et  p  =  1 ,  à  la  relation 

I  —  sin  a:  =  2  sin*  ( ) 

\4        2/ 

el,  par  suite,  à  celle-ci 

I  —  cosa?  =  2  sin*  - 
2 

qui  se  trouve  ainsi  démontrée  directement  en  ne  se  ser- 
vant que  du  développement  en  produit  de  sinx,  et  des 
substitutions  de  cette  fonction. 

3^  Considérons  encore  le  groupe  des  substitutions 
de  cosx 

(/i,/>  =  o,  zhi,db2,  ...}. 

Sp^=ip'tZ  —  X 

La  somme  des  inverses  des  substitutions  est 

y_j_+y_i — 
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Or,  n  el^  prenant  toutes  les  valeurs  entières  positives 
et  négatives,  on  voit  que  les  termes  dans  lesquels  p=i  —  n 
se  détruisent  deux  à  deux  en  sorte  que  cette  somme  est 
nulle  :  on  peut  alors  employer  la  somme  des  inverses 
des  carrés  des  substitutions 

Puisque  les  substitutions  Sp  ne  sont  autres  que  les  sub- 
stitutions Sp  changées  de  signe,  la  somme  précédente 


e«  .2à-  °' 

2:i= 

^ 

- 

atang^ 

La  somme  cliercliée  est 

donc, 

en 

remarquant 

que 

-i' 

'2:i= 

^   d     I 

r 

I 

2  siii* 

X 
2 

I  —  cosar 

On  vériGe  ainsi  que  les  fonctions  entières  du  groupe 
sont  données  par  la  formule  (i3). 

On  remarquera  qu'au  contraire,   dans  les  deux  cas 

précédents,  par  exemple  dans  le  premier,  où  \  -  n'est 

pas  constante, 

,Jkdmz-\-x      ^aàSit,        tangor 

la  somme  2u~l  ^^'^**  peut  obtenir  en  dérivant  par  rap- 
port à  X 

—V  -j  =  — ^-r-  =  I  -+-  tang*  J7 
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est  une /onction  du  second  degré  de  toute  /onction  du 
groupe,  par  exemple  de  tango;  (*). 

4°  Considérons   le  groupe  de  la  fonction  elliptique 
Ujg=:  sniç 

*m,  m' =  4 /»  K  H- 2  m' t  K'-+- jr, 

Sp^p'  =  2(!2/>-4-i)K-f- a/?'iK'  — ar 
(m,  m', /?,y=o,±i,±2,  ...). 

La  somme  des  substitutions 

m*    m  P'     P 

qui  n*est  pas  absolument  convergente  est  cependant  con- 
vergente lorsqu'on  range  ses  termes  dans  un  certain 
ordre  qui  résulte  de  ce  qui  suit  et  qui  est  d^ailleurs 
employé  dans  la  théorie  des  fonctions  H,  B  de  Jacobi. 
Remarquant  que  p'  et  m\  comme  p  et  m,  sont  indépen- 
dants et  prennent  toutes  les  valeurs  entières  positives  et 
négatives,  nous  ferons  /?'  =  —  m'  et  nous  poserons 

2/n'iK'-+-x  =  z. 
La  somme  est  alors 

2j      2d  4/wK-H^  '^2d  2(2/>-f-l)K-5 

(m^p  =  o,  dt  I,  ±:  2,  .. .;  z  =  a7H-2m'tK',  /?i'r=  o,  dzi,  ±2), 


(*)  Dans  les  exemples  qui  précèdent  on  aurait  pu  employer  des 
séries  absolument  conTergentes  sous  la  forme 


Xi^-d-  2(*-i)' 


mais  cela  complique  l'écriture  et  ne  donne  pas  d'autre  résultat. 
Ann.  de  Mathémat,,  4*  sériCi  t.  III.  (Avril  1903.)  1 1 
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ce  qu'on  peut  écrire  encore 


7C 


lli\li — ^-^2, — r — —]• 

s     I    m    2mi:H-^z         p   (a/?-+-i)it— ^-8 

Si  l'on  compare  la  somme  entre  crochets  à  la  somme  (i6) 
relative  k  sino:,  on  voit  que  cette  somme  est  convergente 
en  associant  les  valeurs  de  m  et  de  p,  égales  et  de  signes 
contraires,  et  que  cette  somme  est 


sin  — =7  - 

2K 


La  somme  cherchée  relative  au  groupe  donné   est 
donc 


fc    "^         I         _    '^   V^ 


sin-^z  m-  sin  — |7(a7H-2/n'iK') 

2 IV  '2lV 

(/n'  =  o,  d=i,  ±2,  ...) 

ou,  en  faisant  sortir  le  terme  dans  lequel  m!  est  nul,  et 
associant  deux  à  deux  ceux  dans  lesquels  m'  a  la  même 
valeur  arithmétique, 


sin  —=T  X 

2K 


21    _  JZ__  I 

7  ■"  2K"^      s 
sin  — ; 
2l 

„    j  sin  — =^(ar-+-2niK')      sin— =^(a: — 2mK')  1 
(n  =  1,2,  3,  ...). 

Sous  cette  forme,  la  somme  est  convergente,  n  crois- 
sant à  partir  de  i . 

L'ensemble  des  deux  termes  soumis  au  signe  \]  prend 


Digitized  by 


Google 


(  i63  ) 
d'ailleurs  la  forme 


sin— 77(3?-»-  anïK')  sin  — e7  (a? --  2/itK') 

,    .     ic  .    K' 

4  sin— 7;.  ajcosnïir-rr- 

a  K  K 


K'  ic 

cosa/iticcT-  — cossra? 


•   COS  -TT  X 


On  a  donc 

21  ^     7C  I 


Sin— i^âT 
ail 


(17)  ^?;!sin4^y 22(1^^:10 

K        aK     ^  ,«        -ïï 

„      I  —  2^*'»COS^a7-h^*» 

Ceci  est  une  formule  connue  ;  mais  on  peut  la  déter-^ 
miner  complètement  par  notre  théorie.  On  sait,  en  effet, 
que  la  somme  obtenue  ainsi  est  une  fonction  linéaire 
de  la  fonction  u=sna:  du  groupe^  or,  on  voit  facile- 
ment que  : 

1^  Le  second  membre  devient  infini  lorsque  a:  s'an- 
nule ou  prend  une  valeur  quelconque  2/7iK  +  2m'*K' 
qui  annule  u; 

a**  Le  second  membre  s'anmule  lorsque  x  =  /K',  c'est- 
à-dire  lorsque  u  devient  infini. 

La  fonction  formée,   qu'on  sait   être  une  fonction 
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linéaire  de  u,  ne  peut  donc  être  que 


où  X  esl  une  constante  (*  ).  On  trouve  X  en  donnant  à  x 
une  valeur  particulière,  par  exemple  la  valeur  K;  ou 

mieux,  multipliant  le  développement   précédent  et  - 

sm  —^rX 

par  X  et  faisant  x  =  o,  -  = =  i ,  on  a 

la  valeur  K  attribuée  à  x  donne  alors  la  formule  connue 

2K       K  ^  iH-g»« 

n 
OU 

2K 


(*)  On  arrive  à  la  même  formule,  plus  rapidemeoti  en  considé- 
rant le  groupe  de  la  fonction  de  y  =  sin  —ttX 


»(r )  -  sn j:         (y  =  sin  ^ x\ 


dont  les  substitutions  sont  {Nouv.  Ann.,  1900) 

»n(y)  =  «»r  -+-  V^i-rV'-ûî  =  sin  ^j^  (a?  4-  a/iîK') 

(n  =  o,  ±i,±a,  ...). 

On  est  ainsi  conduit  immédiatement  à  la  série  convergente  cal- 
culée plus  haut 

y      /  .  =  y (n  =  o,  ±  I,  ±  a,  . . .) 

"^•^  '  sin  -TT  (x-\- 2 ni  K') 

aK 

qui  n'est  autre  que  —7 — r  = • 

f(r)       sna? 
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La  somme  \]  -  ii'élant  pas  constante  et  étant  conver- 
gente au  moins  d'une  certaine  manière,  la  somme  ^  -, 

est,  d'après  notre  théorie,  une  fonction  du  second  degré 
de  u\  cette  remarque  conduit  k  une  démonstration  inté- 
ressante d^une  formule  connue  ;  on  a 


^  I   __    a 


-h  6u  -+-  ca* 
+-  b'  u-h  c'a* 


Or,  la  fonction  H  peut  s'écrire,  X  étant  une  con- 
stante, 

H  =  XxTTfi+ — ,.  ^    ,.^) 

±J.\        a/wK-h-i/n'iK'/ 

->jTf^       *^«>^'       TT  'p^p' 

11  4'wK-f-2m'iK'll2(2/?-i-i)K-h2yiK' 
(m,m\p,p'=o,dzi,±i,  ...), 

où  les  produits  indiqués  sont  convergents  lorsqu'on 
range  les  facteurs  dans  un  certain  ordre  connu  qui 
résulte  d'ailleurs  de  l'étude  précédente.  Les  dérivées 
de  5„,,„',  Sp^p^  sont  5«,,«.=  i,  Sp^p,  =  —i  et,  par  consé- 
quent, en  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deun 
membres  de  l'équation  précédente,  on  a 

H' __  I       ^'     I  "V     '     «"V      '  V'     ' 

**  ^       ^""^  ^m^m'       ^"^^/'iP'       ^^^^m^m'       ^'^^PtP' 

et,  en  dérivant  encore  une  fois, 

H"  ""  Hï  ""  ''2d  tï;;;^.  ""2-  ;^  ■-  ""  a'  -f.  6'u  -h  c'«*  ■ 

Les  zéros  de  5^,  ms  Sp,p'  ne  sont  autres  que  ceux  de  u  ; 
ce  sont  ainsi  des  inHnis  doubles  du  premier  membre  : 
donc  a'=  b'=o.  D'ailleurs 

9m,m'i — *)=— «-m,-m'(^),      'lp-»-l,p'(— ^)  =  ~  «-(ïp-i-I),-/»'(^) 


Digitized  by 


Google 


(  i66) 
et,    par  conséquent,  lorsqu'on  change  x  de  signe,  les 
ëlëmenls  associés  deux  à  deux  de  la  somme  ^  -§  ne  font 

que  se  permuter,  et  celte  somme  ne  change  pas^  mais  u 
change  de  signe^  donc  b  =  o.  On  a  donc  finalement 

où  ^  et  [Ji  sont  deux  constantes  qu'on  peut  déterminer 

en  faisant  x  =  K,  u  =  i  et  j:  =  i  K'y  -  =  o  ;  on    peut 

trouver  ainsi  la  formule  servant  à  Tinlégralion  de  l'in- 
tégrale de  seconde  espèce. 

5°    Considérons   encore   le  groupe    de    la    fonction 

i/=  sn(K  4-  x) 

*p,p'    =  4/^  K.    -f-  2/?  «  K    —  X 

On  voit  que  pour  />  =  —  /»,//:=  —  m'y  on  a 

*p,  p'  =  —  ^m^m' 

et  par  conséquent  que  la  somme  \^-  est  nulle.  La 
somme  —  est  alors  une  fonction    du   groupe,   si    cette 

somme  n'est  pas  constante  et  peut  être  mise  sous  forme 
de  série  convergente.  On  a  d'ailleurs,  pour  la  même 
raison  que  plus  haut, 

La  fonction 

^(4/nK-f- a/n'^K'-t-a:)»        ^     '  »        i         >        / 

est  donc  une  fonction  du  groupe.  On  peut  le  vérifier 
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comme    il    suit  (*)    :    considérons    la    transformation 
desnx 


"1 


obtenue  en  divisant  par  2  Targument  dans  la  transfor- 
mation de  Gauss  et  pour  laquelle  on  a 

Posant  g^i  = >  j?!  =  g^i  a:,  la  fonction  H  de  Jacobi 

relative  à  cette  fonction  peut  s'écrire,  dans  les  mêmes 
conditions  de  convergence  que  H, 

La  dérivée  seconde  du  logari  ihme  de  cette  fonction  est, 
d'après  ce  que  nous  avons  vu  à  propos  de  11=.  sn(x,A), 
une  fonction  de  la  forme 

X  ^      1      i  —  kv 

a}       ^  1  -h  A:    I  — 1>        ^ 

d'ailleurs^  la  dérivée  première  est 

I      ^' I ^  i 

X     ^  4mK-i-2/n'i;K'-ha7  ""^  4mK-i-2/n  iK'-har 

€t  la  dérivée  seconde 

-y 


(4/;iK-r-2m'/K'-»-x)* 


(*)  On   pourrait  trouver   une  formule  analogue  à  celle  de  -  en 

effectuant,  comme  plus  haut,  la  somme  indiquée;  mais  le  procédé 
de  Térification  que  nous  employons  est  plus  rapide. 

(')  Voir  :  Sur  une  représentation  des  fonctions  elliptiques  et 
leur  analogie  avec  les  fonctions  circulaires  {Nouv.  Ann.,  1901). 
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La  vérification  est  donc  faite  ;  on  voit,  de  plus,  que  le 
dénominateur  de  cette  fonction  linéaire  de  (^  est  i  —  f^. 
Quant  aux  facteurs  X  et  (Ji  on  les  déterminera  en  don- 
nant à  X  deux  valeurs  particulières. 

La  fonction  p  de  Weierstrass,  qui  est  une  fonction 
linéaire  de  tout  cosinus  elliptique  v  ayant  les  mêmes 
périodes  (*),  donne  lieu  aux  mêmes  calculs.  A  ce  sujet, 
il  convient  de  remarquer  qu'au  lieu  des  séries  scmî- 
convergentes  que  nous  avons  employées  qui  conduisent 
aux  fonctions  H,  6  «de  Jacobi,  on  peut  employer  des 
séries  absolument  convergentes  sous  la  forme 


2(*-i)'  i:(*"-;i)- 


ce  qu'on  sait  faire  dans  le  cas  des  fonctions  elliptiques; 
ces  séries  conduisent  alors  aux  fonctions  d  de  Weier- 
strass,  mais  aux  mêmes  fonctions  périodiques  iz  =  sno:, 

i^-=i  sn(K  +  a:). 

Sur  les  fonctions  rationnelles,  —  Les  théorèmes 
démontrés  plus  haut  sur  les  fonctions  complètes  uni- 
formes s'appliquent  évidemment  aux  fonctions  ration- 
nelles avec  cette  simplification  que  les  sommes 


J.i'  2 


S  m  */» 


sont  ici  toujours  convergentes.  De  plus,  au  lieu  de  ces 
sommes,  on  peut  employer  celles-ci 


2*'"  2' 


l  Su  y 


(>)  On  sait  qu'oo  peut  exprimer  p  de  six  manières,  deux  à  deux 
de  même  forme,  en  fonction  linéaire  d'un  cosinus  elliptique  v  de 
mêmes  périodes  [Sur  les  /onctions  de  première  espèce  {Nouç. 
Ann.,  1898)]. 
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car  réqualîon  (5)  se  met  sous  la  forme  suivante,  u  étant 
le  degré  de  la  fonction  rationnelle^  considérée 


'       -+-  («liL-i  —  ^|i-i^)  *!*-»-*-  («ti—  b^}r)s[t=  o, 

et  Ton  peut  employer,  soit  les  équations  (6)  dans  les- 
quelles les  k„j  k„y  . .  .  sont  nulles,  soit  les  suivantes 


^=*'.=-2' 


^JtzlIzb^^Y^^    2*»*.=  iT'.-^'.* 


(6')    ^      a^—b^f 

> 

^^  -*i-<-)'n- 

OÙ  ^j*^  est  la  somme  des  produits  m  k  m  des  5«  et  <p'^  la 
somme  de  leurs  puissances  m*^"«*  changée  de  signe.  Ces 
foDclions  ^'  sont  d'ailleurs  liées  aux  premières  ^  d'une 
manière  simple  et  se  mettent  sous  la  forme  (lo)  et  réci- 
proquement. 

Les  plus  simples  des  fonctions  à  employer  pour  former 
les  fonctions  du  groupe  sont  alors 

2'-  2r,'  n*-  . 

Il  peut  arriver  que  celles-ci  se  réduisent  à  des  con- 
stantes; alors  on  emploiera  des  fonctions  symétriques 
du  second  ordre  qui  se  réduisent  au  premier  (*).  Un 

(')  On  remarquera  que,  s'il  existe  des  fondions  entières  y  du 
groupe  (polynômes;,  ^,  =  ^2=  ...  =  6  ==  o,  toutes  les  fonctions  ^' 

se  réduisent  à  des  constantes  sauf  ta  dernière  I  |«„  qui  est  une  de 
ces  fonctions  entières;  on  emploiera  donc  pour  déterminer  ces  fonc- 
tions entières,  soit  11^»)  soit  une  fonction  -r—  inverse  d'une  quel- 
conque des  ^^. 
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exemple  simple  est  fourni  par  le  groupe 

I  1  X  —l  X 

s  =z  X,     —9      I  —  a:,      >      f      > 

X  I — X  X  X  —  £ 

pour  lequel  les  trois  l'on  étions  précédentes  sont  con- 
stantes; on  emploiera  alors  \]5^  ou  51 1*  ^^^'  d'après 

ce  qui  a  été  dit  précédemment,  se  réduit  dans  ce  cas  au 
premier  ordre  et  est  une  fonction  du  groupe.  Si  Ton 
pose  3cf=.  I  — j:,  on  a 

(^»H-x^(i-ha7*)(i-4-a?'î) 


-2..= 


a7>a:'« 


L'une  des  plus  simples  fonctions  du  groupe^  fonction 
linéaire  de  la  précédente,  est 


4 

(I 

—  xx')^ 

4 

(,_ar-4-a^«)» 

27 

j:»y» 

'^7 

:r«(i-x)« 

fonction  bien  connue  sons  le  nom  X invariant  absolu 
dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  modulai res, 
X  étant  égal  à  h'^,  carré  du  module. 

Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent  à  tout 
groupe  d'un  nombre  fini  de  substitutions  :  dans  tous  les 

cas,  les  fonctions  \^j,  1  1  5,  ^1  ->  ou  à  leur  défaut  des 

fonctions  symétriques  d'ordre  supérieur  se  réduisant 
au  premier  ordre,  donnent  toujours  des  fonctions  du 
groupe,  rationnelles  ou  non. 

Il  en  est  de  même  de  la  formule  (12)  concernant  deux 
valeurs  correspondantes  de  x  et  de  la  fonction  y  du 
groupe;  mais  dans  le  cas  d'un  groupe  fini,  cette  formule 
peut  s'écrire  d'une  manière  plus  simple  en  employant 
les  fonctions  symétriques  des  Sn  au  lieu  de  celles  de 
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leurs  inverses  —  On  a  visiblement  par  la  même  dé- 
monst ration  : 

(19)  P-.r=P(«--a7)  J][[a~*;,(a:)] 

n 

OÙ  le  facteur  P  est  de  la  forme  Xj*  4-  [x. 

Une  application  fort  simple  des  théories  précédentes 
dans  le  cas  d'un  groupe  fini  est  celle  de  la  recherche  des 
transformations  rationnelles  des  fonctions  elliptiques. 
Sans  entrer  dans  plus  de  détails,  on   voit  immédiate- 

ment  que  l'emploi  des  expressions  2^«,  TT^'"  fonc- 

n  n 

lions  linéaires  de  toute  fonction  du  groupe,  conduit  aux 
calculs  mêmes  et  aux  formules  d'Abel  pour  la  trans- 
formation impaire  de  sn  j:,  les  fonctions  Sn  étant  de  la 
forme 

sn(x-hna)         ^/i  ==  i,  î,  . . .,  |x;  a  == ^     ^^ )• 

Quant  à  la  fonction  ^l"'  ^'^®  conduit  à  une  autre 
formule,  et  il  en  serait  de  même  de  toute  fonc- 
tion ^^  (6'),  mais  ces  formules  sont  plus  compli- 
quées. 

La  formule  (19)  conduit  de  même  aux  formules 
connues  de  iity,  \  àz'kjr  (^y  étant  le  transformé 
de  snx,  de  module  \)  et  fournit  de  ces  formules  une 
démonstration  fort  simple.  On  voit  que  toute  fonction 
uniforme,  et  en  général  toute  fonction  périodique, 
susceptible  de  transfoj^mations  en  d'autres  de  mêmes 
formes,  et  dont  les  groupes  sont  analogues,  satisferont 
à  des  relations  analogues  à  celles  qu'expriment  les  for- 
mules de  I  ±^,  I  do.  \y  dans  les  transformations  de  snx. 

Il  convient  de  remarquer,  au  sujet  des  fonctions 
elliptiques,   que  l'emploi  de  la    théorie   générale   des 
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groupes  de  substitutions  n'est  autre  que  la  métliode 
même  d'Abel  ;  si  celui-ci  n^a  pas  dégagé  explicitement, 
des  théories  particulières  où  il  s'en  est  servi,  la  théorie 
générale  des  groupes  et  des  fonctions  y  attachées,  s^il  n*a 
pas  prononcé  le  mot  de  groupe,  du  moins  on  peut  dire 
que  la  notion  générale  de  groupes  de  substitutions  à 
une  variable  se  retrouve  dans  toutes  ses  théories,  et  il 
s'en  est  servi  de  la  manière  la  plus  heureuse.  C'est  là 
surtout  ce  qu'ont  d'original  et  de  personnel  les  travaux 
d'Abel,  qui  est  ainsi  le  premier  auteur  de  la  découverte 
des  groupes  de  substitutions  à  une  variable  (*). 

On  pourra  comparer  la  méthode  que  nous  venons 
d'exposer  pour  déterminer  urte  fonction  périodique  au 
moyen  de  ses  substitutions,  avec  la  méthode  que  nous 
avons  précédemment  donnée  (*)  qui,  employant  les 
périodes  p„  =  Sn{jc)  =  n^  au  lieu  des  substitutions  Sn 
elles-mêmes,  détermine  par  une  équation  du  troisième 
ordre  les  fonctions  du  groupe,  ou  par  une  équation 
linéaire  homogène  du  deuxième  ordre  les  fonctions  en- 
tières dont  les  quotients  sont  les  fonctions  du  groupe, 
ainsi  que  le  multiplicateur  de  ces  fonctions  entières. 

On  voit  que,  dans  les  deux  cas,  on  a  à  employer  des 

séries  T]  ""'  21  "^  '  *  *  *  ^"  51""'  51  ~î  ^^'  peuvent  n'être 
pas  convergentes  et  qu'alors  Tintroduetion  de  fonc- 
tions h,  A",  /  rendant  convergentes  ces  séries  complique 
le  problème,  le  choix  de  ces  fonctions  /i,  Ar,  /,  présentant 
une  ambiguïté.  Lorsqu'on  peut  déterminer  sans  amin- 


ci) Cette  découverte  a  été  faussemeot  attribuée  à  Galois  par  plu- 
sieurs auteurs;  Galois  avait  surtout  étudié  les  travaux  d'Abel  et  il 
ne  serait  pas  étonnant  que  ses  propres  travaux  s'en  soient  ressentis. 
Mais  la  principale  découverte  de  Galois,  les  groupes  dits  de  Galois, 
sont  des  cycles  de  permutations  linéaires  de  lettres  et  n'ont  rien  de 
commun  avec  les  coupes  de  substitutions  à  une  variable. 

(')  Détermination  des  /onctions,  etc.  {Nouv,  Ann,,  190a). 
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guïtë  ces  fonctions  A,  Ar,  ou  lorsque  les  séries  considé- 
rées sont  convergentes,  Tavantage  paraît  être  en  faveur 
de  la  méthode  que  nous  venons  d^exposer,  car  elle 
donne  immédiatement ,  sans  intégration  à  effectuer, 
une  expression  (ou  plusieurs)  des  fonctions  du  groupe; 
par  exemple,  dans  le  cas  du  groupe  de  sno:,  on  a  obtenu 

le  développement  connu  (17)  de et  on  aurait  celui 

de  sn  or  en  y  changeant  j:  en  x  —  i¥J , 

Mais  la  méthode  de  Téquation  aux  fonctions  à  mul- 
tiplicateurs formée  au  moyen  des  périodes  p  =  s  —  x, 
qui  a  le  désavantage  d'exiger  une  intégration,  a  d'autre 
part  l'avantage  de  déterminer  les  fonctions  entières 
dont  les  fonctions  du  groupe  sont  les  quotients  et,  en 
outre,  le  multiplicateur  de  ces  fonctions;  nous  avons 
vu  (lac.  cit.)  que  cette  méthode  conduit,  dans  le  cas  du 
groupe  de  snx,  aux  fonctions  H,  6,  ...  de  Jacobi,  et  aux 
fouctions  <^,  rfa,  ...  de  Weîersirass,  et  donne  immédia- 
tement leur  multiplicateur.  Chacune  des  deux  méthodes 
a  donc  ses  avantages  propres  et  aussi  ses  inconvénients; 
cependant,  ce  que  Ton  sait  de  l'importance  des  fonc- 
tions entières  H,  6,  ...  ou  d,  dans  le  cas  des  fonctions 
elliptiques,  importance  que  n'ont  pas  1rs  développe- 
ments de  la  forme  (17)  montre  que  c'est  la  première 
méthode  que  nous  avons  donnée  qui,  quoique  au  prix 
d'une  intégration,  fournit  les  résultats  les  plus  utiles  ('). 


(*)  Il  ne  faut  pas  oublier  égalemeat  que  cette  méthode  nous  a 
doQoé  divers  autres  résultats  :  conditions  nécessaires  pour  qu'il  existe 
des  fonctions  do  groupe,  sous  forme  d'identités  auxquelles  doivent 
satisfaire  les  substitutions;  condition  unique  (  4»' ==  4»V)  pour  qu'il 
existe  des  fonctions  entières  du  groupe  donné,  et  expressions  de  ces 
fonctions  entières,  etc. 

Cependant,  la  seconde  méthode  fournit  des  résultats  positifs  dans 
certains  cas  où  la  première  ne  fournit  que  des  résultats  ambigus  : 

nous  avons  vu,  en  effet,  que  la  série  \]  —  est,  lorsqu'elle  est  con- 
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Rien  n'empêchera  d'ailleurs  d'employer  à  la  fois  Tune 
et  Taulre  des  deux  méthodes  et  d  en  contrôler  les  appli- 
cations l'une  par  l'autre. 


Tergente  et  non  constante,  une  fonction  qui  admet  toutes  les  sub- 
stitutions du  groupe  et  que,  dans  les  cas  où  les  séries 

<«)  Xï'  1? Z?^ 

sont  constantes,  et  dans  certains  cas  où  ces  séries  sont  dÎTcrgentes, 
cette  fonction  \]  ~  n'admet  pas  d'autres  substitutions  du  groupe; 
cette  fonction  est  dooc  toujours  une  indication  lorsque  les  précé> 
dentés  sont  divergentes  et,  dans  certains  cas,  elle  est  même  l'une  des 
fonctions  cherchées  du  groupe  donné. 

Si  l'on  considère  au  contraire,  pour  appliquer  la  première  mé- 
thode, les  séries  analogues  aux  précédentes,  formées  au  moyen  des 
périodes  p  =  s  —  x  du  groupe 

dans  l'hypothèse  où  la  w'*""  est  convergente  et  les  précédentes  diver- 
gentes ou  nulles,  on  ne  peut  se  servir  de  V  -^  et  éliminer  les 
autres  en  choisissant,  comme  on  peut  le  faire  dans  certains  cas 
pour  les  séries  V  — >  les  Aj,  Aj,  ...,  A^_,  de  manière  que  les  séries 


( 


soient  nulles.  En  effet,  les  fonctions  8  =  X8,-h  {JtS,  sont  détermi- 
nées par  les  équations 

e,e',-e,ei  =  <t>, 

e.e?_e,er  =  *'r  =  3*|[2;(A.-^)]Vl(A,-;^)|. 

OÙ  X»  ne  dépend  que  des  séries  (c  )  et  de  Xj~5  ®^  ^®  réduit  à  cette 
dernière  à  un  facteur  constant  près  lorsque  les  séries  (c)  s'an- 
nulent;   on   pourrait  tirer  parti  de  cette  circonstance  dans   le  cas 
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[R7f] 
SUR  LB  MOUVEMENT  DUN  POINT  PESANT  SUR  UNE  COURBE, 
AVEC  UNE  RÉSiSTANGB  PROPORTIONNELLE  AU  CARRÉ  DE 
LA  VITESSE; 

Par  m.  Carlo  BOURLET. 


L'idée  de  traiter  le  petit  problème  qui  va  suivre  m'a 
été  suggérée  par  une  acrobatie  connue  sous  le  nom  an- 
glais looping  the  loop  et  qu'exécutent  actuellement 
des  cyclistes  acrobates  dans  diverses  grandes  villes 
du  monde. 


considéré  si,  les  séries  (c)  étant  supposées  nulles,  tous  les  premiers 
membres  des  équations,  sauf  le  premier,  ne  se  réduisaient  identi- 
quement à  zéro  lorsque  seulement  les  deux  premières  des  séries  (c) 
c'est-à-dire  <!>'  et  W  s'annulent.  C'est  ce  qu'on  peut  vérifier  facile- 
ment par  des  dérivations  successives. 

Il  résulte  de  là, qu'en  aucun  cas  les  A,,  h^y ,..  ne  peuvent  être  tels 
que  les  w  — i  séries  (c)  s'annulent   (u)>2)  et,  par  conséquent,  il 

est  impossible  de  tirer  parti  de  la  fonction  %^  —  supposée  conver- 

gente,  comme  nous  l'avons  fait  dans  certains  cas  de  2,  'Z  ' 
Si  l'on  remarque  que  l'équation  du  second  ordre 

est  précisément  formée  avec  les  deux  séries  en  question  (dont, 
d'après  ce  qui  précède,  la  seconde  ne  peut  s'annuler),  on  voit  que 
les  fonctions  du  groupe  sont  toujours  les  quotients  des  intégrales  % 
de  cette  équation  qui  existe  toujours  lorsque  les  F  elles-mêmes 
existent  :  ceci  démontre  à  nouveau  ce  théorème,  à  savoir  que  les 
fonctions  du  groupe  sont  toutes  données  par  la  formule 

XF-hu 


vF-hp' 

P  étant  l'une  d'elles,  théorème  que  nous  avons  établi  directement 
et  dont  nous  ne  nous  sommes  pas  servi  pour  former  l'équation  en  6. 
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La  piste  sur  laquelle  s'effectue  le  tour,  large  de  i""  à  2", 
se  compose  d'abord  d'une  partie  rectiligne  très  en  pente 
suivie  d'une  boucle  affectant,  en  gros,  la  forme  d'une 
spire  d'hélice.  Le  cycliste  ne  pédale  pas,  les  deux  roues 
sont  folles.  Il  s'abandonne  sans  vitesse  au  haut  de  la 
pente  rectiligne,  entre  à  grande  allure  dans  la  boucle  et 
en  fait  le  tour  sans  tomber,  maintenu  par  la  force  cen- 
trifuge. 

Si  nous  considérons  la  trajectoire  de  son  centre  de 
gravité  comme  connue,  nous  pourrons  assimiler  appro- 
ximativement le  mouvement  de  ce  centre  de  gravité  a 
celui  d'un  point  pesant  qui  se  meut  sur  une  courbe  avec 
une  résistance  tangenlieile  proportionnelle  au  carré  de 
la  vitesse,  car  la  résistance  de  l'air  suit  à  très  peu  près 
cette  loi. 

1.  Supposons  donc,  d'une  façon  générale,  que  les 
coordonnées  x^y^  z  d'un  point  de  la  courbe,  rapportées 
à  trois  axes  rectangulaires,  l'axe  O2  étant  dirigé  suivant 
la  verticale  ascendante,  soient  exprimées  en  fonction 
de  l'arc  s.  Admettons,  en  outre,  que  le  point  se  meuve 
dans  le  sens  des  s  croissants  et  que,  pour  f  =  o,  £  étant 
le  temps,  on  ait  5  =  0.  Soient  y,  ^  les  cosinus  des 
angles  que  font  la  tangente  à  la  courbe  dans  le  sens 
des  s  croissants  et  la  normale  principale  avec  Taxe  O3. 
Si  l'on  désigne  par  0  le  rayon  de  courbure,  on  a, 
comme  on  sait, 

_^  dz  y'  _  ^T 

^  ~~  ds'         p  '^  ds' 

Le  point,  de  masse  m,  est  alors  soumis  à  trois  forces  : 
son  poids  mg^  la  résistance  tangcntielle  kv^  et  la  réac- 
tion normale  à  la  courbe  dont  nous  nommerons  R;,  la 
composante  suivant  la  normale  principale. 


Digitized  by 


Google 


(  '77  ) 
Les  projections  sur  U  Ungenle  ol  la  normale  princi* 
pale  donnent  alors  les  deux  équations  suivantes  : 

(!)  m—  =— m^Y  — ^i»», 

i'z)  m  —  =  — /w/rf-h  R„. 

P 

Supposons  que  l^on  ait 

en  remarquant  alors  que 

àv  ^  dv  ds  ^     dv  ^  i  d{v^) 
de  ~  ds  de  ~     ds  ~~  2      ds    ' 

Téquation  (i)  s'écrit  sous  la  forme 

y (5)  étant  la  dérivée  dey(5)  et  posant 

a  =  — • 
m 

Celte  équation  (3)  linéaire  en  i^^  sintègre  immédiate- 
ment par  les  procédés  classiques  et  donne 


(4) 


i^o  désignant  la  vitesse  initiale  au  temps  £  =  o.  On  a 

ainsi  ç  en  fonction  de  S  et,  comme  i?=  ^y  on  aurait  t 

en  fonction  de  s  par  une  seconde  quadrature. 

Le  problème  est  donc  résolu,  dans  tous  les  cas,  par 
deux  quadratures. 

2.  Pour  que  le  cycliste  tienne  sur  la  piste,  il  faut,  en 
outre,  que  la  valeur  de  Rn  soit  toujours  positive,  car  il 
Ann.  de  Afathémat.,  \'  série,  t.  III.  (Avril  190.3.)  I'^ 
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iIcciÎL  à  peu  près  une  géodésiquc  sur  tM  lie  piste.  Or  la 
foniiule  (•>.)  donne 


ou 


n«  =  "i( y  H- «-?/'(*)), 


f'\s)  étant  la  dérivée  seconde  Ae  f{s). 

0  étant  positif,  on  doit  donc  avoir,  à  chaque  instant, 

ou 

(  5  )       —  9.  ^c-«.*  /    fi  s  )e«*  ds  -k-  vl  «?-«*  ^-  ^  p*  /'(  j  )  >  o. 

•A 

Le  centre  de  gravité  ne  pourra  donc  parcourir  que  la 
portion  de  la  courbe  qui  vérifiera  celte  inégalité  (5). 

3.  Appliquons  ceci  au  cas  du  cycliste.  Il  descend 
d'abord  le  long  d'une  ligne  droite.  Comptons  le  chemin 
paiTouru  s  à  partir  du  point  le  plus  haut  où  la  vitesse  i/q 
est  nulle.  On  aura  alors 

/'(*)=  — cos  a, 

a  désignant  Tangle  aigu  de  la  ligne  avec  Taxe  Oz, 

La  valeur  de  s^^  fournie  par  la  formule  (4)  devient 
alors 

fr»*  =  'ige-^^  cos  a  /     e«*  ds 

ou 

a 

Celle  formule   montre  que,   à   mesure  que  le  cjclisle 
descend,  s  croissant,  sa  vitesse  v  croît  et  tend  asympto- 

tiquement  vers  la  valeur  Jimile  4/  -^ bon  mouve- 
ment de  descente  tend  donc  à  devenir  uniforme. 
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4.  En  fait,  il  parcouri  sur  la  peiile  un  cheinm  de 
longueur  connue  /  et  arrive  donc  au  bas  avec  la  vitesse 


(6) 


-JL« (,_e-«/). 


C/est  sa  vitesse  d'entrée  dans  la  boucle. 

Admettons  alors  que  la  bouole  soit  une  hélice  circu- 
laire à  axe  horizontal 

a:=2rsin0,        ^  = /tO,        ^  =  r(i  —  cos8), 
s  =  v//ï*-4-/'*0. 

Le  point  d'entrée  dans  cette  hélice  n'est  pas  le  point  h* 
plus  bas  où  0  =  o,  mais  un  point  voisin,  et  nous  pour- 
rons admettre,  sans  erreur  sensible,  pour  des  applica- 
tions pratiques,  que  la  vitesse  de  passage  au  point  le 
plus  bas  est  égale  à  j^©  (*)•  L'équation  (4)  donne  alor>, 
dans  ce  cas, 

p«  =  —  iLger^  I     r  sin  ô  e^^  û?B  -h  i^J  c-*®, 
en  posant 


b  =  a  v/A*  -f-  r*  = 
On  en  tire 


9.^/A«-^r* 


i;2  =  -MÇ^  (cosO  ^  b  sin 0)  4-  (vl  -  -^^')  «-*^. 
Gomme  ici, 


^  r 

la  condition  (5)  devient 


1-^6* 


(cosÔ  — ^sinO) 


("î-T^)-*'-^'-^'-»'»» 


(*)  En  fait,  elle  est  un  peu  supérieure  à  \f^  et,  par  suite.  no\\> 
Dous  plaçons  dans  des  conditions  plus  défaYorables  que  la  réatiu  . 
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el  Ton  en  lire 

(;)    c,;  >  -M^  fi  ^  cose  ef>^-\-b  sine  e^^>-  ^'''"^  ^'^|.^/  "^  ^'^  cos9  e^^) . 

Pour  que  le  cycliste  fasse  le  idur  de  la  boucle  sans 
encombre,  il  faut  que  cette  inégalité  soit  vérifiée  pour 
toutes  les  valeurs  de  0  de  o  à  2 tu.  En  égalant  à  zéro  la 
dérivée  de  la  quantité  placée  entre  parenthèses,  on 
trouve  qu'elle  s'annule  pour  la  valeur  0|  donnée  par 
Tégalilé 


(8)  langei  = 


3r«^-A« 


Dans  rinlervalle  o,  2';7,  il  y  a  deux  valeurs  de  0|  ^  Tune, 
la  plus  petite,  qui  donne  le  minimum;  Tautre,  la  plus 
grande,  qui  donne  le  maximum  du  second  membre  de 
lïnégalîté  (7).  Pour  que  l'inégalité  (7)  soit  toujours 
vérifiée,  il  faut  donc  et  il  suffit  qu'elle  le  soit  pour  la 

valeur  8|  comprise  entre  ir  et  —  donnée  par  la  for- 
mule (8).  Cette  valeur  de  0|  correspond  au  point  cri- 
tique de  la  course.  Dans  la  pratique,  b  étant  très  petit, 
0,  est  voisin  de  iret  il  suffira  de  vérifier  largement  Tiné- 
galité  (7)  pour. 9  =  it. 

D'ailleurs,  si  l'on  y  remplace  ç^©  par  sa  valeur  (6),  ou 
aura  une  égalité  qui  pourrait  déterminer  la  limite  infé* 
Heure  de  /,  c'est-à-dire  de  la  distance  que  doit  par- 
courir le  cycliste  dans  la  descente  recliligne  pour  pou- 
voir passer  la  boucle. 

5.  JNous  avons  supposé,  dans  l'étude  précédente,  que 
la  forme  de  la  boucle  était  celle  d'une  hélice  circulaire. 
En  pratique,  celte  forme  serait  désavantageuse  et  même 
dangereuse  pour  le  cycliste.  En  eflTct,  dans  la  descente 
recliligne,  la  réaction  eslconstanle  et  égale  h  la  compo- 
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sanle  normale  du  poids.  Lorsque  le  centre  de  gravllé 
pénètre  dans  la  partie  hélicoïdale  de  sa  irajecloire,  le 
rayon  de  courbure  p,  d'abord  infini,  prend  brusquement 
une  valeur  finie.  La  réaction  augmente  brusquement  de 

la  quantité  — -;  il  en  est  dune  de  même  de  la  pression 

de  la  machine  sur  la  piste.  A  la  sortie  de  la  boucle,  les 
choses  se  passeraient  en  ordre  inverse  et  la  pression  di- 
minuerait brusquement  d'une  quantité  notable.  Or, 
comme  la  bicyclette  repose  par  deux  points  sur  la 
pisle,  la  pression  se  partage  sur  ces  deux  appuis  et  Taug- 
mentation  ou  diminution  de  pression  s>e  ferait  d*abord 
sur  la  roue  d^avant  et  ensuite  sur  la  roue  d'arrière. 
Ceci  équivaudrait  donc  h  un  choc  qui  pourrait  faite  bas- 
culer l'acrobate.  Pour  y  remédier,  il  faut  donc  substi- 
tuer à  rhélice  une  courbe  dont  le  rayon  de  courbure, 
d'abord  infini  à  Tentrée,  décroit  d'une  fa(;on  continue 
jusqu'à  un  minimum  au  haut  de  la  boucle  pour  re- 
prendre ensuite  les  mêmes  valeurs  en  sens  inverse  et 
redevenir  infini  à  la  sortie.  Dana  cet  ordre  d'idées,  la 
trajectoire  la  plus  avantageuse  serait  celle  pour  laquelle 
1\„  resterait  constante. 

D^une  façon  plus  précise,  il  faudrait  donc  trouver  une 

courbe  telle  que,  pour  5  =  0,  on  ait  -  =  o  et  qu'en 

outré,  lorsqu'elle  est  décrite  par  un  point  matériel,  la 
composante  R»  reste  constante. 

Ce  problème  admet,  comme  il  est  facile  de  le  voir, 
une  infinité  de  solutions  dont  chacune  ne  dépend  que 
de  quadratures. 

Si,  en  effet,  on  se  donne  arbitrairement  z  en  fonction 
de  5,  c'est-à-dire /(j),  ainsi  que  la  constante  Vq,  ^'^  est 
parfaitement  déterminé  eu  l'onction  de  s  par  la  for- 
mule (4). 
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En  posant  alors 


R«=Cm 

on  a,  pour  déterminer  p,  l'équation  du  second  degré 

I 
en  - 

P 

(9)  ^-~^^'/V)-o. 

Pour  que  -  =  o  [K)ur  5  =  o,  il  suflTira  qwe/(*)  soit  tel 

que 

/•(o)  =  o, 

et,    eu  outre,    Téquation  (9)  devra  avoir  des  racines 
réelles,  ce  qui  est  possible  pour  C  assez  grand. 

On  est  alors  raoïené  au  problème  de  Géométrie  sui- 
vant : 

Déterminer  une  courbe  gauche  connaissant  z  et  p  en 
fonction  de  s. 

On  aura,  pour  déterminer  x  et  j^,  les  deux  équations 
diflérenti  elles 

F(5)  et  ^{s)  étant  des  fondions  connues  de  s. 

Ce  sjstème  s'intègre  facilement  par  des  quadratures, 
car,  si  l^ou  pose 

—-  r=V(s)ûosu,         -^  =  r (s)siiia, 
as  as 

on  a 
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Par  suilc,  u  s'obtient  par  une  quadrature,  en  fonction 
de  5,  par  l'égalité 

F«(.)-4^F«(^)(gy=4>MO; 

et,  M  étant  connu,  on  aura  x  cl  y  en  fonction  de  s  par 
deux  nouvelles  quadratures. 


GOltllESPOKlUXCE. 


M.  G.  Fontené.  —  Relativement  au  point  de  contact  V  du 
cercle  des  neuf  points  et  du  cercle  inscrit  (p.  14  de  ce  Vo- 
lume), l'emploi  du  point  L,  défini  par  la  condition  AK  =  2/'» 
<!  été  indiqué  par  M.  Mannheim  {Bulletin  de  mathématiques 
élémentaires j  190 1-1902,  p.  112  et  180).  La  construction  la 
plus  simple  du  point  V  est  celle  qui  consiste  à  prendre  AD  =  r 
et  à  mener  FD. 

La  démonstration  du  théorème  de  Feuerbach  donnée  par 
M.  W.-R.  Hamilton  montre  que  la  quatrième  tangente  com- 
mune A  au  cercle  inscrit  et  à  V ellipse  U  qui  touche  les  côtés 
du  triangle  en  leurs  milieux  est  la  tangente  de  contact  du 
cercle  inscrit  et  du  cercle  des  neuf  points.  Les  propriétés  du 
quadrilatère  circonscrit  à  une  conique  et  un  quadrangle  inscrit 
correspondant  donnent  alors  ceci  (  Salmon,  Sections  coniques, 
p.  53a).  Soit  un  triangle  ABC;  soient  a,  6,  c  les  milieux  des 
côtés,  et  a\  b',  c'  les  points  de  contact  du  cercle  inscrit: 
bc  etb'c'  se  coupent  en  a,  ...'.  Le  centre  d'homologie  des 
triangles  a^y  et  a'b'c'  est  le  point  de  contact  cf'  de  A  et  du 
cercle  inscrit,  c'est-àKlire  le  point  de  conlact  du  cercle  inscrit 
avec  le  cercle  des  neuf  points  (c'est  la  propriété  dont  s'est 
occupé  M.  Canon  ^;  on  aurait  de  n)éni«  le  point  d  où  1  louche 
la  conique  U.  Le  triangle  a^-;,  circonscrit  au  triangle  ABC, 
conjugué  par  rapport  au  cercle  inscrit  et  à  Tellipse  U,  est  lio- 
inologique  au  triangle  ABC,  et  Taxe  d'homologie  est  la  lan- 
îiente  A. 
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La  Uéinoastralion  de  Gérono  est  élémentaire  en  ce  seu9 
qu'il  ne  considère  pas  Tellipse  des  points  milieux  (Nouvelles 
Annales,  i865,  p.  220).  M.  J.  Griffitbs  a  transformé  la  con- 
struction {Nouvelles  Annales,  i865,  p.  429;  1866,  p.  228),  de 
manière  à  écarter  le  triangle  abc.  Le  centre  d'homologie  des 
triangles  oc^y  ^^  ^^^  ^^^  ^  Tinflni,  c'est-à-dire  que  les 
droites  A  a,  B^,  G  y  sont  parallèles;  leur  direction  est  celle  de 
l'axe  d'homologie  co  de  ABG  et  a'b'c',  Ges  parallèles  à  cet 
axe  (i>  coupent  BG,  GÂ,  AB  en  XjjTy  z,  et  l'axe  d'homologie 
des  deux  triangles  ABG  et  aryz  est  la  tangente  A;  cette  tan- 
gente est  donc  la  droite  que  Ton  appelle  souvent  la  polaire 
du  point  à  V infini  sur  un  par  rapport  au  triangle  ABG 
(l'enveloppe  des  polaires  analogues  de  tous  les  points  à  l'infini 
est  la  conique  U). 


BIBLIOGRAPHIE. 


CoLus  d'Analyse  professé  à  TÉcole  Pol jtecliniijue ; 
par  M.  G.  Ilumbert,  membre  de  rinstilut.  —  Tome  I. 
—  I  vol.  iii-8  de  xv-4S3  pages  avec  11 1  (igurcs.  Paris, 
Gauthier-Vil lars,  igoS. 

Voici  enfin  un  Cours  d'Analyse  ccrïi  pour  des  élèves,  qu'Us 
liront  facilement,  rapidement  et  avec  plaisir!  G'est  là  le  plus 
bel  éloge  que  Ton  puisse  faire  de  ce  remarquable  Ouvrage. 

M.  G.  Uumbert  a  bien  voulu  oublier,  en  composant  ce 
GûurSy  qu'il  était  un  mathématicien  de  grand  talent,  capable  de 
se  livrer  aux  spéculations  mathématiques  les  plus  élevées  et 
les  plus  ardues,  pour  faire  un  Livre  simple  et  bien  à  la  portée 
des  jeunes  gens  auxquels  il  s'adresse.  En  le  lisant  on  regrette 
de  n'avoir  plus  vingt  ans  pour  pouvoir  goûter  le  réel  plaisir 
d'entendre  un  pareil  maître  exposer  lui-même  ce  Gours  si 
clair,  auquel  la  parole  doit  donner  encore  plus  de  charme  et 
de  limpidité. 

Le  Volume  débute  par  des  généralités  sur  les  limites,  la  con- 
tinuité, les  infiniment  petits  et  les  différentielles.  La  méthode 
1res  simple  et  très  précise  pour  établir  les  principales  propo- 
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silîons  sur  les  fonctions  continues  de  deux  variables  au  moyen 
d'un  lemme  àe  décomposition  des  aires  en  carrés  est  à  noter 
tout  spécialement.  I/auteur  annonce,  dans  sa  préface,  qu'il 
doit  sur  ce  point  quelques  indications  à  M.  Painlevé;  la  colla- 
boration de  deux  tels  savants  ne  pouvait  que  donner  d'heureux 
résultats! 

Au  lieu  de  lancer  immédiatement  ses  lecteurs  dans  des  dé- 
veloppements abstraits  de  calcul  pur,  M.  Humbert  leur  donne 
de  suite  au  Chapitre  II  des  exemples  d'applications  des  infi- 
niment petits  aux  courbes  planes.  C^est  là  une  excellente  mé- 
thode qu'il  conserve  d'un  bout  à  l'autre  de  l'Ouvrage.  L'élève 
voit  dès  l'abord  l'utilité  des  considérations  nouvelles  qu'on 
vient  de  lui  présenter  et  son  esprit  se  repose  en  traitant 
quelques  exemples  concrets  qui  d'ailleurs  l'éclairent.  Dans  le 
même  ordre  d'idées  l'exposition  des  changements  de  variables 
au  troisième  Chapitre  est  immédiatement  suivie  de  notions  sur 
les  transformations  de  contact  avec  deux  exemples  classiques 
de  Legendre  et  Lie.  Le  Chapitre  IV  est  réservé  à  la  formation 
des  équations  différentielles,  sujet  important  pour  faire  com- 
prendre aux  étudiants  le  sens  de  l'intégration  de  ces  équations 
et  qu'on  néglige  trop  souvent. 

Enfin  les  derniers  Chapitres  V  à  VIII  du  Calcul  différentiel 
traitent  des  séries,  des  développements  en  séries  des  fonctions 
de  une  et  plusieurs  variables  et  de  leurs  applications  usuelles 
à  la  recherche  des  maxima  et  minima.  Incidemment  l'auteur, 
à  propos  des  séries  de  variables  imaginaires,  donne  quelques 
premières  notions  sur  les  fonctions  de  ces  variables  et,  en 
particulier,  les  définitions  de  e^,  sin^,  cos^,  ]og(i+  z),  logs 
et  ^n.  Il  semble  que,  dans  un  Cours  qui  s'adresse  à  de  futurs 
ingénieurs,  la  théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires 
doive  être  réduite  à  ses  principes  essentiels,  à  ceux  qui  leur 
seront  nécessaires  pour  pouvoir  saisir  la  théorie  des  périodes 
des  intégrales  et  celle  des  fonctions  elliptiques.  C'est  aussi, 
croyons-nous,  le  sentiment  de  M.  Ilumbert. 

La  seconde  Partie  du  Volume  est  intitulée  :  Principes  dit 
Calcul  intégral. 

L'auteur  consacre  d'abord  deux  Chapitres  aux  intégrale^ 
indéfinies,  leur  recherche  dans  les  cas  classiques  élémentaires 
et  leur  réduction  dans  le  cas  des  intégrales  elliptiques  et  hyper- 
elliptiques.  Ce  sont  là  deux  Chapitres  pratiques  fort  utiles 
et  Ton  ne  saurait  trop  louer  Thabilc  professeur  d'avoir  aini^i 
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insisté  sur  le  calcul  élémentaire  auquel  les  élèves  doivent, 
avant  tout,  être  bien  rompus.  Les  Chapitres  III  et  IV  sont 
ensuite  réservés  aux  intégrales  définies,  avec  l'examen  minu- 
tieux des  cas  où  les  limites  ouTélément  différentiel  deviennent 
infinis.  La  théorie  de  l'intégration  des  séries  et  celle  de  la 

dérivation  sous  le  signe  /  sont  finalement  exposées  au  Cha- 
pitre VI.  Toujours  fidèle  à  sa  méthode,  M.  Humbert  multiplie 
les  applications  :  aux  aires,  aux  arcs,  aux  développements  en 
série  de  Fourier,  etc. 

L'étude  complète,  méthodique,  des  applications  géomé- 
triques fait  Tobjet  de  la  dernière  Partie  de  TOuvrage.  Cer- 
taines notions  générales,  quelques  formules  simples  ont  déjà 
été  données  auparavant  pour  accompagner  les  théories  abs- 
traites d'exemples  concrets.  I/auteur  reprend  maintenant  le 
tout  avec  ampleur,  quoiqu'en  préférant  presque  toujours  les 
méthodes  les  plus  simples.  Il  commence,  au  Chapitre  I,  par 
la  théorie  du  contact  et  celle  des  enveloppes.  Procédant  du 
simple  au  compliqué,  il  étudie  d'abord  le  contact  des  courbes 
planes  pour  ne  passer  qu'ensuite  aux  courbes  gauches,  et,  en 
suivant  le  même  ordre  pour  la  théorie  des  enveloppes,  il  ter- 
mine par  quelques  notions  sur  les  congruences  de  droites  et 
de  courbes. 

Ce  Chapitre  de  généralités  sert  d'introduction  aux  deux 
suivants  où  l'auteur  entre  dans  le  détail  :  tangente,  normales, 
courbure,  torsion,  cercle  de  courbure,  sphère  osculatrice,  etc. 
sont  successivement  passés  en  revue  pour  les  courbes  planes 
et  gauches  avec  de  nombreux  exemples. 

Le  Chapitre  IV  apprend  à  calculer  les  aires  des  surfaces 
gauches.  Enfin,  les  deux  derniers  Chapitres  sont  réservés  à  la 
théorie  des  surfaces  :  étude  de  la  courbure  des  lignes  tracées 
sur  une  surface  et  passant  par  un  point;  indicatrice;  lignes 
de  courbure  et  lignes  asymptotiques;  théorème  de  Dupin. 
Peut-être  ici  M.  G.  Humbert  a-t-il,  contre  son  habitude,  été 
un  peu  bref;  mais,  dans  l'ignorance  où  nous  sommes  de  ce 
que  contiendra  son  prochain  Volume,  nous  n'aurions  garde 
de  lui  reprocher  d'avoir  omis  ce  qu'il  nous  donnera  peut- 
être  bientôt.  Il  termine  enfin  par  des  indications  relativement 
détaillées  sur  les  surfaces  applicables  et  les  représentations 
conformes. 

Il  nous  a  été  difficile,  pour  ne  pas  dire  impossible,  dans  ce 
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rapide  compte  rendu  de  ce  bel  Ouvrage,  de  donner  une  idée 
de  sa  clarté,  de  sa  nettetéi  en  un  mot,  de  sa  parfaite  confor- 
mité au\  besoins  des  jeunes  étudiants  auxquels  il  s*adresse. 
C'est  un  Livre  qu'il  faut  lire  et  surtout  qu'il  faut  faire  lire  à 
des  élèves.  G.  B. 


CIRTiriCATS  DAN4LYSI  SVPÉRWURE. 


Paris. 


KpRKtiVE  ÉCRITE.  —  I.  Étant  donnée  une  courbe  de  f^enre p, 
énoncer  et  démontrer  le  théorème  d*Abel  concernant  les 
sommes  d'intégrales  aôéliennes  de  première  espèce. 

Indiquer  ensuite  quel  est  le  système  d'équations  diffé^ 
rentielles  définissant  les  fonctions  aôéliennes  correspon- 
dant à  la  courbe,  et  établir,  en  se  servant  du  théorème 
d'Abel,  que  ces  fonctions  de  p  variables  sont  uniformes, 

11.  Soient  une  courbe  de  genre  un  et  l'intégrale  de  pre- 
mière espèce  qui  lui  correspond.  Montrer  que  le  rapport 
des  deux  périodes  de  cette  intégrale  ne  peut  être  un  nombre 
réel, 

\\\.  Éi*REL'VR  PRATIQUE.  —  On  demande  de  calculer  la 
valeur  de  l'intégrale  curviligne 


j 


X  dy  —  )'  dj- 


^ax-+-^j)*-^(YJ-hoj)* 


prise,  dans  le  sens  positif,  le  long  d'un  contour  fermé  G 
comprenant  l'origine  à  son  intérieur;  a,  p,  •;,  o  sont  quatre 
constantes  et  l'on  a 

a5  —  êy  y^  *^' 

(Octobre  njoi.) 

Nancy. 

\.  Décomposition  fV une  fonction  elliptique  en  facteurs; 
application  à  pu. 


Digitized  by 


Google 


(  »88  ) 

II.  On  considère  la  surfcKe  définie  par  les  équations 

I  SIlP  CIK' 

u  '^  a  ànv 

u  et  V  étant  les  deux  variables,  et  les  fonctions  ànv,  cni», 
dni^  étant  construites  avec  le  module  k  supposé  réel  positif 
et  moindre  que  un. 

I*  Trouver  Inéquation  ponctuelle  de  la  surface; 

•2®  Trouver  ses  génératrices  rectilignes  remarquables  ; 

3*  Trouver  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
quatre  génératrices  appartiennent  à  une  même  quadrique 
et  appliquer  celte  condition  à  la  recherche  des  quadriques 
qui  touchent  la  surface  donnée  suivant  deux  droites. 

(Juillet  1902.) 


SOLUTIONS  DE  OUBSTIONS  PROPOSÉES. 


1549. 

(ims,  p.  4M.) 

Une  ellipse  de  grandeur  invariable  (demi^axes  a  et  b) se 
déplace  de  façon  à  rester  tangente  à  une  droite  donnée 
en  un  point  donné;  démontrer  que  le  lieu  géométrique  du 
centre  de  cette  ellipse  est  une  courbe  fermée  du  quatrième 

degré,  dont  l'aire  a  pour  expression  —(or  —  6)'. 

(E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 

Par  M.  A.- H.  Couvert. 

Nous  utiliserons  des  formules  employées  par  M.  Barisien 
pour  une  question  analogue  (voir  /,  M,  S,,  1898,  p.  i58).  SiO 
désigne  Tangle  aigu  que  fait  une  tangente  avec  le  grand  a:ie 
d'une  ellipse  d'équation  b^x^-^a^y^ — «'6*  =  o,  l'équation  de 
la  lans'cnte  est 


X  «inO  -h  y  cosO  =  \/a^  sin^O  -h  b"^  cos*0 


Digitized  by 


Google 


(  i89) 
ti  celle  de  la  normale  est 

c'  sinÔ  cos8 


arcosO  -^ y  sint 


/a>  sin*Ô  -4-  b*  cos'ô 


ea  sorte  que  les  distances  ^e  et  A^  du  centre  à  chacune  de  ces 
droites  sont 

^c  =  /a*sin*ô-^ô*cos*ô 
et 

c'sinOcosÔ 

ac=     .  • 

/a»  sin«ô-f-6«cos*6 

Si  donc  Tellipse  d'axes  la^  ib  se  meut  en  restant  tangente 
à  l'axe  des  x  à  l'origine,  les  coordonnées  du  centre  sont 

c*  sinO  cosO 
v/a*  sin*e -f-6«cos*8 


(  2  )  y  =  /a*sin*8-h6«cosî6. 

En  outre 

(3)  sin«e-+-cos«0  =  i. 

De  (2)  et  (3)  on  tire 

sJn'^=^l Tiy  co5»0=^- -. 

Mais  (i)  peut  s'écrire 

rr»j^«=  (a«— 6*)Ssin*ecos»0  =  —  (>'»— a*)  (j*— 6«). 

Le  lieu  est  donc 

x^y^-\-(y^—  rt»)  (  j*—  ô«)  =  o. 

C'est  une  quartique  circulaire  fermée. 

L'aire  A  de  cette  courbe  s'obtient  aisément  en  considérant 
les  équations  (i)  et  (2), 

,  CaS— 62)sinecosec^0 

dy=z  -» 

/a*  sin*8  -H  6*  cos'O 

_      r*      ,    _      y<-^a2_^,î)»sin«0cos«0rfe 
Vo     "^   -^"Vo  a«sinî6  +  6«cos»d 
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Prenniu  tangO  =  /  pour  variable  il  vient 

f'dt 


Or 


-—  I  I  a'  I 


a«6«  I 


Donc 


Remarquant  que 

/•-       dt  \    C^     dt  1  .        ^^.       X 


(b^ — a'          a*it       abTz\       7t ,  .  ^. 
TTH )   =  -(a  —  é)« 


GENERALISATION   DE   LÀ  QUESTION  PROPOSER 
Par  M.  E.-N.  Barisien. 

Glissette  d'un  point  donné  du  plan  de  l'ellipse,  —  Soient  a 
et  p  les  coordonnées  de  ce  point  par  rapport  aux  axes  de 
symétrie  de  l'ellipse,  on  trouve  pour  les  coordonnées  de  ce 
point  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées  0^7,  Oy 

V  ft       o    •    fr  c*sin6cos6 

X=acosO  —  psinÇ 


y/a*  sin*0  -+-  b^  cos*0 


Y  =  et  sinO  -4-  pcosO-i-  /a*  sin«Ô -f- 6«  co5«6, 
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(  -O'  ) 
et  pour  Taire  de  l'une  des  deux  ovales  de  la  glissette 


U  =  ^(a  — 6)«-4-7r(a*-h?s). 

En    particulier,    pour   le    lieu    de    la  glisaette  des  foyers 

(a  =db  c,  p  =  o),   on   a 

U=  ^(a--6)(3<n-6). 

I/équation    cartésienne  de  celle  glissette    est    du   sixième 
degré 

ou  encore 

L'aire  de  la  podaire  du  point  (a,  P)  par  rapport   à   la   dé- 
veloppée de  Tellipse  est 

On  a,  par  conséquent,  la  relation  curieuse 

indépendante  de  la  position  du  point  (a,  P). 

On  a  aussi  pour  l'aire  de  la  podaire  de  l'ellipse  par  rap- 
port au   point   (a,  P), 

avec  la  relation 

9,  4 
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OliESTIOXS. 


1969.  Soit  PQ  une  corde  d'une  eIJipse  de  centre  O.  Montrer 
que  lorsque  la  corde  PQ  tend  vers  zéro,  rorlhocenlre  H  du 
triangle  OPQ  a  une  limite.  Le  lieu  de  ce  point-limite  est  une 
sextique  unicursale  dont  Taire  est  équivalente  à  la  somme  des 
aires  de  Tellipse  et  de  sa  développée. 

(E.-N.  Barisien.) 

1970.  Le  cylindre  dont  la  section  droite  est  la  courbe  re- 

présentée  par  l'équation  intrinsèque  p  =  a  —  -r-  (a  et  b  étant 

des  constantes  positives)  a  la  propriété  caractéristique  qu^on 
peut  tracer,  sur  sa  surface,  des  géodésiques  à  courbure  con- 
stante. 

Ces  courbes  ont  pour  rayon  de  courbure  géodésiquev^^ôS  et 


pour  rayon  de  courbure  absolue  ai/ 


ô 

(G.  PiROXDIM.) 


1971.  Soient  R  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe,  Rt  celui 
de  la  représentation  sphérique  des  tangentes,  T  le  rayon  de 
torsion,  p  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice,  s  l'arc  de  la 
courbe  donnée;  démontrer  les  relations 

.  I        I       /  R  \*     /i  dRy 

©■-(ir=' 

et  dire  ce  que  devient  la  relation  (2)  dans  l'hypothèse 
p  =  const.,         T  =  const. 

(SOLON  CllASSIOTIS.) 
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r.  I  B  It  A  Ul  I  B  G  A  U  ï  m  K  R  «  V  I  L  L  A  R  s . 


rsit^  flo  LiL^^c,  —  Lettons  stir  1  > 

'    nilUt"*    (i*    étJitUm,    rilfLlïtiinn    ri    ri.Hitpirvr.-i;,     /     V'.MuriM 

-liiiit  !St*pnrénmiJt  : 

I  ;  i'héorir  ih  ï^iUejhHcitê  rt  du  Mugftt^ntffie  ÉleciromtHra 
ei  cotf<triicHon  dei  généra f^ntri  ci  dcf  (ramfwmai^nr$  éid 
àvor  t'S ;  ïgrn> ,  . ♦  ,      1  J  I  r 


Ig^n  :  ^  "î  r.t  dktrihtttmi  df  VéNcr»ie  élùctririfit 

nfîéà  ht  tJltîpinnHef  à  la  [tiiégr<fp/itc,  *'t  ta  r 

>/ifiû  ta  puis^aare  inoîrier,  (ïht  tra^ùi finit  *^  • 

ïktmittUêiti^àe  é^t  klackume  indmirwUe,  Avec 38?  flg»;  i^uo 


Jppr 


9uo,      17  Ir 


.  III.  iir  fl'\nitlvso  et    rAiiinttmleur  ilVIml^iSsioij    * 
—  Analyse  infini Léaimale  u  tmn*^t*  det  Itfi^' 

..  ,,M   -  _..,,i4  îii'h*  -c  vtMuiiitU  stfptuL'tncrtt  : 

CsîOUl  tlitférenUel    Dérkéos  et  di[fért*fttiriii*v,  C/tangemen 
f'ormfifrx  dt*  J'ajior.  Couritfs  pittnej  et  ^tv 
CompIe,rcx\   Lignes   itavvvi  iur    h'x  xf*' 

:  Cfilcul  intégral.   LtUi^rak'A  htdvfinicn  ft  drfinten,  S&t' 
fmn-i  elitpttqut's\  /ifptaît'tns  dtfférfftff*'i/c\\  i^'diffuircs 
arhf'iin    Cafnd  dv.f  rttJtftiinfit,  Yohum  iîrand  in-3 
^iA^C2 ;  Kjn},.  . ,  . ,, ,    . , , ,,,,,,,,., ♦ .     I  >  fr * 

—  Traité  de  Géométrie  analytique  à  trots  dimeniionit 

<  ^ur  h  i'  inhtiod  [»ur  *>.  rjîiijiiix.  Ingénieur  *J(5â  t'ont-* 
. ,  _  .    -iluHiets  în-H,  so  vcndJiiit  -se|*yréïiiunl  : 

f.tifî  -  Ltii^es  et  surfaces  du  premia-  et  duAveùftd  f^i'dro.lk^étUU 

i8:)ii.*;*.. 7  fr. 

fj/'/c  rftM'  furfaceii*  Courites  gmic/trf  et  Jifipfacct  dé^'e- 

, .  î  \fiitilie  de  surfaces,  In-S,  avec  figures;  i8yi %  ï\ 

i  %nTie  :  A'M/;/i^rifv  dérivées  des  ffumlrùpw.w  Surfact^  du  tn>- 
itt  ifiiatrif}niû  degré,  7%éar,w  générale  des  xurfaeen  In-îî,  avcti 
184^1- - -     i  fr.  5o  c. 

IM  I  (f  ♦LPî'>ft!ï***?ur  ou  Coll^gcielii  TriiriuS  à  Dubiin*  —  Traité  ûm 

t'"*^TTia  à  deux  dimensions  i  Sccttofts  e{}ftuitie.f}'Ata~ 

. .  He.\ fi  l y  1  n  g (^  u  i  t' il  r  d  e 5  M  i  n  i^  s .  t*  t  M  *  I  ^/*  ^; t^t e/rf, 

t'  l*olyit'chnique,  3*  édili un  française  {con forme 

s  la  6*  édition  tingUiis©,  ^*ur  M,  Fitac/wret.  In-J*, 

14  ....,,  .    j: * lî  fr, 

IlLMOtV    6.     —  Traité  de  Géométrie  analytique  i  Ottirhes  /*/fiN^vi 

Il  TiMité  d*'$  seciious  etittuftiei,  Tra<îuîL  tlp  rdu» 

pnr  f>.  Chemin,  ln;:éintHit  «Ju*  l*Dnt8  ot  Klinns- 

(it'si  i*onla  ot  r;lri*i^5i?o>,  cl  augm^nlo  ti'una 

a  lien  dex    cottrltes   ui^dùriqne^  pltr/ier,  par 

.>vjuie^in  tinii^t*.  l«-8,  avec  lig*ir*>s;  i«jt»*r,* is  ir. 

i'...iowvMur   îiu   Trinily   ('.^jIIo^o,   a   iJultlm.  —    Leçons 
ililiuRç  t>aUiêcd  MJtrès  la  4"  éû\im\  iin^hm\ 
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A7PELL  rPaul  ',  Mrinbni  (te  lln^tiUit,  l*i'ofc8soi*r  -^i  l'P.r^*h 
jV^M'ur  a  la  Fcicttlté  dos  Scienet^s  de»  Pu  ri 8*    -  Cours  de 
J'n^ft^'^'  des  Cftmiidtm    à  i' Ecole  Centmic  iie«  Artx  et  Ami' 
Ifi^^  de  :*-i  [^ago*  ol  )  .^  î  figuros;  1902 -  * 

âPPELL   (P  ;«,  Mcmbro  do  lltiàUtui,  r.t  CEAFFOIS  (1/ 
rflcolo  llpninile.  —  îieçoii«  élémentaires  d3  Mêcaiûiliie 
^tri'ût  de  Prrmièrtf.  Un  vol.  îii-18  jé^sus,  avec  7**  ti^î.:  19*' 

CAQCNtE.u  ant^iwi  Êk»vt'  de  l'ficolc  Normnle  m 

niaiiiimi.tlHHn^a  si>6cial<*s  uu  «'olR^gô  Uol Ijn.  —  Li  _     -. 
dex  tlOIubrsg.  t'uu^^rarturs.  Formes  gitttdrattqtwi*  i^oiuf 
stini/y'rs,  fjtn'jitftfn.f  dh'ef'xes,  Graud  in-8î  itjMo, ,  ,* , , . . . 

QODEFROY  [  Maurice),  BibïiotïufTairo  do  la  Facidté  dos  Scit^rirt^*  ih  Mir- 
^pilJ*?.   —  Théorie  éiémentaire  des  térieâ    Limites.  A 

amxtauf.'!.  Stfrlt's  it  ti^raws  varinldes.  FonctinH  tjponf^ni 
circtihtirvs,  F  met  ion  gijmma.  AvtH'  imo  Fiéfaco  de  \ 
i*our  à  la  Fucullô  dcM  ScJ«ui!**s  d»'*  M.vr^f'dli"'.   Vn  v. 


3^(]ï(IT  l'ai  <    -  luitirinitrle  (;ALirnJrn*VMXAIt^,^iiii  «9«^faa«l»'Aera«Uii4,  ">•. 


NOUVELLES  ANNALES  DE  MATHEMATIQUES. 


N    l.  SUPPLEMENT,  wuii.  I9u;j. 


CHRONIQUE. 

1 /Exposition  de  Saint -Louis  (1904»  donnera  lieu  à  la  réunion  «k* 
r.tHigrés  internationaux.  Le  Comité  d'or^ani^iut ion  s'est  réuni  le  11  inat> 
dernier  pour  examiner  le  rapport  relatif  au  (-'un^'rès  drs  ir/s  et  de  la 
Sfience,  Le*  membres  de  ce  Comité  ont  roule  ré  avec  le  Conseil.  C«* 
^ifni  :  le  Professeur  Simon  Nkwcomb,  de  Washington;  le  Professeur 
Hi'GO  Mt'NSTERBERG  de  IM  ni\ersilé  Harvard  cl  le  Professeur  Ai,bion-\V. 
Small,  de  rUniversité  de  Chicago.  M.  Ho\vard-J.  RociERS,  Directeur 
des  Congrès,  était  aussi  présent.  Le  Congrès  des  Arts  et  de  la  Science 
romprcndra  1*8  sections.  Le  Conseil  a  fixé  sa  prochaine  réunion  à  Saint- 
Louis  le  29  avril. 

• 

M.  G.-A.  Miller  a  fait  à  l'Uni>ersité  de  Stanford  une  ('onférencc 
intéressante  signalée  par  le  journal  Science  (de  \e\v-York).  Au  sujei 
des  découvertes  fondamentales  en  Mathématique,  il  signale  un 
««uvragc  récemment  connu  d'un  mathématicien  égyptien,  \hnies,  qui 
contient  des  résultats  intéressants  :  ainsi  une  table  dans  laquelle  les 
fractions,  ?.  '.  ...,  ^  sont  exprimées  comme  somme  de  plusieur> 
fractions  de  numérateur  i,  ainsi  JL  =  ^^  -h  ^^ -^  ^-j^;  et  encore  celle 
lègle  que  la  surface  du  cercle  est  égale  au  carré  demi  le  c<»lc  esl  les  l 
du  diamètre,  ce  qui  donne  i:  =  3 ,  i6oj 


J/ Assemblée  ordinaire  de  T American  Mathematical  Society  a  eu 
lieu  à  New-York  le  samedi  28  février  190L 

Le  Président  de  la  Société,  le  Professeur  Ïhomas-S.  Fjskk.  occupait 
le  fauteuil,  assisté  du  Vice-Président,  le  Professeur  W.-F.  Osgood. 

Les  iMcmoireS  suivants  furent  lus  à  cette*  Assemblée  :  D'  L.-P.  Ki- 
>EMiART  :  Congruences  des  courbes.  —  D'  Emory  iMc  Clintock  :  Le  lo- 
laarithme  comme  fonction  directe.  —  Professeur  M. -P.  îMannino  : 
Géométrie  non-euclidienne  des  réseaux  de  cercles.  —  M.  C.-K. 
Stroiiqiîist  :  Une  généralisation  de  r intégrale  de  longueur.  — 
O'  Edward  Kasner  :  Trois  notes  sur  la  géométrie  projective.  — 
M.  VV.-B.  Ford:  Un  théorème  concernant  les  fonctions  de  deux  {ou 
plus)  variables  complexes.  —  Professeur  W.-F.  OgGOOD  ;  L'intégrale 
comme  limite  d'une  somme,  et  un  théorème  de  Duhamel.  —  D'  E.-R. 
Hedrick  :  Les  courbes  intégrales  d'une  équation  différentielle  par- 
tielle, —  Professeur  E.-B.  Van  Vi.eck  :  Sur  une  extension  du  Mémnirr 
N.  A.  --  Suppl.  \ 
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de  1894  de  Stieltjes.  —  i)'  A. -S.  GviK  :  Sur  une  ^^énêraitsation  de  Iti 
série  de  surfaces  associées  niinima.  --  Professeur  G.- A.  Miller  :  L'a 
ihéorènie  fondamental  ayant  rapport  aux  groupes  de  substitutd^n 
transitive,  —  Professeur  E.-W.  ÛnowN  ;  Sur  les  dérivées  des  coor- 
données lunaires  par  rapport  au  r  éléments,  —  Professeur  Charlotte- 
A.  Scott  :  Sur  le  théorème  fondamental  de  la  Géométrie  projectile. 
—  Professeur  Alfruid  Lokwy  :  Sur  la  réductihiUté  des  groupes  réels 
de  substitutions  linéaires  homogènes. 


La  procliaîiie  réunion  i\e  la  Deutsche  Mathematiker  Vereinigung^ 
îiura  lieu  en  même  temps  que  la  soixante-quinzième  assemblée  des  Na- 
turalistes et  Physiciens  allemands,  du  9.0  au  a6  septembre  190X  Les 
principaux  sujets  de  discussion  proposés  pour  cette  assemblée  sont  les 
fonctions  ahéiiennes  et  la  Mécanique  théorique. 


Université  de  Bonn.  —  Le  |)rofesseur  II.  Kortim.  Exercices  sur  les 
premiers  principes  des  Mathématiques,  séries  infinies,  éléments  du  calcul 
dilTcrenliel  et  intégral. —  Le  pi*ofesseur  R.  Lipschitz.  Exercices  sur  les 
premiers  principes  des  Mathéniuliques.  application  du  calcul  infinité- 
simal à  la  théorie  de  l'espace. 


Université  de  Gottingen.  —  Le  professeur  Félix  Klf.ix.  Encyclo- 
pédie de  Géométrie,  premiers  principes  des  Mathématiques.  —  Le  pro- 
fesseur D,  HiLBRRT.  Equations  diiïércntielles,  Mécanique  du  continuum, 
exercices  sur  les  éléments  de  la  IMiysique  mathématique.  —  Le  pro- 
fesseur M.  Brkndkl.  Assurance,  exercices  sur  rinlégralion  des  équations 
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SUR  QUELQUES  RAPPORTS  ENTRE  LES  TRIANGLES 
ET  LES  CONIQUES; 

Par  m.  Georges  MAJGËN,  à  Agram,  '  !    i 


Le$  recherches  suivantes  se  rapportenl  à  des  groupes 
de  six  points  situés  sur  les  côtés  d'un  triangle  donné, 
et  remplissant  une  certaine  condition. 

J'ai  déjà  signalé  dans  mon  Mémoire  :  Uber  gewisse 
Scharen  homothetischer  Kegelschnitte  in  der  Drciecks- 
geometrie  (*)  de  tels  groupes  de  points,  qui  dépendent 
d'un  angle  quelconque  a>.  Des  observations  analogues 
peuvent  être  faites  en  reniplaçani  Tangie  (o  par  une  lon- 
gueur (S)  donnée,  de  laquelle  dépendent  des  groupes 
nouveaux. 

Ici,  je  me  propose  d'indiquer  quelques  relations 
métriques,  d*une  façon  purement  géométrique;  cette 
méthode  me  semble  présenter  un  certain  intérêt,  bien 
que  ce  ne  soit  pas  la  plus  concise. 

{.  Étant  donné  un  triangle  ABC  (les  trois  angles 
étant  aigus)  {fig-  i),  on  décrit  de  chaque  sommet 
comme  centre,  un  cercle  avec  le  même  rajon.  Nous 
allons  démontrer  que  les  trois  couples  de  points  d'in- 
tersection A',  A"^  B',  B"^  C,  CI'  des  cercles  avec  les 
côtés  opposés  respectifs  sont  situés  sur  une  conique. 

Examinons  auparavant  les  positions  des  milieux  des 
six  rajons  AA',  AA",  . . . ,  CC.  Soient  B|  et  C<  les 
milieux  des  longueurs  BB'=  CC.  Si  Ton  décrit,  sur  les 

(  '  )  Archiv  der  Mathemaiik  und  Physik,  3*  série,  t.  IV',  p.  76. 
Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  III.  (Mai  igoS.)  i3 
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diagonales  BB'  et  CG  du  quadrilatère  complet  BCB'C 
comme  diamètres,  les  cercles  A<  et  Arj,  leurs  poiuts  d'in- 
tcrscctiou  seront  K  et  L.  L*axe  radical   est  l'axe  de 
symétrie  du  segment  B|C|. 

D'après  un  théorème  connu  (*),  les  côtés  de  tout 
angle  droit,  dont  le  sommet  est  le  point  K  ou  L, 
touchent  une  certaine  conique,  inscrite  dans  le  qua- 
drilatère BCB'C.  La  droite  r'  (ou  KL)  sera  la  direc- 

Fig.  I. 


trice   de  Tunique  parabole   possible  inscrite  dans  le 
quadrilatère. 

On  sait  aussi  que  les  orthocentres  des  quatre  triangles, 
déterminés  par  les  trois  couples  des  côtés  du  quadrila- 
tère, sont  situés  sur  la  directrice  de  cette  parabole  (^). 

(•)  Voir  Rbye,  Die  Géométrie  der  Lage,  3*  édil.,  \^  Partie, 
p.  214. 

(')  La  droite  de  NewtoQ  B,C,  est  pecpendiculaire  sur  r\  Voir 
Steiner-VVe[rr8tra8s,  Gesammelte  Werke,  t.  I,  p.  2a3,  6",  7'. 
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Comme  les  points  B|  et  C|  symétriques  par  rapi)ort 
à  la  droite  r\  ces  points  seront  également  distants  de 
Tortliocentre  H  du  triangle  ABC,  qui  est  un  de  ces 
(jualre  triangles  précités. 

On  démontrera  de  la  même  manière  que  les  milieux  A| 
elCi  des  segments  AA'  et  CC  et  aussi  les  milieux  A* 
et  B|  des  longueurs  AA''  et  BB^''  sont  équidistants  de 
Ton  h  ©centre  H. 

On  aura  la  même  démonstration  pour  un  triangle 
obiusangle.  Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Si  Von  mène  de  chaque  sommet  du  triangle  ABC 
deux  droites  telles  que  les  longueurs  des  six  segments 
limités  aux  côtés  opposés  respectifs  soient  égales,  les 
milieux  de  ces  six  segments  sont  sur  un  cercle  ayant 
pour  centre  l' orthocentre  du  triangle» 

2.  En  vue  de  ce  qui  doit  suivre,  considérons  le 
triangle  ABC,  avec  les  six  segments  égaux  A  A',  A  A'', 
BB',  . . . ,  CC,  comme  une  projection  centrale  d'une 
certaine  figure  de  l'espace.  Le  plan  du  triangle  ABC 
étant  le  plan  de  projection,  soient  A,  B,  C  les  traces 
et  A',  A",  .  .  .  ,  C"  les  points  de  fuite  des  six  droites 
respectives  a',  af\  i',  ....  c'' de  Tespace  {Jig-  2). 

Élevons  par  Torthocentre  H  une  perpendiculaire  au 
plan  de  projection  et  choisissons  sur  celle-ci  un  point  (Z) 
quelconque.  Ce  point  (Z)  étant  le  centre  de  projection, 
chaque  couple  de  droites  :  «',  a";  i',  i'';  c',  c^'sera  symé- 
trique par  rapport  à  un  certain  plan  cti,  0-2,  0-3,  mené 
par  la  perpendiculaire  ZH  et  la  hauteur  respective  du 
triangle  ABC. 

Le  plan  tw'  étant  le  premier  plan  parallèle  (appelons 
ainsi  le  plan  mené  par  Z  parallèlement  au  plan  de  pro- 
jeclion),  les  traces  des  six  droites  a',  a'';  6',  6'';  c',  c" 
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sur  ce  plan  seront  sur  une  circonférence  h]  ayant  le 
point  Z  pour  centre,  puisque  les  six  longueurs  des  pro- 
jections sont  toutes  égales. 

Menons  le  deuxième  plan  parallèle  r?  (c'est-à-dire  le 
plan  symétrique  du  plan  u'  par  rapport  au  plan  de  pro- 


\*i 


jeclion)^  les  traces  des  six  droites  a\  a'',  è',  ¥,  c',  <^ 
sur  ce  plan  t!'  seront  aussi  sur  uae  circonférence.  En 
effet,  nous  avons  démontré  que  les  milieux  A|,  A*, 
B,,  B;,  Cn  C;  des  six  longueurs  AA',  AA^  ..,,  CO' 
sont  situés  sur  une  circonférence  (//').  Ces  milieux  sont 
dans  notre  interprétation  de  la  figure  de  l'espace  les 
projections  des  traces  des  six  droites  a\  a"^  b\  ...,  cf' 
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sur  le  plan  t!'\  alors  ces  traces  considérées  seront  sur  une 
circonférence  k\.  Nous  ajoutons  seulement  que  le  rayon 
du  cercle  h"  est  au  rayon  du  cercle  A**  comme  i  à  2. 

Considérons  spécialement  le  couple  des  droites  a! y  a'', 
leurs  traces  sur  le  plan  iJ  étant  k'^  et  A^,  et  sur  if^  A^ 
et  k\.  Les  triangles  A A[,A^  et  Tih! k"  sont  congruents, 
parce  que  ZA'  et  Ik!'  étant  les  droites  de  fuite  corres- 
pondantes aux  droites  a!  et  a" y  les  longueurs  A^A]^ 
et  A'A'^  sont  égales.  On  voit  de  même  que  les  lon- 
gueurs A^A^  et  A' A''  seront  aussi  égales.   . 

On  démontre  de  la  même  manière  que  les  cordes  BJ,,  B]^ 
et  B^,  BJ  déterminées  par  les  droites  h'  et  b"  sur  les  cir- 
conférences k'^  et  /r^  sont  égales  à  la  longueur  B'B''^  sur 
le  côté  AC  du  triangle  ABC,  et  de  même  pour  le  troi- 
sième couple  C,  C". 

Ces  rapports  ne  dépendent  pas  d'un  choix  arbitraire 
du  centre  de  projection  Z  sur  la  perpendiculaire  ZH, 
parce  qu'ils  sont  indépendants  des  relations  angu- 
laires. 

Soient  a,  p,  y  ^^^  plans  passant  par  a' c/'^  VV\  c'c". 
Ils  seront  parallèles  aux  trois  plans  déterminés  par  Z 
et  les  côtés  BC,  AC,  AB  respectivement.  Cherchons 
les  projections  centrales  des  droites  d'intersection  des 
plans  a,  ^,  y  ^^^^  ^^  P^^^  '^ -  ^^^  traces  de  ces  trois 
plans  a,  ^,  y  ^^^  ^^  P^^^^  ^^  projection  sont  les  côtés  BC, 
AC,  AB,  et  leurs  droites  de  fuite  les  trois  parallèles  ai, 
^1 ,  Y,  menées  par  les  sommets  A,  B,  C  aux  côtés  opposés. 
La  droite  a^  qui  passe  par  le  milieu  de  la  distance  des 
droites  ai  et  BC  parallèlement  à  celles-ci  sera  la  pro- 
jection de  la  droite  commune  aux  plans  a  et  n".  Nous 
obtiendrons  de  la  même  manière  les  projections  des 
deux  autres  droites  {^t^)  et  (yic")  en  p,  et  y,.  Les  trois 
lignes  a^,  P^,  y^  forment  un  triangle  nouveau  i  a  3, 
inscrit  au    triangle  ABC^  dont  les  côtés  auront  des 


Digitized  by 


Google 


(  '98) 
longueurs  égales  aux   moitiés  des  côtés  parallèles  da 
triangle  fondamental. 

Il  suit  de  là  que  le  triangle  ABC  et  le  triangle  form^ 
par  les  trois  droites  (aW),  (^7t^'),  (x^^)  sont  congruents, 
parce  que  les  côtés  de  celui-ci  sont  les  doubles  des  côtés 
correspondants  du  triangle  i  2  3,  c'est-à-dire  de  la  pro- 
jection du  triangle  sur  t^ , 

Projetons  le  triangle,  dont  les  directions  des  côtés 
sont  {t^'ol)^  (''^'P)?  (^T)'  ^^^  '^  P'^'*  ^'®  projec- 
tion (ABC),  orthogonalement.  Les  projections  oriho- 
gonales  des  points  en  lesquels  les  droites  a'a^'^  b'  V ^  d d' 
percent  le  plan  t!\  seront  A'^,  A',  B'^,  B',  C, ,  C,,  points 
situés  sur  un  cercle  (/r^)  qui  est  la  projection  ortho- 
gonale du  cercle  A*  sur  W^.  Les  trois  cordes  de  ce 
cercle  :  A'^  A^,  B^B*,  C',  C'  seront  égales  aux  lon- 
gueurs A' A",  B'B'',  CC''. 

Le  triangle  considéré  A*  BJ  C'  aura  pour  projection 
orthogonale  le  triangle  (AJ)  (B][)  (CJ). 

Le  couple  de  droites  «',  a"  donne  avec  la  corde  A'^  A* 
(surir'')  un  triangle  AA'^ A*.  Le  plan  de  celui-ci  forme 
avec  le  plan  de  projection  le  même  angle  que  le  plan 
du  triangle  ZA'A".  A  cause  de  la  congruence  des 
triangles  A  A',  A*  et  ZA'A",  les  projections  orthogo- 
nales de  leurs  hauteurs  auront  alors  les  mêmes  lon- 
gueurs, c'est-à-dire  que  la  distance  de  la  corde  A'^  A'  au 
sommet  A  sera  égale  à  la  dislance  HH|,  H|  étant  le 
point  d'intersection  de  la  hauteur  AH  avec  le  côté  BC. 
Nous  trouverons  pareillement  que  les  distances  des 
cordes  B^  B'  et  C'^  C^  à  B  et  C  seront  égales  aux  dis^ 
tances  HHa  et  HHs,  respectivement. 

Le  sommet  (AJ)  du  triangle  (AJ)(B^)(C]J)  est  alors 
le  point  d'intersection  des  cordes  B',  B'  et  C'^C'.  La 
corde  B'^  ti]  divise  la  hauteur  BH2  du  triangle  ABC  en 
deux  parties,   dont  la  première  sera  égale  à   la  lon- 
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gueur  HH3  ;   or  on  voit  que   l'autre  doit  être   égale 
h  BH. 

Nous  démontrerons  que  la  longueur  C(  A*)  est  égale 
aBH. 

Le  triangle  A^BJCJ,  dans  le  plan  7:",  et  sa  projec- 
lion  123  sont  des  triangles  homologiques  par  rapport 
au  {K)int  Z  comme  centre  (Vhomologie.  Le  triangle  i  2  3 
et  la  projection  orthogonale  (A][)(BJ)  (CJ)  du  premier 
seront  aussi  homologiques  par  rapport  à  la  projection 
orthogonale  H  du  centre  Z. 

Alors  les  points  H,  i,  (A*)  se  trouvent  sur  la  même 
droite.  Nous  avons  vu  que  la  distance  du  sommet  C 
à  C,  C'  est  égale  k  HHj;  or  la  droite  y,  (ou  i,  2)  divise 
aussi  la  distance  entre  H  et  C\  C'  en  deux  parties  égales. 

On  a  _     _ 

iH  =  i(A;)        et        TC=TB; 

alors  le  quadrilatère  HB(A*)C  est  un  parallélogramme. 
Comme  BH  est  perpendiculaire  sur  CA  et  CH  sur  AB, 
(A^)C  sera  aussi  perpendiculaire  sur  CA  et  (A*)B 
sur  AB.  On  démontre  pour  (B^)  et  (C])  des  propriétés 
pareilles  (*). 

Nous  appliquerons  aux  points  A^,  A',  B'^,  B', 
C',,  C*,  cdramuns  au  cercle  (k])  et  aux  côtés  du 
triangle  (  A*)(BJ)  (C]J),  Téquation  de  Carnot  : 

(a;)CV(a;)C^  (b;)a;.(b;)a;  (c;)b;.(C';)b;  _ 
(b;)g;.(B';)Cï  (c;)a;.(Q)aï  (a:.)B;.(A';)Bî  -'• 

Nous  aurons  aussi  la  même  relation  pour  le  triangle  ABC 
et  les  points  A',  A",  B',  B",  C,  G*^,  parce  que  les 
triangles  ABC  et  (AJ)  (B][)(C*)  sont  congruents  et  que 


(<)  Les  triangles  ABC  et  (A')  {B')  {C])  soot  en  homologie  cen- 
trale; ils  sont  inscrits  à  un  cercle. 
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l'on  a 

AG'=  (B;)Gî,         BC'=  (AÏ)Ci,        BA'  =  (Cl)k\, 
CA'=  (BÏ)AÎ,      -  CB'=  (A;)B',,        AB'=  (CÎ)B;. 

Le  théorème  suivant  est  alors  établi  : 

Etant  menées  de  chaque  sommet  d'un  triangle  deux 
droites,  telles  que  toutes  les  six  aient,  jusqu'aux  côtés 
opposés  respectifs,  la  même  longueur,  les  six  points 
dHntersection  sur  les  côtés  seront  situés  sur  une  co- 
nique (A). 

En  général,  cette  conique  ne  sera  pas  un  cercle, 
parce  que  les  positions  des  six  longueurs  AC,  BC, 
CA'',  AB^,  CB',  BA'  ne  seront  pas  les  mêmes  par  rap- 
port à  ABC  et  à  (a;)(b;)(g;). 

En  tenant  compte  d'un  théorème  connu  (*),  on  a, 
réciproquement,  la  proposition  suivante  : 

Etant  menées  de  chaque  sommet  d'un  triangle  deux 
droites,  telles  que  toutes  les  six  aient ^  jusqu'aux  côtés 
opposés  respectifs^  la  même  longueur,  les  six  droites 
seront  tangentes  à  une  conique  (k'). 

Nous  remarquons  que  les  trois  cordes  A' A'',  B'B^, 
ce  de  la  conique  k  ont  des  symélrales  (^)  passant  par 
un  même  point  (H)^  et,  dans  cet  ordre  d'idées,  nous 
nous  bornons  à  proposer  la  question  suivante  : 

Combien  y  a-t-il  de  cordes  d'une  conique,  dont  les 
symétrales  passent  par  un  point  donné?  Comment 
seront-elles  déterminées  ? 


(*)  Voir  Steinkr-Schrôter,  Die  Théorie  der  Kegelschnitte , 
2'  édit.,  p.  232,  exemple  24. 

(')  Ce  mot  semble  être  employé  ici  par  Tau  leur,  comme  équi- 
valent à  celui  d'axe  de  symétrie.  (N.  d.  l.  R.) 
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3.  Nous  examinerons  la  position  des  six  points  A',  A'^ 
B',  B*,  Oj  C  k  l'égard  des  longueurs 

AA'  =  AA'  =  BB'  =  BB'  =  GC  =  CC  =  S 

et  des  formes  du  triangle  fondamental  ABC,  et  nous 
déterminerons  les  espèces  des  coniques  (A*)  qui  en 
ré2$ultent. 

11  faut  distinguer  les  positions  des  six  points  par  rap- 
port aux  sommets  du  tiiangle  par  les  signes  +  et  —  et 
prendre  en  considération  les  combinaisons  qui  rendent 
positif  le  premier  membre  de  Téquation  de  Carnol. 

Dans  cette  équation 


BA'.BV  CB'.CB"  AG'.AC 


GA'.GA'  AB'.AB'  BG'.  BG'  ""'' 

les  douze  longueurs  auront  des  signes  déterminés;  ces 
signes  seront,  par  exemple  pour  BA'  et  BA",  différents 
ou  identiques  selon  que  les  points  A'  et  k^*  (sur  BC) 
occupent  des  régions  différentes  ou  la  même  région  par 
rapport  au  sommet  B;  en  cela,  le  choix  du  sens  positif 
du  côté  BC  reste  entièrement  indifférent. 

Le  premier  membre  de  Téquation  de  Carnot  aura,  en 
raison  de  toutes  les  variations  possibles  entre  les  signes 
des  douze  longueurs,  ^29  formes.  Parmi  ces  formes, 
choisissons  seulement  celles  qui  rendent  les  trois  quo- 
tients positif Sy  ou  deux  négatifs  et  un  positif  (*), 

4.  Nous  considérerons  les  positions  essentiellement 
diverses  des  points  A',  A'',  B',  B'^  C,  C  pour  un 
triangle  ABC  général,  ayant  ses  trois  angles  aigus.  Les 
points  O  et  C"  sont  ou  tous  les  deux  (sur  le  côté  AB) 

(•)  Je  n'ai  pu  trouver  ni  dans  la  Géométrie  de  position,  de 
Carnot,  ni  dans  un  autre  Ouvrage  la  distinction  des  espèces  de 
coniques  à  Tégard  de  l'équation  de  Carnot.  Les  considérations  sui- 
Tantes  se  rapportent  au  théorème  donné  dans  le  n"  2. 
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entre  les  points  A  et  B,  ou  tous  les  deux  hors  du  seg- 
ment ÂB,  de  part  et  d'autre  des  sommets  A,  B,  ou  enfin 
l'un  sur  le  segment  AB,  l'autre  en  dehors.  Pour  le 
triangle  ABC  choisi,  le  cas  où  les  deux  points  seraient 
hors  du  segment  AB,  et  du  même  côté  d'un  des  som- 
mets (A  ou  B)  ne  sera  pas  possible. 

Alors  nous    aurons  pour   le   triangle   ABC   les  cas 
typiques  suivants  {fig-  3,  4i  5  et  6)  : 

Fig.  3.  Fig.  4. 


Fig.  5. 


Fig.  6. 


Les  trois  quotients  de  Tëquation  de  Camot  étant  tous 
positifs  : 


=  + 
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et 

...  H-.-f-   H-.-i-    -+-.-h 

(4)  zrz:  zm  :l.'z:  ="^î 

deux  des  quotients  étant  négatifs  et  Tun  positif  : 

(5)  =-+- 

—  .-4-   -h. H .4- 

el 

les  quatre  cas  dépendent  aussi  de  la  longueur  s  des 
distances  égales 

AA'=  AA'=  BB'=  BB'=  CC':=t:  GC. 

Ces  deux  conditions  ne  sont  aucunement  indépendantes 
entre  elles. 

Nous  aurons  le  cas  (3)  si  la  longueur  s  est  plus 
grande  que  le  plus  grand  côté  du  triangle.  On  recon- 
naît aisément  que  dans  ce  cas  aucun  des  six  points  n'est 
situé  entre  deux  quelconques  des  sommets  du  triangle. 

La  longueur  s  étant  plus  petite  que  le  plus  petit 
côté  du  triangle,  nous  avons  le  cas  (4),  où  aucun  des 
six  points  ne  peut  être  hors  des  côtés  du  triangle. 

11  faut,  dans  le  cas  (5),  que  la  longueur  s  soit  plus 
petite  que  le  plus  grand  côté,  mais  plus  grande  que  le 
côté  moyen  du  triangle,  parce  qu'un  des  trois  couples 
de  points  doit  être  séparé  par  un  sommet  sur  un  côté. 
Il  s'ensuit  qu'on  aura  une  séparation  d'un  deuxième 
couple  de  points  sur  un  autre  côté.  En  eflTet,  à  cause 
de  AA''<  AC,  alors  aussi  CC'''<AC;  le  point  Casera 
entre  les  sommets  A  et  B.  Le  couple  de  points  qui 
sera  séparé   à  la   fois  par  les   deux   sommets   sur  un 

côté  ("^ — j  doit  être  toujours  situé  sur  le  plus  grand 

côté  (dans  la  figure  5,  c'est  le  couple  IV,  B^'^). 
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Nous  aurons  en6n  le  cas  (6)  pour  une  longueur  .f, 
plus  grande  que  le  plus  petit  côté,  mais  plus  petite  que 
le  côté  moyen  du  triangle.  Le  couple  de  points  qui  n'esl 
séparé  par  aucun  sommet  l  __' _  )  sera  sur  le  plus  petit 
côté  (dans  la  6gure  6,  c'est  le  couple  A',  Â^'). 

Le  couple  A',  A!'  du  cas  (5)  est  séparé  par  le 
sommet  B  sur  BG',  alors  le  point  A''^  étant  entre  les 
sommets  B  et  G,  menons  les  droites  de  jonction  B'C 
et  G'B''.  La  première  de  ces  droites  coupera  le  côté  BC 
hors  du  segment  BG,  parce  que  les  points  B'  et  G'  sont 
sur  les  prolongements  des  longueurs  AG  et  AB.  Il  s'en- 
suit que  le  point  A'^  sera  à  l'intérieur  du  triangle  B'CB". 
La  conique  A'A"WB"GC"  sera  alors,  d'après  un  théo- 
rème bien  connu,  une  hyperbole. 

Joignons  dans  la  figure  6,  celui  (A')  des  deux  points 
situés  sur  le  plus  petit  côté  (A'  et  A")  qui  est  le  plus 
éloigné  du  plus  grand  côté  (AG),  aux  points  B'  et  B'^ 
situés  sur  le  plus  grand  côté.  Le  point  A''  sera  à  l'in- 
térieur du  triangle  A'B'B"  parce  qu'il  se  trouve  entre 
les  sommets  B  et  G.  La  conique  des  six  points  pour  le 
cas  (6)  sera  encore  une  hyperbole,  et  nous  avons  le 
théorème  suivant  : 

Un  couple  quelconque  des  six  points  A',  A'';  B',  B"^ 
G',  G"  étant  séparé  par  un  sommet  seulement,  la 
conique  des  six  points  sera  une  hyperbole. 

Dans  les  cas  (5)  et  (6)  la  conique  k  ne  peut  pas  être 
un  cercle  ;  mais  on  démontre  aisément  que  cette  conique 
ne  pourra  pas  être  un  cercle  non  plus  dans  les  cas  (3) 
et  (4)  pour  un  triangle  général  acutangle. 

Si  cela  était  possible,  le  cercle  h  aurait  le  point  H 
pour  centre,  parce  que  par  ce  point  passent  les  trois 
symétrales  des  cordes  A' A'',  B'B'',  G' G''  {fig.  i).  Alors  les 
cercles  k  et  k"  seraient  concentriques  et  les  droites  B,  B' 
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el  Ci  g  symétriques  par  rapport  à  la  droite  r'.  Il  s'en- 
suivrait  que  les  sommets  B  et  C  seraient  équidistants 
du  point  H,  et  c'est  ce  qui  n'est  pas  possible  pour  un 
triangle  général. 

On  trouve  des  résultats  pareils  pour  un  triangle  iso- 
scèle,  où  seulement  les  cas  (3)  et  (6)  peuvent  avoir  lieu. 
Si  i^  est  la  hauteur  et  /  la  longueur  des  côtés  égaux, 
nous  avons  ou  5>  /  ou  v'£s  <Ct.  Dans  ce  dernier  cas 
la  conique  des  six  points  sera  une  hyperbole. 

5.  On  aura  des  propriétés  particulières  pour  la 
courbe  des  six  points,  si  l'on  se  donne  un  triangle 
rectangle  fondamental. 

On  peut  distinguer  deux  cas  pour  l'espèce  de  la 
conique  k  suivant  que  la  longueur  s  est  plus  petite  ou 
plus  grande  que  l' hypoténuse  c  {Jig»  7). 


Fig.  7. 


iCl 


/ 


(B)     A      V            / 

/  / 

x:, 

A' 

(« 

Les  couples  de  points  sur  les  côtés  de  l'angle  droit 
seront  toujours  séparés  par  le  sommet  (C)  de  cet  angle 
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si  l'on  a  ^•<AB^  ils  seront  séparés  aussi  par  les  som- 
mets B,  A  pour  s  >  AB.  Dans  les  deux  cas,  le  couple  G',  G' 
sur  riiypoténuse  sera  séparé  par  les  sommets  A  et  B,  car 
la  longueur  s  doit  être  plus  grande  que  le  plus  grand 
côté  de  Tangle  droit  BG;  alors  le  point  G'  se  trouve 
toujours  hors  du  segment  A£. 

D'après  les  développements  précédents,  ou  voit  ici 
que  la  conique  k  pour  5  <1  AB  sera  une  hyperbole,  mais 
qu'elle  ne  pourra  pas  être  une  liyptîrbole  pour  s  >  AB. 

En  outre,  le  sommet  G  du  triangle  sera  le  milieu 
commun  des  cordes  A'A'^,  B'  B''  qui  sont  situées  sur 
les  côtés  de  Tangle  droit.  Ge  sommet  G  sera  le  centre 
commun  pour  toutes  les  coniques  k.  Les  points  G'  et  C 
sur  riiypoténuse,  étant  toujours  symétriques  par  rap- 
port à  la  hauteur  GHqi  cette  hauteur  sera  la  direction 
d'un  axe  et  l'hypoténuse  elle-même  la  direction  de 
l'autre  axe. 

Or,  toutes  les  coniques  k  qui  correspondent  à  uu 
triangle  rectangle  auront  deux  axes  limités.  Pour  le 
cas  5  >  AB,  toutes  les  coniques  seront  donc  des  ellipses. 

On  démontre  encore  aisément  que  parmi  les  co- 
niques k  aucun  cercle  ne  se  rencontrera.  En  effet,  on 
ne  pourrait  le  chercher  que  parmi  les  ellipses;  alors 

nous  aurions 

C(A'')  =  C(G') 

et,  àcausedeG(G'')  =  A(A'), 

G(A')  =  A(A'), 

ce  qui  n'est  pas  possible  pour  une  longueur  s  limitée. 

La  conique  A^  étant  hyperbole  (Jig>  7),  le  quadrila- 
tère PJW S!'&  sera  un  parallélogramme  et  ses  sommets 
opposés  seront  sur  les  branches  distinctes  de  la  courbe. 

Les  droites  /*  et  i  étant  les  axes  des  coniques  ky  les 
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points  A'  et  C  seront  sur  le  même  quart  de  la  courbe 
et  par  suîie  sur  la  même  branche. 

Les  faisceaux  homograplnques  A' (A",  C,  •  .  •) 
et  B*'(A'',  C,  .  .  .)  seront  de  même  sens,  car  A"  se 
trouve  entre  B  et  C.  Or,  les  centres  des  faisceaux  A' 
et  B^  seront  sur  la  même  branche.  L*axe  i  sépare  les 
points  A'  et  C^  des  quatre  autres,  maïs  il  ne  sépare  pas 
ces  deux  points  eux-mêmes.  Cet  axe  i  sera  alors  Vaxe 
imaginaire  pour  tontes  les  hyperboles  k, 

La  conique  étant  une  ellipse,  le  point  (C)  sera 
hors  de  la  longueur  AB.  Nous  avons  aussi,  à  cause 
deBHo>CHo, 

(C')Ho>CHo        et        •i(G')Ho>2CHo. 

Le  parallélogramme  rectangle  {C\){0')  inscrit  à  l'el- 
lipse aura  pour  côtés 

a(C')Ho=(C')(G')        et        2CHo=  (G')(C')i  ; 

son  plus  grand  côté  est  alors  (C)  (C).  Si  Ton  décrit  du 
point  C  le  cercle  circonscrit  à  ce  parallélogramme^  le 
point  (A^)  sera  situé  nécessairement  à  l'intérieur  de  ce 
cercle;  en  effet,  nous  avons,  à  cause  de  A  (A'')  >►  C(A''), 

C(G')=A(A')        et        G(G')>G(A''). 

Le  point  A'''  sera  toujours  entre  Tare  de  cercle  (C)  (C) 
et  la  corde  (C')(C"),  et  comme  celte  dernière,  ainsi 
qu'on  Ta  vu,  est  le  côté  le  plus  grand  du  parallélo- 
gramme, il  s'ensuit  que  Taxe  i  étant  parallèle  à  ce  côté 
sera  le  grand  axe  de  Tellipse  k. 
On  a  donc  le  théorème  qui  suit  : 

La  droite  i,  menée  par  le  sommet  de  l^ angle  droit 
du  triangle  rectangle  ABC,  contient  tous  les  grands 
axes  des  ellipses  et  tous  les  axes  imaginaires  des 
hyperboles  des  six  points. 
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6.  Le  triangle  fondamental  étant  un  triangle  ob^ 
Uisangle  général,  il  se  peut  qu'un  couple  de  points  soit 
entièrement  hors  d'un  côté,  et  cela  du  même  côté  d'un 
sommet.  Il  peut  arriver  que  cela  ait  lieu  aussi  pour  un 
deuxième  couple  de  points.  La  conique  résultante  sera 
dans  ces  deux  cas  une  hyperbole. 

7.  Nous  avons  vu  {fig»  5)  que  le  point  A''  doit  être 
àrintérieur  du  triangle  B'C'B^'.  Mais  cela  a  lieu  aussi, 
le  point  Çj'  étant  entre  les  sommets  A  et  B.  On  recon- 
naît aisément  que  le  point  A'"^  doit  être,  avec  deux 
sommets  du  triangle  B'C'B'',  sur  la  même  branche  de 
la  conique  A^.  Sur  cette  branche  se  trouvera  aussi  le 
point  C,  parce  que  l'autre  branche  passe  déjà  par  un 
point  (C)  du  côté  AB. 

Nous  démontrerons  que  les  points  A'  et  A'',  dans  la 
6gure  6,  sont  toujours  à  l'intérieur  du  triangle  CJCW . 

Des  points  A  et  C  comme  centres ^  soient  décrits 
deux  cercles  A'^  et  h^  ayant  pour  rayons  la  longueur  j, 
employée  pour  la  détermination  des  six  points.  Les 
sommets  A  et  C  sont  donc  symétriques  par  rapport  à 
la  corde  commune  aux  deux  cercles.  Nous  avons  vu  que 
les  points  A'  et  A'^  seront  sur  le  plus  petit  côté  du 
triangle  fondamental.  Or,  nous  avons 

BAC<BCA, 

c'esl-îi-dire  que  le  point  C"  sera  plus  rapproché  du 
côté  AC  que  le  point  h!'  ( AA'^  et  CC"  étant  égaux).  Les 
points  A' et  A" seront  alors  toujours  sur  le  même  côté  do  la 
droite  de  jonction  ÇJ'W.  Il  s'ensuit  que  les  points  A'  et  A'' 
doivent  être  toujours  à  Tintérieur  du  triangle  GCBf^ 
On  démontre  de  la  manière  précédente  que  les  quatre 
points  CJy  A',  A'',  B"sont  toujours  sur  la  même  branche 
de  la  courbe  A^. 
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Cette  règle  était  déjà  établie  pour  le  triangle  rec- 
tangle fondamental  et  on  la  démontrera  de  la  même 
manière  pour  un  triangle  obtusangle  ;  nous  avons  ainsi 
le  théorème  suivant  : 

La  conique  des  six  points  étant  une  hyperbole , 
quatre  de  ces  six  points  seront  toujours  sur  une  même 
hanche. 

En  prenant  en  considération  les  développements  pré- 
cédents^ on  verra  que  la  conique  des  six  points  dégé- 
nérera seulement  de  telle  façon  qu'une  de  ses  parties 
deviendra  identique  avec  un  côté  quelconque  du  triangle 
fondamental.  On  peut  regarder  cette  règle  comme  une 
solution  de  la  question  posée  par  M.  E.  Lemoîne  {Ar- 
chiv  der  Math,  und  Phys,,  t.  I,  1901,  p.  206)  : 

Soit  ABC  un  triangle;  A'^  B',  G'  sont  les  points  oh 
une  droite  coupe  BC,  GA,  AB.  Démontrer  qu'on  ne 
peut  ai^oir  AA'=  BB'=:  GG'. 


[I22d] 

SUR  LES  ENTIERS  ALGÉRRIQUES  DE  LA  FORME 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


1.  On  appelle  entiers  algébriques  du  second  degré 
les  racines  des  équations  de  la  forme 

X«-f-/>X-hy  =  0, 

pet  pétant  entiers,  p^  —  ^q  n^étànt  pas  carré  parfait. 
Ces  entiers  algébriques  sont  de  la  forme 

a  -+-  6  /m  , 
Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  l.  III.  (Mai  iqoS.)  i4 
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M  étant  un  entier  autre  que  i ,  sans  fadeur  carré,  a  et  b 
ne  pouvant  être  que  des  entiers  ou  des  fractions  de  déno- 
minateur a. 

Le  produit  des  racines  de  l'équation,  soit 

devant  être  entier,  si  l'un  des  nombres  a  et  è  est  de  la 
forme  -  —  >  il  en  est  de  même  de  Tautre,  et  Ton  doit 
avoir  alors  M  =  4  '«  +  i  • 

2.  Les  entiers  algébriques  de  la  forme 

x-^^y      (e  =  /— 5) 

correspondent  donc  k  x  et  y  entiers  (il  n'en  serait  pas 
de  même  avec  y/ —  3).  Les  lois  de  la  divisibilité  dans  le 
domaine  de  ces  nombres  ne  sont  pas  les  mêmes  que  dans 
le  domaine  des  entiers  ordinaires;  on  a  par  exemple 

21  =  3  X  7  =  (i -t- 9.0)  (i  -  26)  =  (4 -h  6)  (4  —  6), 

les  fadeurs  de  chaque  produit  étant  premiers  dans  le 
domaine  considéré.  C'est  pour  détruire  de  telles  ano- 
malies que  Kumnier  a  créé  ses  nombres  idéaux,  que 
Dedekind  a  imaginé  ensuite  les  ensembles  (piil  appt*ll(* 
des  idéaux  (^Bulletin  des  Sciences  nialliématiqurs^ 
1877).  Je  ne  sais  si  la  théorie  de  Kummer  permet,  ni 
général,  d'expliciter  les  facteurs  idéaux;  cela  est  facilr 
dans  l'exemple  actuel,  comme  on  va  le  voir,  en  intro- 
duisant ers  facteurs  d'une  manière  assez  naturelle. 

3.  Les  normes  des  entiers  x-^^y  sont  les  nombres 
de  la  forme  x^H-Sy*.  Elargissons  le  domaine  de  ces 
normes,  et  considérons  tous  les  nombres  réels,  repré- 
sentables par  une  forme  quadratique  du  déterminant  5, 
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c'est-à-dire  tous  les  nombres  des  deux  formes 

OU  encore  les  nombres  reprësen tables  par  les  expres- 
sions 

nous  écrirons  de  préférence 

(1)  x^^Sjr^, 

(2)  ^-^  («—^  =  23:). 

Considérons  alors  le  domaine  des  nombres  qui  ont 
Tune  ou  l'autre  des  deux  formes 

(3)  ar-hO^V, 

(4  7^         (z—yr^ixy 

Le  produit  de  plusieurs  nombres  du  domaine  est  un 
nombre  du  domaine,  appartenant  à  la  forme  (3)  ou  à 
la  forme  (4)  selon  que  le  nombre  des  facteurs  de  la 
forme  (4)  est  pair  ou  impair.  Ensuivant  la  même  marche 
que  pour  les  entiers  imaginaires  de  Gauss,  on  peut  voir 
directement  (sans  s'appujer  sur  la  théorie  des  formes 
quadrati<|ues)  que  les  lois  de  la  divisilnlité,  dans  le 
domaine  des  nombres  (3)  et  (4),  sont  les  mêmes  que 
dans  le  domaine  des  entiers  ordinaires. 

4.  Les  nombres  premiers  de  la  forme  (3)  com- 
prennent : 

I**  Les  nombres  premiers  réels,  qui  sont  congrus 
à  II,  i3,  17,   I9(mod2o); 

2**  Le  nombre  6,  qui  correspond  à  x  =  o,  j^  =  1  ; 

3°  Les  nombres  x  -f-  ^y  dont  les  normes  sont  les 
nombres  premiers  ordinaires  congrus  à  i,  9  (modao). 
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Les  nombres  premiers  de  la  forme  (4) comprennent  : 
1°  Le  nombre  ^/â,  qui  correspond  à  z  =  2,  y  =  o  ; 

2°  Les  nombres    — -=^    (z  — y  ■=•  7.x)    dont    les 
/a 

normes  sont  les  nombres  premiers  ordinaires  congrus 
à  3,  7  (modao). 

D.  La  norme  d'un  nombre  du  domaine  peut  s'écrire  : 

N  =  P*  X  5/»  X  (ar  H-  e^)a  {x  —  6^)*  . . . 


X  2''X 


/^H-TY Y  /g  — eyy 


P  étant  un  produit  de  facteurs  premiers  congrus  à  1 1 , 

i3,    17,    19   (mod2o),    les    facteurs    x -i- 6 j^,    -  .  .  , 

5 -4-6  Y  ,      ^ 

— p — >   •  •  •  étant  premiers,  ou  encore 

N  =  P«x5/'xaa6?... 
X  :i'*X  /^  ml*..., 

les  nombres  premiers  a,  6,  ...  étant  congrus  à  1,  9 
(mod2o),  les  nombres  premiers  /,  m,  ...  étant  congrus 
k  3,  7  (mod2o). 

Quand  on  cherche  à  mettre  le  nombre  N  sous  l'une 
des  formes  (i)  et  (2),  si  l'on  fait 

/>  =  2/?'-i-7c        (ir  =  o  ou  1), 

r  =  ar'-hp         (p  =  ooui), 

chacun  des  nombres  x  et  j^  dans  le  premier  cas,  z  ^\. y 
dans  le  second  cas,  doit  renfermer  en  facteurs 

P  X  5/''  X  a*-', 

de  sorte  qu'on  est  ramené  à  considérer  le  nombre 

N'=      5«xaa6P... 
X  2px  /^/wl* 


Digitized  by 


Google 


(  !»'3  ) 
i"  Le  nombre  W  peut  prendre  la  forme  (i)  ou  la 
forme  (2)  selon  que  p  -H-  51^  ®*'  P^***  ^^  impair 

6  =  |ï-+-5.i«,         3  = ; ; 

le  résultat  est  le  même  pour  le  nombre  N,  en  consi- 
dérant r  +  yX. 

2**  Le  nombre  des  décompositions  propres  de  W 
est  2*~*,  k  étant  le  nombre  des  facteurs  premiers  dis- 
tincls  du  nombre 

supposé  différent  de  1. 
Exemple  : 

î  ,-_^  3-f-e  3  —  0 


21=  3  X  7  = 


/•2  /ï  /2  V^2 


selon  que  Ton  groupe  le  premier  facteur  avec  le  troisième 
ou  le  quatrième,  on  a 

21  =  i*-+-5.?.*        ou        =4*+ 5.1*. 

Pour  M=  I,  c'est-à-dire  N'=  »,  5,  2,  10,  il  y  a  une 
décomposition. 

3°  Le  nombre  total  des  décompositions,  tant  propres 
qu'impropres,  du  nombre  N'  ou  du  nombre  N,  est  égal 
au  nombre  des  décompositions  du  nombre  N"  en  un 
produit  de  deux  facteurs  : 

N'=  27,         N  =  54  =  7»-+-  5.i«=  3*-f-  5.3», 

N'=8i,         N=:8i  =  i«H-5.4*=6*-H5.3î  =  9î-h5.o«. 

La  démonstration  des  ces  faits  est  analogue  à  celle  des 
faits  du  même  ordre,  relatifs  aux  entiers  imaginaires  de 
Gaass. 
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6.  Je  signale  ceci  en  terminant.  Les  nombres  de  la 
forme 

a  -4-  A  /Î-+-  c  v/ —  ^-»-  d  sf}  \/ —  5 


a,  i,  e,  J  élanl  enliers,  a  ni  c  étant  de  même  parité, 
sont  des  entiers  algébriques  ;  le  produit  de  deux  nombres 
de  celte  forme  est  un  nombre  de  même  forme.  Il  y  aurait 
lieu  d'étudier  ces  nombres  au  point  de  vue  de  leur  divi- 
sibilité. 


[Pla] 

CONSTRUCTIONS  DES  RAYONS  RECTANGULAIRES 
DES  FAISCEAUX  HOMOGRAPHIQUES; 

Par  m.  L.  GRELIER. 


Étant  donnés  deux  faisceaux  homographiques,  on 
sait  qu'il  existe  dans  chaque  faisceau  deux  rayons  rec- 
tangulaires, mais  deux  seuls,  dont  les  homologues  sont 
également  rectangulaires.  Ces  rayons  sont  connus  sous 
le  nom  de  rayons  limites  ou  rayons  rectangulaires  des 
faisceaux. 

Nous  donnons,  pour  ces  rayons  particuliers,  la  con- 
struction nouvelle  suivante  : 

«  Les  faisceaux  donnés  S  (abc)  et  S'(a'i'c')  sont 
coupés  par  une  circonférence  arbitraire  mais  passant 
par  S  et  S'. 

»  On  obtient  ainsi  les  divisions  homographiques  cir- 
culaires a,  i,  c  et  a',  i',  c. 

»  Les  faisceaux  a{a'Uc')  et  a' {abc)  sont  homolo- 
giques  et  leur  axe  d^bomologie  est  déterminé  par  les 
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poinls  d'înterseclîon   des  rayons  ab'  et  a'by  puis  ac' 
tît  a^c, 

»  On  mène  ensuite  par  a  et  a'  la  circonférence  dont 
le  centre  est  sur  l'axe  dMiomologie;  soient  Â  et  B  ses 
points  de  rencontre  avec  l'axe,  les  rayons  rectangu- 
laires a' A  et  a'B  ont  pour  homologues  les  rayons  a  A 
et  /iB. 

»  Ce  sont  les  rayons  rectangulaires  des  faisceaux 
koiuologiques  de  sommet  a  et  a' . 

»  Us  déterminent  sur  la  première  circonférence  des 

FIg.  1. 


poinls  r  et  q  puis  i''  et  q'  \  les  derniers  étant  respec- 
tivement les  homologues  des  premiers. 

»  On  obtient  alors  les  rayons  rectangulaires  des  deux 
faisceaux  donnés  en  traçant  les  rayons  Sr  et  Sy,  puis 
leurs  homologues  SV  et  S'y'. 

»  En  effet,  Sr  est  perpendiculaire  à  S'q\  car  rq  est  un 
diamètre  et  SV  est  perpendiculaire  à  S'y'  à  cause  du 
diamètre /•'y'.  »  (Voir^îg.  i.) 
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Cette  construction  est  générale  et  elle  s'applique  aussi 

Fig.  a. 


au  cas  de  deux  faisceaux  homographiqucs  de  sommet 
commun.  (Voir  Jig.  2.) 


[R7b?] 


SUR  LA  THÉORIE  DES  FORGES  CENTRALES; 

Par  m.  V.  JAMET. 


Une  Lettre  de  M.  Sucliar  me  fait  un  devoir  d'entrer 
dans  quelques  éclaircissements  au  sujet  de  ma  Note, 
parue,  sous  le  même  titre  que  le  présent  envoi,  dans  le 
numéro  d'août  1902.  Au  n®  10  je  disais  : 

«  Ajoutons  que  cette  équation  ne  diffère  pas  de  celle 
qu'on  trouverait  en  appliquant  la  méthode  du  n^  3  au 
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cas   où    l'hodographe  est  la  conique  représentée  par 
l'équalion 


x^ 


pourvu  que  k  soit  convenablement  déterminée,  etc....  » 

Le  lecteur  qui  voudra  bien  se  reporter  au  n^  3  pré- 
cité n'aura  pas  de  peine  a  sous-eutendre  que  c'est  là 
l'équation  d'une  conique  rapportée  à  deux  axes  issus  de 
sou  centre,  que  je  ne  suppose  nullement  confondu  avec 
le  centre  d'action  ni  avec  l'origine  de  Thodographe. 
C'est;  du  reste,  dans  cet  esprit,  qu'est  conçu  le  calcul 
(|ui  termine  le  n*^  10  en  discussion.  Et  s'il  faut  entrer 
dans  le  détail  du  calcul  destiné  à  établir  un  résultat  que 
d'illustres  maîtres  ont  établi  depuis  longtemps,  on  re- 
connaîtra que  ma  méthode  conduit  à  chercher  l'équa- 
tion de  la  trajectoire  en  effectuant  les  quadratures  qui 
figurent  dans  la  formule  suivante  : 


(•) 


i  =  ^r    ,i„e  f '-^^^ 3 

''I  J^      (acos»0-i- Ysin*e)* 

^    r^         sinOé/e         "I 

—  cos6    /     jj. 

J^     (acos»e  4- Ysin'0)M 

Or  on  constate  imniédialement  que 

d( ,     -'"^       \ 

\/a  005*9  H-  Y  sin'O/ 

__        coseflge (y  — g)sin«Ocose</e 

_  a  cos  6  d% 

(acos«6-HYsin*6)* 
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D'où  Ton  conclut 


/ 


cosOc^O  sinO  „ 


H  désignant  une  constante  qui  dépend  de  Qo* 
On  trouvera,  de  même,  • 


f 


^  sinOrfO  —rose  ^ 


K  désignant  une  autre  constante.  L'équation  (i)  prend 
donc  la  forme 

(2)     i  =  7^/acosîOH-Ysin«6-}-  - .T^  (  H  sin6  — Kcos9). 

En  transformant  cette  équation  en  coordonnées  rec- 
tiligncs,  on  trouve  l'équation  d'une  conique. 

Ceci  sott  dit  pour  bien  éclaircir  le  point  suivant  : 

Si  Ton  suppose  que  le  centre  de  la  conique  liodo- 
graphe  coïncide  avec  le  centre  d*action  :  i®  la  trajectoire 
est  une  conique  ayant  son  centre  au  centre  d'action^ 
2^  Taccélération  est  proporlionnelle  à  la  distance. 

1®  Après  avoir  bien  spécifié  que  Porigine  des  coor- 
données et  l'origine  de  Tbodographe  sont  au  centre 
d'action,  nous  observerons  qu'à  deux  points  de  Tliodo- 
graphe,  diamétralement  opposés,  savoir  m  et  m',  répon- 
dront sur  la  trajectoire  deux  points  situés  sur  une  même 
droite,  issue  de  Torigine,  et  parallèle  aux  tangentes  à 
rhodogra|)lie,  en  m  et  ni' ,  En  ces  deux  points,  les  tan- 
gentes à  la  trajectoire  seront  parallèles  enire  elles,  étant 
parallèles  à  mni\  Soient  M  et  M' ces  deux  points.  Toutes 
les  droites  MM'  seront  des  diamètres  de  la  trajectoire. 
Donc  elles  passeront  toutes  au  point  O,  centre  de  la  tra- 
jectoire ;  donc  celui-ci  ne  peut  être  qu'au  centre  d'action. 
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2°  En  pareil  cas,  on  doit  avoir  H  =  o,  et  K  =  o, 
comme  le  montre  un  calcul  facile.  Alors  on  trouve 


-  =  rs;  ^acos*9  -f-  Y  sin*0, 
/'        Cl 

R  =  — 


koL^ 


1 

L'expression  de  Taccélération  — j-  devient  alors 
A:»  «Y 


C  v^acos^e  -h  Ysiii2Ô 
ou  bien 

A-^aY-r 

et,  dans  le  cas  actuel,  Taccéléralion  est  proportionnelle 
au  rayon  vecteur,  comme  cela  s'établit  dans  tous  les 
cours. 

Puisque  je  reviens  aujourd'hui  sur  mon  article  de 
igo2,  je  saisis  cette  occasion  pour  sijgnaler  quelques 
errata,  que  le  lecteur  aura  peut-être  fait  disparaître. 
A  la  page  356,  dernière  ligne,  remplacer  le  mot  tangente 
par  le  mot  cotangente ;  page  35i,  formule  finale  et  sui- 
vantes, remplacer  le  terme  final  -\-2pa  par  — 2pa; 
page  365,  ligne  i3  en  descendant,  écrire  le  facteur  /•  au 
numérateur  du  deuxième  membre. 


CORRESPONDANCE. 


M.  L.  Sauvage.  —  De  rarticle  :  Sur  la  canonisation  des 
formes  bilinéaires,  par  M.  Autonne,  publié  dans  le  numéro 
de  février  1903,  je  détache  les  deux  phrases  suivantes  : 

«  Weierstrass  dit  que  les  expressions  (/•  —  p)P*  sont  les  Ele- 
mentartheiier  afférents  à  la  racine  p. 
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D  Pour  abréger,  je  dirai  que  ces  expressions  sont  les  succès- 
si/s  (sous-entendu  :  facteurs  ou  diviseurs)  afférents  à  la  ra- 
cine p.  » 

Il  vaut  mieux,  à  mon  avis,  traduire  littéralement  Elemen- 
tartheiler  par  diviseur  élémentaire,  comme  je  l'ai  fait  dans 
mes  Mémoires  sur  les  diviseurs  élémentaires  {Ann,  Éc. 
Norm.,  sept.  1891  et  janv.  1893);  en  voici  mes  raisons  : 

i<»  Les  diviseurs  élémentaires  sont  indépendants  dans  toutes 
leurs  propriétés  essentielles,  c'est  ce  que  Weierstrass  a  mis  pré- 
cisément en  lumière  dans  son  Mémoire  de  1868. 

2°  Weierstrass  semble  avoir  choisi  le  qualificatif  elementar 
pour  rappeler  Tindépendance  complète  de  ses  diviseurs. 

3<*  Il  n'est  pas  inutile  de  se  servir  en  français  d'un  mot  facile 
à  comprendre  pour  les  lecteurs  étrangers,  et  surtout  pour  les 
lecteurs  allemands  chez  qui,  depuis  longtemps,  l'usage  des 
Elementartheiler  est  répandu. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Traité  élémentaire  de  Géométrie  a  quatre  dimen- 
sions, ET  INTRODUCTION  A  LA  GÉOMÉTRIE  A  71  DIMENSIONS; 

par  E,  Jouffrel,  —   i  vol.  in-8  de  xxx-2i5  pages  avec 
65  figures.  Paris,  Gautliier-Villars,  igoS. 

Le  Livre  de  M.  le  Colonel  Jouifret  intéressera  plusieurs  caté- 
gories de  lecteurs.  D'abord  les  mathématiciens  purs,  qui  trou- 
veront avec  plaisir  l'exposé  didactique  de  principes  et  de 
résultats  éparsdans  divers  Mémoires,  dont  plusieurs  sont  diffi- 
cilement accessibles.  Ensuite,  les  philosophes,  que  préoccupe 
l'origine  de  nos  idées  géométriques.  Enfin,  les  personnes  d'ima- 
gination (qui  ne  sont  pas  nécessairement  distinctes  des  mathé- 
maticiens et  des  philosophes);  on  sait  que  la  conception  de 
l'hyperespace  a  envahi  jusqu'à  la  littérature,  et  que  le  romancier 
anglais  H.  G.  Wells,  par  exemple,  l'a  utilisée  dans  quelques 
nouvelles  ingénieuses. 

Les  idées  directrices  du  Livre  sont  exposées  dans  un  avant- 
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propos  d'une  forme  originale  et  d'une  lecture  attrayante.  J'y 
reviendrai  tout  à  l'heure. 

Le  Chapitre  I  donne  les  définitions  relatives  à  V étendue 
(tel  est  le  nom  commode  que  l'auteur  choisit  pour  désigner 
l'espace  à  quatre  dimensions). 

Ces  définitions  sont  purement  analytiques  :  on  appellera 
coordonnées  d'un  point  de  détendue  le  système  de  quatre 
quantités  â?iyâ?t,  x^,  x^,  dont  chacune  peut  prendre  toutes  les 
valeurs  de  —  oo  à  -4-  oo.  Un  espace  ou  champ  du  troisième 
degré  est  le  lieu  des  points  tels  que 

a© -h  aiXi-h  aiX%-\-  a^Xz-^-  a^x^=i  o. 

Un  plan  ou  champ  du  deuxième  degré  est  le  lieu  des 
points  communs  à  deux  espaces,  etc.  Le  parallélisme  et  la  per- 
pendicularité  de  deux  champs  sont  définis  par  des  relations, 
de  formes  données  a  priori,  auxquelles  doivent  satisfaire  les 
constantes  qui  figurent  dans  les  équations  de  ces  champs. 

Les  cinq  premiers  Chapitres  renferment  les  conséquences  les 
plus  importantes  de  ces  conventions  qui  permettent  d'expri- 
mer, en  langage  géométrique,  les  faits  concernant  les  systèmes 
d'équations  linéaires  à  quatre  variables.  Le  Chapitre  IV  mérite 
une  attention  particulière  :  on  y  voit  apparaître,  relativement 
aux  champs  parallèles  et  aux  champs  perpendiculaires, 
ainsi  qu'aux  rotations,  des  circonstances  qui  n'ont  pas  d'ana- 
logues dans  la  Géométrie  de  l'espace. 

Le  Chapitre  VI  traite  des  angles  et  de  la  Géométrie  des- 
criptive à  quatre  dimensions. 

Jusqu'ici,  les  développements  étaient  purement  analytiques 
et  les  résultats  n'avaient  rien  de  sensible.  La  Géométrie  des> 
criptive  nous  fait  faire  un  pas,  un  seul,  vers  la  représentation 
des  êtres  inaccessibles  de  l'étendue.  Leur  vision  directe  nous 
est  interdite,  mais  nous  pouvons  construire  leur  projection  sur 
QD  espace  ou  sur  un  pian.  Nous  pourrions  de  même  construire 
leur  perspective  sur  un  espace. 

Dans  le  Chapitre  VII,  on  jette  un  coup  d'œil  sur  quelques 
êtres  remarquables  de  l'étendue  (les  hyperquadriques,  Vhy- 
persphère,  les  hypercônes). 

Enfin,  le  Chapitre  VIII,  le  plus  important,  est  consacré  aux 
corps  réguliers  de  l'étendue,  les  six  polyédroïdes,  découverts 
par  Stringham  en  1880,  et  dont  l'étude  vient  couronner  l'Ou- 
vrage, comme  l'étude  plus  simple  des  cinq  polyèdres  réguliers 
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de  l'espace  marque  l'étape  finale  des  Éléments  d'EucHde.  La 
question  est  difficile,  et  la  rédaction  de  ce  Chapitre  a  dû 
demander  un  travail  considérable.  Si  je  ne  me  trompe,  l'ex- 
position est  originale  dans  plusieurs  de  ses  détails  et  marque 
un  progrés  sensible  au  point  de  vue  de  la  clarté  sur  les  Mémoires 
antérieurs. 

Là  s'arrête  la  partie  purement  mathématique  du  Livre.  Le 
Chapitre  IX  est  consacré  à  des  applications  et  forme  comme 
une  suite  à  l'avant^propos. 

«  La  Mécanique  à  plus  de  trois  dimensions,  a  dit  M.  Poin- 
caré,  doit  être  condamnée  comme  dépourvue  de  tout  objet.  » 
Sans  protester  contre  ce  jugement,  M.  JouiTret  a  tenu  à 
résumer  les  arguments  de  quelques  savants  hardis  qui  veulent 
chercher  dans  Thyperespace  l'explication  de  l'Univers.... 

II  fait  ressortir  la  complication  extrême  et  le  caractère  visi- 
blement artificiel  des  théories  physiques  modernes,  avec  leur 
éther  élastique  et  solide,  leur  étfter  labile,  leurs  électrons. . .. 
Toutes  aboutissent,  en  fin  de  compte,  à  quelque  chose  d'in- 
concevable. Cet  inconcevable,  reléguons-le  délibérément  dans 
Vétendue  :  du  coup,  les  lois  de  notre  monde  deviennent  plus 
simples  et  plus  harmonieuses,  et  les  faits  réputés  les  plus  mys- 
térieux, par  exemple  la  gravitation  et  la  combinaison  chi- 
mique, s'interprètent  sans  grande  difficulté. 

L'étendue  aurait  ainsi  une  existence  physique  et  nous  serions 
à  son  égard  comme  un  aveugle-né  à  l'égard  de  la  lumière.  Un 
aveugle-né  est  entouré  de  voyants,  dont  les  actes  sont  abso- 
lument inexplicables  pour  lui,  s'il  ne  veut  pas  admettre  que  la 
plupart  des  hommes  éprouvent  certaines  sensations  qui  les 
renseignent  sur  la  position  et  le  mouvement  des  objets  éloigné?. 
Ira-t-il  rejeter  cette  hypothèse,  parce  qu'elle  fait  appel  à  des 
impressions  de  nature  inimaginable? 

A  vrai  dire,  les  témoins  qui  entraînent  la  conviction  de 
l'aveugle  nous  font  raaliieurepsement  défaut.  Un  être  de  notre 
entourage  qui  disposerait  de  l'étendue  pourrait  apparaître  ou 
disparaître  subitem'ent  dans  une  région  de  l'espace,  y  créer  la 
matière,  faire  des  nœuds  à  une  corde  sans  fin,  etc.  On  sait 
que,  d'après  les  spirites  et  les  animistes,  certains  médiums 
disposent  de  ces  précieuses  facultés  {voir  les  Mémoires  de 
Crookes,  Zollner).  S'il  en  est  ainsi,  l'hyperespace  a  été  pris 
en  flagrant  délit...,  mais  nous  sommes  en  droit  de  réclamer 
des  preuves  un  peu  plus  abondantes. 
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Ne  soyons  pas  aussi  exigeants,  et  demandons  seulement  que 
la  mécanique  de  l'étendue  fasse  prévoir  quelque  phénomène, 
non  pas  miraculeux,  mais  simplement  inconnu  et  que  l'expé- 
rience vérifie  cette  prévision.  La  nouvelle  doctrine  aura  dès 
lors  fait  ses  preuves,  et  nous  pourrons  Tadopter  au  moins 
comme  instrument  de  recherches. 

Le  dernier  Chapitre  du  Livre  contient  quelques  indications 
sur  les  champs  de  degrés  supérieurs  à  4- 

L'impression  de  l'Ouvrage  présentait  des  difficultés  particu- 
lières, en  raison  de  la  complication  de  certaines  épures.  La 
Maison  Gauthier-Villars  s'en  est  acquittée  avec  cette  perfection 
dont  c'est  devenu  un  lieu  commun  de  faire  l'éloge. 

R.  B. 


CERTIFICATS  DK  CALCIL  DIFFÉRENTIEL  ET  INTÉGRAL. 


Paris. 


Éprkvve  écrite.  —  L  Étant  donnés  trois  axes  de  coordon- 
nées  rectangulaires  Or,  O^,  0-s,  on  demande  de  déter- 
miner les  surfaces  S  telles  que  le  plan  tangent  en  un  point 
quelconque  M  de  Vune  de  ces  surf  aces  fasse  un  angle  con- 
stant eu  avec  le  plan  mené  par  ce  point  M  et  par  l'axe  Oz. 

Démontrer  que  les  caractéristiques  de  ces  surfaces  for- 
ment une  famille  de  lignes  de  courbure,  et  trouver  ces 
caractéristiques. 

N.  B.  —  On  pourra  prendre  pour  variables  indépendantes, 
soit  les  coordonnées  rectangulaires  (x,  y)  de  la  projec- 
tion m  du  point  M  sur  le  plan  des  xy^  soit  les  coordonnées 
polaires  {r^  B)  du  même  point  m. 

II.  Soit 

d^  y  dy 

une  équation  différentielle  linéaire  où  les  coefp,cients  p 
et  q  sont  fonctions  de  la  variable  indépendante  x.  On 
demande  de  trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  ces 
coefficients  p  et  q  pour  que  Inéquation  (i)  admette  deux 
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intégrales  linéairement  distinctes  y^  et  ^j,   liées  par  la 
relation 

Examiner  en  particulier  le  cas  oà  l'on  a  p  =:  -"  Trouver 
le  coefficient  q  et  V intégrale  générale. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale  définie  : 

loga?  désignant  le  logarithme  népérien. 

(Juillet  1902.) 

Épreuve  écrite.  —  I.  Intégrer  le  système  : 

dx 

-^:r   -y   =0, 

tt^y  -4^  =  0, 

dz        , 

^+4---^    =0. 

En  déduire  l'intégrale  générale  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

II.  Étant  donnée  une  équation  différentielle  du  prem,ier 

ordre 

dy  —  f{x^  y)  dx  =  o. 

Comment  peut-on  reconnaître  si  elle  admet  un  facteur 
intégrant  de  la  forme  XY  (X  étant  une  fonction  de  x^ 
et  Y  une  fonction  de  y),  et  déterminer  ce  facteur  inté- 
grant quand  il  existe? 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale  définie 

dx 


r 

Jq     cos*a?- 

(Octobre  1902.) 


,Q       ^^^   .^     ,    COSiC  ■+■  1 
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Toalonse. 

Épreuve  écrite.  —  ï.  Dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes 
de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy,  on  considère  les 
courbes  C  qui  vérifient  l'équation  différentielle  : 

I**  Exprimer  les  coordonnées  x,  y  d'un  point  M  d'une 
courbe  G  en  fonction  du  coefficient  angulaire  t^y'  de  la 
tangente  à  cette  courbe. 

a*  Construire  les  courbes  G. 

II.  Intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  dont  on  connaît  une  intégrale  complète. 
Cas  de  Inéquation 

z  —  px  —  qy—p^^ 

où  p  =  —9  q  =z  ---;  signification  géométrique  de  ses  inté- 
grales. 

Épreuve  pratique.  —  En  désignant  par  a  un  nombre  po- 
sitif inférieur  à  l'unité,  et  prenant  pour  a?«-*  sa  détermi- 
nation réelle  et  positive,  on  considère  l'intégrale 


dx. 

0      1-*-^ 


1°  Trouver  l'expression  de  f(a); 

1°  Calculer  avec  quatre  décimales  la  valeur  de  a  pour 
laquelle  on  a 

(Juillet  1902.) 

Lille. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Définition  et  expressions  diverses 
de  la  courbure  d'une  figure  plane  ou  gauche.  Cas  parti- 
culier oà  la  courbe  est  plane  :  expression  de  la  courbure 
en  coordonnées  polaires;  cas  où  la  courbe,  en  coordonnées 

Ann.  de  Afalhémat.,  4*  série,  t.  III.  (Mai  1903.)  l5 
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cartésiennes,    est   définie  comme   enveloppe   d'une   droite 
mobile, 

II.  Trouver  une  ligne  plane  telle  que^  sion  la  transforme 
par  rayons  vecteurs  réciproques,  les  courbures  de  la  ligne 
et  de  sa  transformée,  en  deux  points  correspondants, 
soient  dans  un  rapport  constant. 

Solution. 

r  étant  le  rayon  polaire,  p  la  distance  du  pôle  à  la  tangente 
et  G  la  courbure,  on  a 

rdr 

Affectons  de  l'indice  i  les  éléments  de  la  courbe  transformée; 
a>  étant  le  module,  on  a 

r        ri 


et  par  suite 


P      Pi 


'^-M'-'-t} 


En  exprimant  que  Gi=mO,  on  obtient  une  équation  diffé- 
rentielle immédiatement  intégrable  qui  donne 

p  =  k(r^-+-a^m). 

Mais  alors 

G  =  aA:  =  const., 

et  la  courbe  demandée  est  un  cercle  quelconque  du  plan. 

Pour  obtenir  ce  résultat  par  Temploi  des  coordonnées 
polaires  p  et  co,  on  fera,  dans  l'équation  différentielle  du 
second  ordre  du  problème,  le  changement  de  fonction  : 

A 

u  =  p-i > 

P 

A  étant  une  constante  convenable,  et  l'on  sera  ramené  à  l'in- 
tégration de 

d^u 

^  =  "- 

(Juillet  1901.) 
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Épreuve  écrite.  —  I.  Conditions  que  doivent  remplir , la 
constante  a  et  la  fonction  rationnelle  K  pour  que  teinté- 
grale  définie 


L 


e«-^R(e-^)ûtr 


ait  un  sens.  Expression  de  cette  intégrale  au  nxojren  des 
affixes  des  pôles  de  la  fonction  R(ff-)  compris  dans  la  bande 
formée  par  l 'axe  réel  et  la  parallèle  à  cet  axe  menée  à  la 
distance  air.  ' 

Application  au  calcul  de  la  somme  2.^  *  étendue  à 
toutes  les  racines  Ç  de  V équation 

«*--+-«*- 4-1  =  O, 

qui  sont  comprises  dans  la  bande  précédente. 
(  Voir  Hbruite,  Cours  d'Analyse,  4*  éd.,  p.  1 18  et  suiv.) 

II.  Trouver,  en  coordonnées  polaires,  l* équation  finie  des 
courbes  planes  dont  le  rayon  de  courbure  R  en  un  point 
est  dans  un  rapport  donné  a  avec  le  rayon  vecteur  de  ce 
point.  Signification  géométrique  des  deux  constantes  d'in- 
tégration. 

Construire  l'une  des  courbes  cherchées  pour  a=- 
eta=i —  2. 

(Voir  TissEBAND  et  Painlevé,  Exercices  d'Analyse,  p,  3i3 
et  suiv.)  (Juillet  igo'i.) 


Question  de  cours.  —  Monts-er  que  l 'intégrale 

dx 


'-£ 


v/(i  — a;«)(i— A-^r») 


où  X  désigne  une  variable  complexe  est  susceptible  d'une 
infinité  de  valeurs. 

Quelles  sont  toutes  ces  valeurs  ?  Quelle  est  la  nature  de 
la  fonction  x  envisagée  comme  dépendant  de  la  variable 
complexe  z  ? 
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.Problème.  —  I.  On  donne  l'équation  différentielle  li- 
néaire 

^,    ^  du  d*u  d^u 

OÙ  a,  ai,  ai,  a^  sont  des  fonctions  quelconques  de  la  va- 
riable X.  TrouK^er  toutes  les  fonctions  v  de  x  telles  que  le 
produit  vf{u)  soit,  quel  que  soit  m,  la  dérivée  d'une  f onc- 

,.    ,    .        ,         du    d^u 
tion  linéaire  de  u,  -j-  >  -%—  • 

II.  Soit  ^(p)  =  o  l'équation  différentielle  qui  détermine  t»  ; 
montrer  que  l'équation  avec  second  membre 

/(M)  =  R(ar) 

s'intègre  par  des  quadratures  si  l'on  connaît  la  solution 
générale  de  V équation 

g(v)  =  o. 

III.  Sous  quelles  conditions  les  équations 

/(m)  =  o,        g{v)  =  o 

ont-elles  les  mêmes  intégrales? 

Traiter  en  particulier  le  cas  oà  aj=  o. 

L'équation  g{ç)  =:  o  n'est  autre  que  l'adjointe  de  La- 
grange  de  f(u)  =  o, 

,    .  d(aiv)        d*(aiv)        d^ia^iv) 

^C)^"' — di^-^-^, ^r-=«>- 

Les  diverses  parties  du  problème  sont  résolues  dans  les 
Leçons  de  M.  Darboux  (t.  II.  Ghap.  V,  p.  99  et  suiv.). 

Épreuve  pratique.  —  Calculer,  avec  quatre  décimales 
exactes,  par  approximations  successives,  ou  par  toute  autre 
méthode  la  valeur  maximum  de  la  fonction 

arctangi^  arctant^^u  —  u 

1-3 — ■ * 

u  u* 

quand  u  varie  de  o  à  -¥■  ce.  (Novembre  1902.) 
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Caen. 
Épreuve  écrite.  —  I.  Intégrer  l'équation 
dz  dz 

Mode  de  génération  des  surfaces  représentées,  en  coor- 
données rectangulaires,  par  l'intégrale  générale.  Déter- 
miner celle  de  ces  surfaces,  S,  qui  passe  par  la  parabole 

y  =z  o,        z^=  lax. 

Transformer  l'équation  de  S  en  remplaçant  x  et  y  par 
rcosô  et  rsinO  et,  en  partant  de  V équation  transformée, 
trouver  les  lignes  asymptotiques  de  S. 

Solution. 

L'iniégrale  générale  est 

x^-\-  y^=  xff(z), 
L'équalion  de  S 

z^x  lar 

a?'+V*=    ou  Z*=    ;r- 

•^  là  a  cos6 

On  a,  pour  la  projection  des  asymptotiques  sur  le  plan  des  xy^ 

dr^  sine  dr       4  cos'Q -h  3  sin»9 

d^i  "*"^''cos6  rfO  cos«0  ' 

r»=e,         r  =  CcosOtang«/^  ±  -V 

ÉPBEUVB  PRATIQUE.  —  Trouver  l'intégrale  de  l'équation 

du  au  ^    j 
dx  dy  "" 

qui  se  réduit  à  -  pour  a?  =  i . 

Solution. 
C'est 

_    I 

~~  xy  (Juillet  1902.) 
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Épreuve  écbite.  —  I.  Étant  donnée  V équation 

où  Ao,  Al,  . . .,  H5  sont  des  fonctions  connues  de  x,  dévelop 
pables    suivant    la  série   de    Maclaurin,   démontrer  que 
V équation   admet  comme  intégrale  un  polynôme  en  y^ 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  x  et  qui  s^annule 
identiquement  pour  x  =  o. 

Solution. 

En  substituant  pour  u  \e  polynôme  cherché  et  identifiant 
les  coefficients  des  puissances  de  y^  on  trouve  un  polynôme 
du  troisième  degré  en  yy  dont  les  coefficients  sont  déterminés 
séparément  par  des  équations  diiïérentielles  ordinaires. 

II.  Courbe  plane  telle  que  le  rayon  de  courbure  en  un 
point  quelconque  M  soit  double  du  rayon  du  cercle  passant 
par  l'origine  et  touchant  la  courbe  en  M. 

Solution. 

L*équation  difierentiellc  est 

y*  -h  y-       __  _^         dj'^-^dy^ 
xdy  —  y  dx  dx  d^y  —  dy  d^x^ 

transformant  en  coordonnées  polaires,  on  trouve  des  spirales 
logarithmiques  et  des  hyperboles  équilatères  ayant  leur  centre 
à  l'origine.  (Novembre  1902.) 

Poitiers. 

Épreuve  écrite.  —  De  V expression  générale  du  rayon  de 
courbure  d'une  section  normale  en  un  point  d*une  surface 
déduire  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  : 
1**  .r,  y  étant  variables  indépendantes;  a"  z,  Xy  y  étant 
fonctions  des  variables  indépendantes  r  et  0  (ir=rcos6, 
y  =  rsinO). 
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Trouver   les  projections   sur   le  plan  xOy  des  lignes 
cLsympto tiques  de  la  surface  représentée  par  Inéquation 

z  ■=  X  arc  lang  —  -f-  j^  log  /a:*-f- j^*. 


Epreuve  pratique.  —  Calculer 


1*  En  passant  par  l'intégrale  indéfinie; 


V intégrale    f  _îL^: 


/       X  dx 
■  (où  a  désigne  un 

paramètre)', 

3*  En  développant  en  série.  (Juillet  1902.) 


Marseille. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Étant  donnée  l'équation  différen- 
tielle 

(i  -hx^)-j-^  -4-aa?-j^  —6a:»— a  =  o 
^  ^  dx*  dx 

qui  admet  la  solution  particulière  y\  —  x^j  calculer  celle 
des  intégrales  qui  s* annule  ainsi  que  sa  dérivée  pour 
x  =  —  I. 

En  considérant  x  comme  une  variable  imaginaire,  déter- 
miner dans  le  plan  des  x  les  points  singuliers  de  la  fonction 
que  l'on  vient  de  calculer.  Indiquer  la  manière  déformer, 
avec  les  valeurs  initiales  x  =  —  i,  j/-  =  o,  toutes  les  déter- 
minations de  cette  fonction  en  un  mime  point  du  plan 
des  X, 

Solution. 

L'équation  linéaire  proposée  est  rendue  facilement  homo- 
gène et  admet  Tintégralc  demandée 

y  =  57* -4- 4  ai'c  tangar-t-  t  —  i. 

II.  On  considère  dans  une  surface  les  sections  faites  par 
deux  plans  rectangulaires  se  coupant  suivant  une  tangente 
à  la  surface. 

Démontrer  que  la  somme  des  carrés  des  rayons  de  cour- 
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bure  de  ces  deux  sections  ne  change  pas  quand  les  deux 
plans  tournent  autour  de  leur  intersection  supposée  fixe. 

Solution. 

Les  axes  des  deux  plans  faisant  avec  la  normale  à  ia  surface 

des  angles  0  et 0,  on  a,  d'après  le  théorème  de  Meusnier, 

cosO        sinO  1 

const.= 


Épreuve  pratique.  —  Calculer  les  intégrales  définies  à 
coefficients  réels 

/dx  r  dx  r  X-hh  iang:*a:    , 

K* — tang«;r'     J  (K* —  tang*x)«'     J  (K*—  tang«jr;*    ^' 


Solution. 

On  pose 

K*=  tangîa, 

et  Ton  prend  les  dérivées  logarithmiques  par  rapport  à  a  des 
deux  membres  de  la  formule 

sin(a -ha?)  sin(a  —  x) 

tang*a  —  tang*^  = ^ — ^ ^ ; 

°  "  cos*acos*a7 

en  intégrant  ensuite  par  rapport  à  :i:  on  obtient  la  première 
des  intégrales  demandées.  La  deuxième  intégrale  se  tire  de  la 
première  par  une  dérivation  sous  le  signe  d'intégration.  La 
troisième  intégrale  est  une  combinaison  simple  des  deux 
premières.  (Juillet  1902.) 

Épreuve  écrite.  —  l.  Démontrer  que,  dans  les  trois  cercles 
suivant  lesquels  la  sphère  osculatrice  en  un  point  d'une 
courbe  est  coupée  par  les  trois  faces  du  trièdre  mobile  lié 
au  point  de  la  courbe,  l'un  est  la  somme  des  deux  autres. 

IL  Lignes  de  courbure  de  Vhélicoïde  gauche  à  plan  di- 
recteur. 
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Epreuve  pratique.  —  Calculer  la  valeur  <le  l'intégrale 
définie 

/•*-    ds 

OÙ  5  a  des  valeurs  béellbs.  (Novembre  1902.) 

Rennes. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Exposer  la  méthode  de  Cauchy  pour 
l'intégration  d'une  équation  linéaire  homogène  à  coeffi- 
cients constants. 

II.  Intégrer  l'équation  différentielle 

d^  y  dy 

i**  En  changeant  les  deux  variables  au  moyen  des  rep- 
tations 

m 

X  =  coltiiy        ^  =  (i -har»)*^, 

et  prenant  z  comme  nouvelle  fonction; 
2*  En  changeant  de  fonction  au  moyen  de  la  relation 

^/n-l  II 

Comparer  les  valeurs  de  y  obtenues  par  ces  deux  mé- 
thodes et  en  déduire  les  expressions  en  w  de 

^^(arctanga;)  et         ^_  log(i-Ha:«). 

Épreuve  pratique.  —  Déterminer  les  lignes  asymptotiques 
de  la  surface  qui  a  pour  équation  en  coordonnées  rectan- 
gulaires 

(Juillet  1902.) 

Besançon. 

Question  de  cours.  —  Exposer  la  théorie  de  la  différent 
tiation  et  de  l'intégration  sous  le  signe  somme. 
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Problème.  —  Soient,  sur  une  courbe  C,  A  un  point  fixe, 
M  un  point  variable,  s  l'arc  A  M  de  la  courbe  C,  R  le  rayon 
de  courbure  de  la  courbe  relatif  au  point  M.  Déterminer 
la  courbe  G  de  telle  sorte  qu'on  ait  la  relation 

/dRY         (  R3  —  m*  )  (b'—  R»  ) 
^       ^  m^ p^ 

m  et  p  étant  deux  quantités  données. 
On  utilisera  les  formules  connues 

d%=  -Tr-9         dx  =  ds  cosa,  dy  =  ds  sin  a, 

n. 

X  et  y  étant  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  M, 
a  l'angle  que  fait  la  tangente  à  la  courbe  avec  l'axe  des  x. 

Solution. 

On  obtient  d'abord  a  en  fonction  de  R  par  une  quadrature 

î 
qui  s'effectue  facilement  en  prenant  R'  comme  variable  auxi- 
liaire. On  a  ensuite  x  et  y  par  des  quadratures.  Les  courbes 
demandées  sont  des  ellipses. 

Epreuve  pratique.  —  On  envisage  l'équation 
X  =  y  -^  e  sina*, 

développer  cosa?  suivant  les  puissances  de  e  par  la  formule 
de  Lagrange  jusqu'au  terme  en  c*  inclusivement. 

Solution. 

cosa?  =  cos^-H  -  (cos'2^  —  i) 

-+-  — (ScosSj'  —  Zcosy) 

-+-  --(iGcos4j'  —  iGcos'i^) 

-H  —  (r25  cos5^'  —  iS5  cos3^-+-  iocos^)-h. . .. 

(Juillet  1902.) 
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Question  de  cours.  —  Courbure  et  torsion  des  courbes 
gaucfies. 

Problème.  —  Étant  donnés  trois  cixes  rectangulaires  Oa?, 
Oy^  OZf  on  considère  un  hélicoïde  représenté  par  l'équa- 
tion 

y 

z  =:  a  arc  tang  ^^ 
et  dans  le  plan  des  xy  une  lemniscate  dont  l'équation  est 

1"  Calculer  la  longueur  d'un  arc  quelconque  de  la 
courbe  C  suivant  laquelle  V hélicoïde  est  coupé  par  une  sur- 
face cylindrique  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  Oz 
et  la  lemniscate  pour  directrice  ; 

2*  Calculer  le  volume  situé  dans  l'angle  des  coordonnées 
positives  limité  par  le  plan  des  xy^  la  surface  cylindrique 
et  la  surface  hélicoïdale  ; 

3*  Calculer  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  C  en  l'un 
quelconque  de  ses  points  et  en  étudier  les  variations. 


{ On  fera  usage  des  coordonnées  cylindriques  r  =  /a?*-!-^*, 
0  =  arc  taag^y  zA 

Solution. 
L'arc  s  de  la  courbe  G  est  donné  par  la  formule 
s  =  a  arcsîn(v'^sinO)  +  const. 

Le  volume  demandé  est 

ic  

Enfin  R  étant  le  rayon  de  coarbure  de  C,  on  a 

4a»cos*e 

I  -H  8  C0S26 

0  variant  de  zéro  à  4>  R  décroît  d'abord  de  la  valeur  -5- jus- 
4  ^ 


Digitized  by 


Google 


(  236  ) 

qu'à  UD  certain  minimum  égal  à — j^i  et  croit  ensuite  de  ce 
minimum  jusqu'à  la  valeur  a. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  r intégrale 


I 


Solution. 
La  valeur  de  cette  intégrale  est 

II  y/â  4-  i5  los(i  H-  y/â) 
4 

(Novembre  igo2.) 

Montpellier. 

Épreuve  ëcritr.  —  Déterminer  une  courbe  plane  telle 
que  la  portion  de  la  tangente  comprise  entre  le  point  de 
contact  et  une  droite  fixe  ait  une  longueur  donnée.  Former 
l'équation  de  cette  courbe,  et  étudier  sa  forme.  Calculer 
le  rayon  de  courbure  et  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure  en  un  point  de  la  courbe.  Former  r équation 
de  sa  développée.  (Novembre  1902.) 

Grenoble. 
Épreuve  écrite.  —  L'équation 

p^-^q^—  ^px  —  ^.qy  4-1  =  0 

étant  donnée,  on  demande  : 

1°  D'intégrer  complètement  cette  équation  et  de  déter- 
miner la  nature  des  surfaces  intégrales  ; 

2"  De  transformer  cette  équation  en  supposant  que  les 
axes  de  coordonnées  tournent  d'un  angle  a  autour  de  Oz; 

3*  De  rechercher  s'il  existe  des  surfaces  intégrales  qui 
soient  de  révolution  autour  de  Oz. 

Épreuve  pratique.  —  Par  les  points  d'une  hélice  tracée 
sur  un  cylindre  circulaire  droit  on  mène  des  parallèles  à 
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une  droite  fixe  :  on  demande  dUtudier  le  lieu  des  traces 
de  ces  parallèles  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du 
cylindre.  (Novembre  igo2.) 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1941. 

(1901,  p.  480.) 

Soient  abc^  a^b' c*  et  a'b'c'  trois  triangles  inscrits  à  une 
hyperbole  équilatère  et  d'orthocentres  d^  d!,  d".  Si  a,  p,  y 
et  0  sont  les  orthocentres  des  triangles  aa'a'^  bb'b',  cc'c 
et  ddd^,  0  est  r orthocentre  du  triangle  «Py* 

(DuponcQ.) 

SOLUTION 

Par  M.  R.  Gilbert. 

Considérons  neuf  points  sur  une  hyperbole  équilatère,  grou- 
pons-les par  trois,  les  orthocentres  des  triangles  ainsi  formés 
sont  trois  points  de  la  courbe,  sommets  d'un  triangle  dont 
l'orthocentre  est  indépendant  de  la  façon  dont  on  a  groupé  les 
points.  Pour  le  démontrer,  il  suffît  de  faire  voir  que  si  Ton 
échange  deux  sommets  a,  a'  des  triangles  abc^  a'b'c'  la  droite 
des  orthocentres  de  ces  triangles  reste  parallèle  à  elle-même. 
Car  l'orthocentre  final  sera  à  l'intersection  de  l'hyperbole  avec 
la  perpendiculaire  à  cette  direction  menée  par  l'orthocentre 
de  a'b'ff. 

Soient  donc  A,  h\  ky  k'  les  centres  des  hauteurs  des  quatre 
triangles  abc^  ab'c',  a'bc^l  a' b'c'.  Désignons  par  i,  a,  3,  4,  5,  6 
les  côtés  de  l'hexagone  h' a  h  k'a'kh*  pris  dans  cet  ordre.  L'hexa- 
gone est  inscrit  à  l'hyperbole  ;  or  les  côtés  i  et  4  sont  parallèles  ; 
de  même  i  et  5.  Donc  aussi  3  et  6.  c.  q.  p.  d. 

1963. 

(1903,  p.  96.) 

Rectifier  la  courbe  représentée  par 

Jd^  \  .(b^^'JLX^     ^     \ 

-\x^-'^)-y\—^^-^')  =  ^' 

(G.  Fleuri.) 
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SOLUTION 
Par  M.  C.  Alasia. 
Faisons 

a7  =  psin^,        ^=spcoso, 

et  après  quelques  transformations  l'équation  dooRee  s'écrira 

a*  sin*o  ■+■  b*  cos'o  =  p'. 

Posons  a*  tang^tp  =  b^  séc^o»,  et  nous  aurons 


ds  ^    ^  v/fl*-+-  6*  cos*w 
ou  bien,  après  avoir  fait 

ds  _        ab  g     _  b  /a^—b^        b^\ 

L'intégration  donne 

b    a^—b^      r  dia  b*  rdo) 

s  =z   —  —     I i .     I    — ^  • 

«  \/a'^-^b^J  p^Jq       ay/a^-^b^J    \/q 
Si  l'on  avait  a  —  bo\\  aurait  évidemment 

dtii 


/2J   v'i  — jsin»c 


car  alors  la  courbe  est  une  leraniscate. 

1968. 

(190),  p.  114.) 

Sur  toute  normale  à  une  conique,  le  pied  de  cette  nor^ 
maie,  le  centre  de  courbure,  le  point  de  Frégier  et  le 
milieu  du  segment  limité  à  la  conique  forment  une  divi- 
sion  harmonique,  (M.  d'Ocagne.) 
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SOLUTION 

Par  M.  Canon. 

Appelons  i  le  point  de  Frégier  sur  la  normale  en  a  à  la 
conique,  y  ^®  centre  de  courbure  de  la  conique  relatif  au 
point  a,  et  y  le  point  où  cette  normale  coupe  la  conique. 

On  a  la  relation  connue 


I           1 
2a  Y       aj 

I 
ai 

e  milieu  du  se 

igmen 

I              I 

1 

_    I 
~~  ai 

1            I 

9. 

a  Y       am 

ai 

Donc,  etc. 

Autrement  :  Prolongeons  le  segment  ai  de  sa  propre  lon- 
gueur jusqu'en  i',  prolongeons  de  même  af  de  sa  longueur 
jusqa'en  y';  il  s'agit  maintenant  de  démontrer  que  les  points  a, 
r,  y,  y'  forment  une  division  harmonique. 

Par  le  point  a  menons  les  cordes  rectangulaires  ab,  ac\  la 
droite  bc  passe  alors  par  le  point  i.  Parallèlement  à  ac  me- 
nons la  droite  bff  qui  coupe  la  normale  aj  au  point  ^;  les 
triangles  semblables  me,  igb  donnent 

ia  _  ic 
Jg^lb' 

Si  le  point  b  vient  se  confondre  avec  a,  le  point  i  ne  change 
pas  de  position,  le  point  g  vient  en  y'  et  Tégalité  précédente 
s'écrit 

ia  _  ij 

«y'  ~"  *« 
d'où 

ia  ou         ii'   =  ij  x  i^(\ 

Donc,  etc. 
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«UESTIOAS. 


197â.  Déterminer  a  et  h  de  façon  que  les  intégrales 

-7=  9 

(ax  —  5  h) dx 


=/; 


v/cr*-4-  ix^ —  4x4-1 
soient  pseudo-elliptiques  et  les  calculer.  (Dolbnia.) 

1973.  Trouver  dans  quels  cas  les  intégrales  abéliennes 

dx 


"=/ 


V^(a7*-i-  lax  4-  6)(ar*-h2ra7-h  s)* 
Ç dx 


dx 


/dx 
Vi^"  a){x  —  bfix  —  cYx^ 


peuvent  être  ramenées  à  des  intégrales  elliptiques  et  faire  ces 
réductions.  (Dolbxia.) 

197-4.  Posant  d'une  manière  générale 
yjt=(w*-4-i)*aoiF"*-4-m*aiar'"-»-f-(/?i  —  i)^  aix'*^-^  -^  ,.,-\-  a^t 

k  et  m  étant  des  entiers  positifs,  si  Téquation  ^0=0^  toutes 
ses  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  Téquation  ^jt=  o, 
quel  que  soit  k^  les  deux  équations  ayant  d'ailleurs  le  même 
nombre  de  racines  positives.  En  outre,  si  /?  >  A:,  toute  ra- 
cine/?"?'•  de  ^0=0  est  racine  (y?  — A^)"p'*  de^^=o. 

Par  exemple,   en  partant  de  y^:=.{x  — 1)'«,   on   voit  que, 
pour  k<,m, 

(  m  -4-  i)*a:"» m^x"*-* 

/(a?)  ayant  toutes  ses  racines  réelles  et  positives. 

(M.  d'Ocagne.) 
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!  lAslilnf,  Tro  fesse  tir  a  t'ÉLolp  i'.unlntU",  rni- 
LeiHM'«ï  4 il'  Vaùs.  -    Cours  de  MécanicpiË  /i 
Jais    ii   l'f.toie  Ct^nirnia  eie^  Arfscl  MarmfmUtrt 
lit  1  |i  Irn'UftîH ;   I tyyx  .*.*.*..,. , ,  -     7  fr.  5o 

PFÎLL   if  K   Mûmbn^  tlo  Unslinir,  cl  CBAFPtîIS  (1.),    Profcssp*!! 
'  Leçons  élémenlairea  de  Mécanique  k  i*mûgc  o' 

[^OltSAT  <  Edouard»,  Cnires^rur  ii  In  Kaiîulu^  ^li;?»  Seu'îuros  tle  Pan*i,  ^- 
r«..^<  fi'&naïyso  mathémaliqae.  (  Coûté  tlo  la  F.*eMUé  ijes  ^cimit^.eîi  <ï" 

Vtff .  //►  /^rfiles  iièfînws.  Dtkvhppi 
>ftétn*  icv,  Gitiinl  in -8  ili^  vi-liit)  . 


/,  f  ivc  d^fwéi'â  partrtties,  Étémeats  du  càîcul  des 
....*....*♦.*.,.,. ♦.♦...»,,* ., . , ,     (  Soux  / 

IBLRT  iG.).  Membre  do  riiistilut,  prorc^scnr  a  î'Ècolo  Palytccbniquo* 
:rs    d'à  naisse   ppofvs^é  à   VÉcûtr    Pûîfteehnifiiw;    %    voïiimir:» 
-^  ô 0  vcfi  d a n  i  «f ^ > n  réiîi i^ ni: 

'/  diJft'fy'fiiieK   Ptiftcipes  du  vtihitî   tnté^fûL  Jppii' 

ift'friqitC^  y    i  *jO'È • .,♦,,**      I G  fr * 
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NOUVELLES  ANNALES  DE  MATHÉMATIQUES. 


N-  5.  SUPPLÉMENT,  Mai  1903. 


CHRONIQUE. 

M.  Emile  Picard  a  été  nommé  membre  de  rAcadcmie  nationale  des 
Sciences  des  Ëtats-'-lInis  d'Amérique. 


Le  professeur  C- A.  Bjerknes,  de  TUniversité  de  Christiania,  est  mort 
le  10  mars  dernier,  à  Tâge  de  77  ans.  Il  s'élait  acquis  une  renommée 
universelle  pir  ses  .travaux  mathématiques. 


M.  Andrew  Carnegie  a  offert  2'>oooo  dollars  à  la  ville  de  Cleveland 
pour  la  création  d'une  bibliothèque,  à  condition  que  la  ville  s'engage  a 
donner  le  terrain  et  à  voter  une  subvention  annuelle  de  25ooo  dollars. 


Une  Exposition  universelle  des  Sciences,  des  Arts  et  de  Tlndusirie 
aura  lieu  à  Liège,  en  1903. 


La  Société  de  Secours  dés  Amis  des  Sciences,  dont  le  président 
est  M.  G.  Darboux^  tiendra  son  assemblée  générale  annuelle  le  19  juin, 
à  la  Sorbonne  (amphithéâtre  Richelieu).  M.  A.  Lacroix,  du  Muséum 
d'Histoire  naturelle,  fera  une  Conférence  5ar  l'éruption  de  la  Marti- 
nique. 


Le  journal  Nature  annonce  que  l'Académie  des  Sciences  physiques 
et  mathématiques  de  Naples  propose  un  prix  de  1000  lires  destiné  à 
Tauteur  du  meilleur  Mémoire  sur  la  Théorie  des  invariants  de /orme 
hiquadratique  ternaire,  en  particulier  au  point  de  vue  des  conditions 
de  réduction  à  une  forme  inférieure.  Les  Notes  pour rojit  être  écrites  en 
italien,  latin  ou  français,  et  devront  être  envoyées  avant  le  3o  juin  1904. 
Il  y  aura  en  outre  un  prix  constitué  par  le  legs  fait  en  1847  par  le  pro- 
fesseur Luigi  Sementini,  de  la  somme  de  i5o  ducats  par  an,  destinée  à 
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récompenser  les  trois  meilleurs  Mémoires  sur  la  Chimie  appliquée,  ou 
le  meilleur  Mémoire  sur  un  important  sujet  d'utilité  générale,  ou  encore 
destiné  à  être  servi  comme  pension  à  Tauteur  d'une  découverte  capitale 
utile  à  l'humanité  souffrante.  Les  concurrents  sont  invités  à  faire  leur 
déclaration,  accompagnée  de  leurs  notes  manuscrites  ou  imprimées, 
avant  le  3i  décembre  igoS. 


La  Section  d'Histoire  des  Sciences  du  Congrès  international  des 
Sciences  historiques,  qui  s'est  réunie  à  Rome  en  avril  1903,  a  décidé 
de  nommer  une  commission  internationale  pour  Torganisation  d'un 
Congrès  de  l'Histoire  des  Sciences. 

Ont  été  nommés  commissaires  :  Président,  J.  Tannbry,  de  Paris: 
secrétaires.  P.  Giagot,  de  Turin,  et  G.  Loria,  de  Gènes. 

Le  professeur  D.-E.  Smith  a  été  nommé  représentant  pour  TAmé- 
rique.  La  prochaine  réunion  du  Congrès  aura  lieu  à  Berlin,  en  sep- 
tembre  1906. 


Université  de  Chicag^o.  —  On  annonce  les  cours  suivants  pendant 
les  quatre  trimestres  1902-1903  à  partir  du  17  juin  :  professeur  E.-H. 
More.  Théorie  des  fonctions  de  variables  réelles,  éléments.  —  Pro- 
fesseur O.  BoLZ4.  Théorie  des  équations.  Quaternions,  fonctions  ellip- 
tiques, la  théorie  de  Weierstrass,  applications  des  fonctions  elliptiques, 
fonctions  abéliennes,  invariants. — Professeur  H.  Maschke.  Géométrie 
analytique  des  solides,  courbes  et  surfaces  enroulées,  invariants.  — 
Professeur  H.-E.  Slaught.  Calcul  intégral  supérieur.  —  Professeur 
J.-W.-H.  YovNG.  Analytique  des  solides  et  déterminants,  conférences 
sur  l'enseignement  des  Mathématiques.  —  Professeur  L.-E.  DicKSOic. 
Théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe,  théorie  des  fonctions. 
—  M.  A.-C.  LuNN.  Les  équations  différentielles  de  la  Physique  mathé- 
matique; méthodes  graphiques  dans  l'enseignement  des  Mathématiques 
élémentaires.  —  D^  S.  Epsteen.  Histoire  des  Mathématiques  élémen- 
taires, —  Professeur  K.  Laves.  Mécanique  analytique.  —  Professeur 
F.-R.  MouLTON.  Introduction  à  la  Mécanique  céleste;  sujets  choisis  de 
la  Mécanique  céleste. 


Université  de  Harvard.  —  Professeur  J.-M.  Peirgb.  Quaternions, 
théorie  et  application  des  coordonnées  tétraédrales,  différences  finies, 
calcul  des  probabilités,  équations  linéaires.  —  Professeurs  W.-E. 
Byerlt  et  B.-O.  Peircb.  Séries  trigonométriques,  harmoniques,  sphé- 
riques  et  fonction  potentielle.  —  Professeur  W.-E.  Byerly.  Calcul 
(second  cours),  introduction  à  la  Géométrie  et  à  l'Algèbre  modernes, 
dynamique  d'un  corps  rigide.  —  Professeur  W.-F.  Osgood.  Théorie 
des  fonctions  (premier  cours).  —  Professeur  M.  Bôgher.  Séries  et  pro- 
duits infinis,  Algèbre,  équations  différentielles  linéaires.  —  D*"  C.-L. 
Bouton.  Théorie  des  nombres,  théorie  élémentaire  des  équations  diffé- 
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reniielles,    traasforinations    gëométriques.  —    M.   J.-K.    Whittbmork. 
Mécanique  céleste.  Hydromécanique* 

Le  professeur  Bôcueb,  le  D'  Bouton  et  M.  Whittemore  feront  aussi 
deâ  cours  consistant  en  recherches,  respectivement  sur  les  équations 
différentielles,  les  groupes  continus  et  la  Géométrie  diflerentielle. 


Unirersité  de  Taie.  —  Professeur  James  Pierpont.  Calcul  supé- 
rieur, Géométrie  projective,  théorie  des  fonctions  de/variables  réelles. 
—  Professeur  P.-F.  Smith.  Groupes  continus,  analysé  supérieure  pour 
les  ingénieurs.  —  Professeur  H.-A.  Burmstbad.  Problèmes  sur  la  Phy- 
siqae  mathématique.  —  D''  Â.-S.  Gale.  Équations  diCTérentielies  et 
ihéorîe  des  fonctions.  —  D'  H.-E.  Hawkbs.  Algèbre  supérieure,  fonc- 
tions elliptiques.  —  !>  W.-A.  Granville.  Géométrie  dilTérentielle.  — 
D'  E.-R.  Hbdrick.  Calcul  des  variations.  —  D'  E.-B.  Wilson.  Méca- 
DJqae  analytique,  introduction  à  la  Physique  mathématique,  Géométrie 
noB-euclidienne. 


UniTersité  de  Berlin.  —  Professeur  J.  Kxoblauch.  Géométrie  ana- 
tviique,  théorie  des  équations  différentielles  partielles,  théorie  du 
rayonnement.  —  Professeur  Leumann-Filhés.  Équations  différentielles, 
exercices.  —  Professeur  H.-A.  Schwarz.  Calcul  intégral,  applications 
des  fonctions  elliptiques,  calcul  des  variations.  —  Professeur  F.  Schur. 
Introduction  à  la  théorie  des  équations  différentielles  ordinaires.  — 
D'E.  Landao.  Théorie  des  nombres,  introduction  à  la  théorie  des  fonc- 
tions, théorie  des  fonctions  Ç  de  Riemann.  —  Professeur  G.  FR0BENiUb\ 
Théorie  des  équations  algébriques.  —  Professeur  F. -H.  Schottky. 
Tiiéorie  desfonctions^abéliennes.  —  Professeur  G.  Hettner.  Théorie 
do  potentiel. 


Université  de  WQrtzbourg.  —  Professeur  F.  Prym.  Calcul  intégra), 
tiercices  sur  le  Calcul  intégral  (premiers  éléments),  sujets  choisis  dans 
la  théorie  des  fonctions  (premiers  éléments)»  —  D*'G.  Rost.  Géométrie 
descriptive,  II,  Géométrie  analytique  et  synthétique  des  coniques, 
application  de  l'analyse  infinitésimale  à  la  Géométrie,  sujets  choisis 
<iaiL>les  premiers  principes  des  Mathématiques  élémentaires. 


UaiTerRité  de  Zurich.  —  Professeur  U.  BurkuarDt.  Équations 
différeauelles  linéaires,  analyse  du  vecteur,  étude  mathématique  des 
i^liénomènes  périodiques  naturels.  —  Professeur  A.  VYeyler*  Géométrie 
analytique,  Géométrie  descriptive,  Géographie  mathématique,  pro- 
Kciion  des  cartes.  —  D'  D.  KraPt.  Théorie  générale  des  groupes 
•^'équations.  —  D*^  E.  Grubler.  Théorie  dés  nombres,  arithmétique 
Hitique  avec  exercices. 
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A  l'Université  de  Lehigh,  le  professeur  Alrxander  Macfarl^ne  a 
fait,  du  7.0  au  3o  avril,  si\  conférences  sur  les  mathématiciens  anglais 
KiRKUAN,  Babb\ge,  Whbwell,  Dodgson,  Stokbs  et  Raylkioh. 


BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE. 


OUTRAGES  RÉGENTS. 

Da  Cunhâ  (A.),  Ingénieur  des  Arts  et  Manufactures.  -  V Année  technique 
1 901 -1902.  Tramways,  Cycles,  Travaux  publics.  Constructions  maritimes 
et  navales.  Armements.  Navigation  aérienne,  avec  une  préface  de  M.  Émilf. 
Trélat,  Directeur  de  l'École  spéciale  d'architecture.  Grand  in-8  jésus  de  vin- 
s>7i  pages  avec  ii4  figures  (Paris,  Gauthier-Villars). 

L'auteur  rassemble  dans  ce  Volume  Tétude  des  progrès  industriels  et  scien- 
tifiques réalisés  dans  Tannée  couranle.  Au  milieu  des  publications  intéressée^ 
qui  s'amoncellent  à  peine  consultées,  les  études  de  M.  Da  Cunha  sont  de  pré- 
cieux documents  qui  reposent  l'esprit  sur  des  appréciations  indépendantes. 

Angot  (AifFREp),  Météorologiste  titulaire  au  Bureau  central  météorologique, 
Professeur  à  l'Institut  national  agronomique.  —  Abrégé  des  InsCructions  mé- 
téorologiques. In-8,  avec  figures,  190a  (Paris,  Gauthier-Villars). 

C'est  pour  assurer  l'uniformité  dans  les  observations  que  M.  Angot  a  publié 
ces  Instructions  météorologiques  abrégées.  Il  a  donné  des  indications  minu- 
tieuses sur  l'installalion  et  le  maniement  des  instruments  les  plus  simples. 
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Liste   des    Correspondants  des   NOUVELLES  ANNALES 
dans  les  villes  où  siègent  les  Facultés  des  Sciences. 

Besanvon   :  M.  N....  —  Bordeaux  :  M.  N....  —  Cae^j  :  M.  A.  de  Saint- 
Gkrmain.— Clerinont-Ferrand  :  iM.  C.Guiciiard.  —  Dijon  :  M.  Duport. 

—  Grcnobie  :  M.J.  Collet.  —  Lille  :  M.  Boulangeu.  —  Lyon  :  M.L. 
AuToNNE.  —  Marseille:  M.  Sauvage.  — Montpellier  :  M.  E.  Fabrv  . 

—  Nancy  :  M.  II.  Vogt.  —Paris  :  M.  Raffy.  —  Poitiers  :  M.  Mail- 
lard.—  Hennés  :  M.  Le  Roux.  —  Toulouse  :  M.  Cosserat. 


Le  prix  de  rabonneiiient  à  la  Bibliothèque  rnathéniatique  des 
Iravailleiws  est  de  i?/"  pour  un  an  et  ô^""  pour  six  mois. 

Les  abonnés  des  Nouvelles  Annales  de  MathémaUq ues pourront 
bénéficier  d'une  réduction  de  do  pour  loo,  c'esl-à-dire  que,  pour 
eux,  rabonnement  annuel  ne  sera  que  de  six  francs. 

Pour  profiter  de  cette  réduction,  on  doit  s'adresser  direclemeni 
â  M.  le  D''  livL^A^iîi,  Divecleuv  de  \i\  Bihliot/ièque  mathématique 
des  travailleurs^  4,  rue  de  la  Cure,  Paris-Auteuil. 

LIBRAIRIE  G  A  U  T  H  1  E  R - V I L  L  A  R  S . 


GOURSAT  (Edouard),  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  — 
Cours  d'Analyse  mathématique. 

TomkI:  Dérivées  et  différenticUes.  Intéisrales  définies,  développements 
en  séries,  /applications' géométriques:  Grand  in-8  de  vi-6'20  pages,  avec 
•yi  fii^ures  ;  190*2 •;>o  fr. 

Tome  II:  Théorie  des  fonet ions  anafyti'.pies.  Étpiations  différentielles. 
E(piatio/is  aii.jc  dérivées  partielles.  Eléments  de  calcul  des  varia- 
tions   {En  preparatiçn.  ) 

ROUCHË  (Eugène),  Membre  de  T  Institut,  Professeur  au  Conservatoire 
des  Ails  et  Métiers.  lixaniirialeur  de  sortie  à  l'FcoIe  Polytechnique,  et 
DE  COMBEROUSSE  (  Charles),  Professeur  à  l'Ecole  Centrale  et  au  Con- 
serviitdire  des  Arts  et  Métiers.  —  Traité  de  Géométrie.  7"  édition, 
revue  et  augmentée  par  Fugène  Uouchi:.  Fort  in-8  do  lx-iv».i"2  pajies. 
avec  700  iv^.  dans  le  texte  et  1175  questions  proposées;  1900..      17  iv. 

IMPARTIE.  —  Géotnétrie  plane;  1900 7  tr.  5o  c. 

REPARTIE.  —  Géométrie  de  t'espace;  Courbes  et  Surfaces 

usuelles- .' 9  fr.  00  c. 

VvKiiTissF.MKNT.  —  Ku  se  boiMuinl  aux  parties  imprimée?  en  caractères  ordi- 
n^iires,  le  lertnir  aura  à  sa  disposition  un  Traite  enlièremenl  conforme  aux 
(ienders  l^rou'mnnnes  officiels.  \ai^  Candidats  aux  F<:oles  spticiales  trouveront 
dans  le^  parties  en  pelil^caracleres  d'utiles  développements.  Fnfin,  les  Appen- 
dices (]in  ti-rmiiicnt  les  diliéreiits  Livres  sont  consacrés  à  l'exposition  des  nou- 
velles Mcthodes  géométriques. 

Le-i  auteurs  tmt  indi(jué,  pour  les  élèves  studieux,  un  très  grand  nombre 
d'Exercices  classés  par  |jarai;raphes. 
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PROBLÈME  DE  IÉCANI«UE  RATiONNILLE; 

Par  m.  h.  ANDOYER. 


Le  problème  suwant  av^ait  été  composé  pour  être 
proposé  au  Concours  d'agrégation  des  Sciences  ma- 
thématiques. 

Après  réjlexion,  il  nous  a  paru  peut-être  un  peu 
trop  difficile  et  nous  y  a\*ons  renoncé, 

La  Rédaction  des  jNouvclles  Annales  nous  a  demandé 
de  le  publier,  pensant  que  cela  serait  utile  aux  can- 
didats tant  à  cause  des  particularités  du  calcul  que 
comme  exemple  des  conséquences  curieuses  auxquelles 
peut  conduire  la  Mécanique  rationnelle  lorsqu'on 
pousse  ses  hypothèses  théoriques  jusqu'aux  limites 
extrêmes. 

Enoncé,  —  Oxyz  est  un  irièdre  trireclangle, 

La  verticale  ascendante  du  point  O  est  située  dans 
le  plan  Oxz  et  fait  avec  Ox  l'angle  p,  compris 
entre  o.  et  ic. 

La  droite  Ox  est  l'axe  d'un  cylindre  de  révolution, 
creux  et  indéfini,  le  rayon  de  la  surface  intérieure  de 
ce  cylindre  étant  R. 

Une  sphère  S,  pesante  et  homogène,  de  masse  m  et 
de  rayon  p,  se  meut  à  l'intérieur  du  cylindre,  et  est 
assujettie  à  rester  en  contact  avec  lui,  de  façon  qu'elle 
puisse  rouler  et  pivoter  sur  la  surface  du  cylindre, 
mais  non  glisser  :  on  néglige  d'ailleurs  le  frottement 
de  roulement  et  celui  de  pivotement. 

Afin,  de  Mathé/nat.,  \*  série,  t.  III.  (Juin  iç|o3.)  l6 
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}"*  F^tablir  les  équations  qui  déterminenl  le  mouve- 
ment du  centre  de  gravité  de  la  sphère  S,  la  rotation  de 
cette  sphère  autour  de  son  centre  de  gravité,  et  la 
réaction  du  cylindre  sur  la  sphère. 

2®  On  désigne  par  g  l'accélération  de  la  pesanteur, 
par  X  Tabscisse  du  centre  de  la  sphère,  par  6  l'angle  que 
fait  avec  Oz  le  ra^^on  du  cvlindre  qui  contient  le  centre 
de  la  sphère.  Former  l'équation  diflerentielle  qui  définît  0 

en  fonction  du  temps  t\  puis,  posant  u=  -i->  et  pre- 
nant 0  comme  variable  indépendante,  former  l'équation 
différentielle  qui  détermine  u  en  fonction  de  6. 

3^  Montrer  que  les  équations  différentielles  ainsi 
obtenues  peuvent  s'intégrer  à  l'aide  de  quadratures,  et 
en  déduire  toutes  les  inconnues  du  problème,  en  se 
contentant  d'indiquer  les  quadratures  à  effectuer. 

On  introduira  ici  les  données  initiales,  savoir  :  les 
valeurs  Xq  et  Oq  <i<^  ^  ^^  ^^  ^  pour  i  =  o;  la  vitesse  V 
du  centre  de  gravité  de  la  sphère  S  et  l'angle  a  que 
fait  cette  vitesse  avec  Ox,  au  même  instant;  en6ii 
la  composante  co  de  la  rotation  de  la, sphère  autour 
de  son  centre,  suivant  le  rayon  de  cette  sphère  qui 
aboutit  h  son  point  de  contact  avec  le  cylindre,  tou- 
jours pour  «  =  o. 

4**  Discuter  la  variation  de  Tangle  6  dans  les  différents 
cas  possibles.  Il  faut  d'ailleurs  observer  que  la  sphère 
quitte  le  cylindre  quand  elle  cesse  d*ètre  pressée  sur  lui, 
et  l'on  n'étudiera  pas  sou  mouvement  ultérieur. 

Former,  en  particulier,  la  condition  que  doivent  vé- 
rifier les  données  initiales  pour  que  l'angle  0  varie  tou- 
jours dans  le  même  sens,  la  sphère  ne  quittant  jamais 
le  cylindre. 

5°  Intégrer  complètement  toutes  les  équations  du  pro- 
blème dans  le  cas  particulier  où  Tanglc  {3  est  nul. 


Digitized  by 


Google 


(  M3  ) 

Qu'arrive-t-il  alors,  s!  l'on  a,  en  outre,  la  condition 
Vsina  =  o? 

Solution.  —  On  voit  sur  la  figure  la  verticale  ascen- 
dante OV  du  point  O;  la  section  droite  de  centre  C  du 
cylindre  qui  contient  à  l'instant  t  le  centre  S  de  la 
sphère,  celle-ci  touchant  le  cylindre  en  A. 


Au  système  d'axes  fixes,  on  adjoint  les  axes  mobiles 
rectangulaires,  orientés  comme  les  premiers,  Sx'  paral- 
lèle à  Ox,  Sr'  perpendiculaire  à  CA  et  parallèle  au 
plan  Oyz,  Sz'  qui  n'est  autre  que  le  rayon  CA. 

La  position  de  la  sphère  est  déterminée  par  Tabscissea: 
de  son  centre  et  l'angle  6;  car,  si  ^  et  z  sont  ses  deux 
autres  coordonnées  par  rapport  aux  axes  fixes,  on  a 

j^  =  (  R  —  p)  sin e,         z  =  (R  —  p)  cose. 

La  rotation  de  la  sphère  est  déterminée  par  ses  pro- 
jections py  y,  r  sur  les  axes  mobiles  Sx',  S^',  S^'.  De 
même,  la  réaction  du  cylindre  sur  la  sphère  est  déter- 
minée par  ses  projections  mX,  771  Y,  mZ  sur  les  mêmes 
axes. 
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D'ailleurs,  la  rotation  du  système  des  axes  mobiles 

par  rapport  aux  axes  fixes  est  —  t->  dirigée  suivant  Ojc. 

Enfin,  observons  que  le  moment  d'inertie  A  de  la 
sphère  par  rapport  à  un  quelconque  de  ses  diamètres 

est  -c'^^p^- 

Écrivons  alors  les  conditions  qui  résultent  de  Tabsencu 
de  glissement;  la  vitesse  absolue  du  point  A  de  la  sphère 
est  nulle.  Or,  les  coordonnées  de  A  par  rapport  aux  axes 
mobiles  sont  0,0,  i^  les  projections  de  la  vitesse  de  S 

sur  les  mêmes  axes  sont  -^>  (R  —  P)^?'^»  ^^  ^  donc 
les  deux  relations  : 


(i) 


db 

(R -p):77  "-?/'  =  ^• 


Les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité  de 
la  sphère  sont  évidemment 

^  =  Ycose-hZsin6, 

d^z 

-j-  = — Ysin6-hZcos6  —  ^sin^; 

et  les  équations  qui  déterminent  la  rotation  de  la  sphère 
sont,  en  appliquant  les  équations  d'EuIer  les  plus  géné- 
rales {voir  P.  Appell,  Traité  de  Mécanique  ration- 
nelle, t.  II,  p.  196)  : 

,dr        ,      rfe 
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Ces  deux  derniers  groupes  de  iroîs  équations  se  trans- 
forment facilement  en 


Z  =— (R  — p)-_H-^sinpcose; 


et 


dp  ')(R-p)  £/*e        5^   .    û   .   IV 

'l  = Li  -4-  _iL  s,„  p  sin6, 

dt  2p         a/*        2p        '^ 

)  dq  r/0  5    /û?*a?  f\ 

''^       \-â=-'dt^rp{-di^'^^''''V' 

dr  _  d^ 

^   dt   ~'      ^  dt' 

En  adjoignant  aux  équations  (i),  (2),  (3)  la  condi- 
tion Z<;o,  qui  exprime  que  la  sphère  reste  pressée  sur 
le  cylindre,  on  a  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  résoudre 
la  question. 

La  seconde  équation  (i)  donne 

R  — p  rfO 
^^—TTt' 

et  en  portant  cette  valeur  dans  la  première  équation  (3), 
on  a,  pour  déterminer  0,  Téquation  diflérentielle 

Y  et  Z  résultent  de  la  connaissance  de  0,  ainsi  que  p. 

Faisant  maintenant  -jr  z=u^  et  prenant  8  comme  va- 
riable indépendante,  on  a,  par  la  première  équation  (1) 
et  la  deuxième  équation  (3), 


u 


7    du       Sg        ^dt 

p  t^p  û?e        ap        ^  d^ 
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mais  la  dernière  équation  (3)  donne 

dr 

et,  par  suite,  on  a  finalement  pour  déterminer  u  en 
fonction  de  0,  l*équation  différentielle 

,  -  ^  d^u       'k         5  r,d^t 

X  résulte  de  la  connaissance  de  Uy  ainsi  que  q  et  /'. 

Introduisons  les  conditions  initiales  indiquées  dans 
renoncé.  En  marquant  de  Tindice  o  les  quantités  rela- 
tives au  temps  f  =  o,  on  a 

zto=Vcosa,         (R  —  p)(;77)    =Vsina, 

Vsina                           Vcosa 
/^o= y  7o  = >  /•o=to, 

du\         1  5  (  R  —  p)>ç^  cos^ 


(du  \         1 


7  V  sin  a 

avec  la  condition 

V*  sin*a  >  ^(  R  —  p)  sin  p  00560, 

qui  exprime  que  la  sphère  ne  quîttç  pas  le  cylindre  dès 
le  début  du  mouvement. 

L'équation  (4)  donne  alors  sans  peine 

R  -  p  rfe 

V  siiia 


/         10  aMR  — p)sin{i,        -  -^ 

y  7  V*sin*a  ' 


d'où  t  par  une  quadrature. 

Ou  en  déduit  p^  Y,  Z  immédiatement;  et  la  condi- 
tion Z  <;  o  devient 

V  sin* a  -h  -j^(R  —  p)  sinp(iocos6o—  17  cos6)  >  o. 
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En  intégrant  l'équation  (5)  d'après  lés  règles  géné- 
rales, et  faisant  disparaître  ^p-  à  l'aide  d'une  intégration 
par  partie,  il  vient  d'abord,  en  posant 

el  appelant  A  el  Bdeux  constantes  arbitraires^ 
//  =  .Vcos©4-Bsinïp  —  -^cos^/ cos«p  /  -r-coscprfo-f-sin©  /  -r-sinç  ^'i)' 

En  tenant  alors  compte  des  conditions  initiales,  on  a 
définitivement 

'  =  Vcosacos  (  i/ -  (0  —  Oo)  j -+- 4/- ci>p  sin  f  l/^  (0  —  Oo  )  j 

-":       VsL  co.(^^-(0-0«)j 

0 

/        4/  i-i ,,,    ;  , ^(coseo  — cosO) 


X    r"  s,n(^/|^e--e.))..o 1 

I  /         lo  ^(K  — p)sinf»         „  I 


On  en  déduit  ^,  r,  \  immédiatement^  et  (inalement 
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(le  sorte  que  le  problème  est  complèteuient  ramené  aux 
(juaclratures. 

Les  valeurs  que  peut  prendre  l'angle  Q  sont  définies  : 

1**   par  la  condition  que  -tç   soît  réel,  ce  qui  donne, 

shi^  étant  positif  d'après  1  énoncé, 

7  V*  sin*  a  A  « 

7-5 ^   .    Q  -+-  coseo>  cosô; 

2**  par  la  condition  Z  <;  o,  ou  bien 

7V*sin*a  n  ^    '7        a 

En  appelant  A  la  quantité  positive 

7V«sin«a 
io^(R  — p)siii3* 

on  obtient  alors  les  résultats  suivants  pour  la  discussion 
de  la  variation  de  Tangle  6  : 

I.  cosôo>o. 

révolution    complète,    Tangle    0 
X:  >  —  —  cosOoy  variant   indéfîniment   dans  le 

même  sens; 

7         ^        ,    ^  17  A        le  mouvement  commence,   puis 

-^cos6o<  A'<  —  —  cosOoî         1        ui  •..    I        1-   j 

10  10  la  sphère  quitte  le  cylindre; 

,         7         ^  la  sphère  quitte  tout  de  suite  le 

10  '  cylindre. 

II.  cos6o<o. 

k  >  —  —  cosôo,  révolution  complète; 

10 

-,        17  ,.        le   mouvement  commence,   puis 

10  la  sphère  quitte  le  cylindre; 


A  <—  cosOo, 


mouvement   oscillatoire,   0  pre- 
nant la  valeur  moyenne  r. 
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En  particulier,  on  voit  que  la  coudilion  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  0  varie  toujours  dans  le  même  sens, 
la  sphère  ne  quittant  jamais  le  cylindre,  est  toujours 

k>  ~  —  cosBo. 

lO 

Si  l'on  a  p  =  o,  c'est-à-dire  si  le  cylindre  est  vertical, 

on  a 

</»6  j,   ,         .       ^        Vsina 

^=0.      dou      e  =  e.+  ^-^^ 

et  la  sphère  est  toujours  pressée  sur  le  cylindre. 
On  a  ici 

^       xr                 f é  /^  Vsina   \ 
«  =  -7-  =  V  cos  a  cos  II/-  -s '  I 

d*uù  Ton  déduit  x  sans  peine.  11  est  d'ailleurs  intéres- 
sant de  remarquer  que  cette  quantité  x  est  purement 
périodique. 

Ces  derniers  résultats  ne  s'appliquent  pas  si  Ton  a 
V  sina  =  o,  car  alors 

Mais  on  trouve  immédiatement 


dr 


ou 


^  +  7^="' 


jr  =  j7q  H-  V  cos  X .  £ r  gt^, 

14 


7=- 


V  cos  a 


5  g 


P  7  P 
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[M<4ia] 

DÉNONSTRATIOKS  DU  THÉORÈME  DB  VILLARGBAU; 

Par  m.  a.  MANNHEIM. 


Ma  Note  sur  le  théorème  de  Schœicker  (*),  dans 
laquelle  il  est  question  du  théorème  de  Yillarceau  sur 
la  nature  de  la  section  d*un  tore  par  un  plan  bitangent 
à  cette  surface,  m'a  rappelé  des  démonstrations  de  ce 
théorème  que  j'ai  trouvées,  il  y  a  déjà  longtemps,  et 
que  je  n*ai  pas  eu  Toccasion  de  faire  connaître. 

Considérons  un  tore  comme  l'enveloppe  d'une  sphère 
de  grandeur  invariable.  Par  le  centre  Ô  du  tore  menons 
le  plan  (P)  bitangent  à  cette  surface.  La  section  du 
tore  par  ce  plan  est  l'enveloppe  des  petits  cercles,  inter- 
sections de  la  sphère  mobile  et  de  (P).  Ces  cercles  ont 
leurs  centres  sur  l'ellipse  (E),  projection  sur  (P)  du 
cercle  décrit  par  le  centre  de  la  sphère  mobile;  ils 
coupent  orthogonalement  le  cercle  qui,  sur  (P),  a  pour 
diamètre  le  petit  axe  de  (E);  ceci  résulte  de  ce  que  ce 
cercle  est  la  trace  de  la  sphère  de  centre  O  qui  coupe 
orthogonalement  les  sphères  dont  le  tore  est  l'enve- 
loppe (2). 

Il  reste  maintenant  à  démontrer  cette  propriété  : 

L' enveloppe  des  cercles  dont  les  centres  sont  sur 
une  ellipse  (E)  et  qui  coupent  orthogonalement   le 

(  ')   l'oir  page  io5  de  ce  Volume. 

{■)  De  la  même  manière  on  voit  que  la  section  d'un  tore  par 
un  plan,  qui  coupe  l'axe  de  cette  surface,  est  l'enveloppe  des 
cercles  dont  les  centres  sont  sur  une  ellipse  et  qui  coupent  ortho- 
gonalement un  cercle.  On  a  ainsi  la  génération  des  anallagmatiques 
du  qualricmc  degré  donnée  par  Moula rd. 
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cercle  (C)  f/ui  a  pour  diamètre  le  petit  axe  de  cette 
courbe,  se  compose  de  deux  cercles  (F). 

Le  grand  axe  de  longueur  2a,  de  Tellipse  (E).  est 
égal  au  diamètre  du  cercle  décrit  par  le  centre  de  la 
sphère  mobile^  son  petit  axe,  de  longueur  2ft,  est  le 


segment  compris  entre  les  points  de  contact  de  (P), 
par  suite  sa  demi-distance  focale  c  est  égale  au  rayon 
de  la  splière  mobile. 

Appelons  /*  le  rayon  d'un  cercle  ayant  pour  centre  le 
point  M  de  Tellipse  (E)  et  qui  coupe  à  angle  droit  le 
cercle  (G).  On  a 

rî- MO*— 6'. 

Appelons  F,  F'  les  foyers  de  (E), 


MF*  -+-  MF'*  =  2  MO*  -f-  z  c2  =  7  r-  H-  9. «2, 


d'où 


MF'-4-MF''  — 7rt' 


-(i!!^y. 
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) 

/• 

MF 



MF' 

'>. 

a 

MF 

-+- 

MF' 

'?. 

MF  = 

r  H-  a, 

MF  = 

a 

—  r. 

On  peut  alors  conclure  que  le  cercle  de  centre  arbi- 
traire M  sur  (E),  et  qui  coupe  orthogonalement  (C), 
est  toujours  tangent  aux  cercles  fixes  (F)  de  centres  F 
et  F',  et  de  rayon  de  longueur  a,  lesquels  constituent 
l'enueloppe  cherchée. 

autrement  ':  Menons  la  tangente  MG  à  (E)  et 
abaissons  sur  cette  droite  la  perpendiculaire  FG  qui 
coupe  F' M  au  point  L. 

Par  le  centre  O  menons  la  parallèle  01  à  FL. 

Elle  coupe  F'L  au  point  I,  le  segment  01  est  égal 
à  FG. 

On  voit  de  même  que  OF  est  égal  à  la  perpendicu- 
laire F'K  abaissée  sur  la  tangente  en  M  à  (E). 

On  a 

FG  X  F'K  =  6«. 
Ou  a  donc  aussi 

OIxOr=6«. 

Le  cercle  de  centre  M,  qui  passe  par  I,  F,  coupe  alors 
orthogonalement  le  cercle  (C),  et  comme  ce  cercle  de 
centre  M  est  tangent  en  I,  F  aux  cercles  fixes  (F),  ces 
cercles  constituent  l'enueloppe  cherchée, 

autrement  :  En  rédigeant  ces  anciennes  démonstra- 
tions j'ai  remarqué  qu'on  a  encore  la  suivante  : 

Des  points  F,  F'  comme  centres  décrivons  les 
cercles  (F)  qui  passent  par  les  extrémités  du  petit  axe 
de  (E).  Le  lieu  des   centres   M  des  cercles  qui  leur 
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sont  tangents  est  une  ellipse,  qui  a  pour  fojrers  les 
centres  F,  F',  de  ces  cercles  et  qui  passe  par  B.  Cette 
courbe  n'est  autre  alors  que  (E).  Le  point  O  étant  un 
centre  de  similitude  des  cercles  (F),  la  çlroite  de  con- 
tact ir  passe  par  ce  point  et  Ton  a 

Le  cercle,  dont  le  centre  M  est  sur  Tellipse,  est  donc 
en  outre  orthogonal  au  cercle  (C),  et  comme  ce  cercle, 
lorsque  M  varie  de  position  sur  (E),  est  toujours  tan- 
gent aux  cercles  (F),  ceux-ci  constituent  l'eni^eloppe 
cherchée. 

Remarque.  —  Les  cercles  (F)  sont  égaux  au  cercle 
décrit  par  le  centre  de  la  sphère  mobile  dont  le  tore  est 
l'enveloppe. 

Leurs  projections  sur  le  plan  de  ce  dernier  cercle 
sont  des  ellipses  égaies  à  (E). 


[I>] 

SUR  LA  TRANSFORMATION  DES  FONCTIONS 

DTNE  VARIABLE; 

Par   m.   e.   IAGGI. 


PREMIER    MÉMOIRE. 

Le  problème  de  transformation  qui  fait  l'objet  de  ce 
Mémoire  est  le  suivant  : 

Étant  données  deux  fonctions  quelconques  F(jr) 
et  ^{x)^  existe-t'il  des  substitutions  de  traksforbia- 
Tiow  t(x)  et  t(x)  telles  que  l'on  ait  identiquement 

(i)  F{t)  =  *{x),        *(t)  =  F(J7; 
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et,  dans  le  c^s  ou  il  en  existe,  quelles  sont  les  pro- 
ju'iétés  des  fonctions  t  et  t,  et  enfin  comment  peut^ori 
dikerminer  F  e<  ^  lorsqu'on  se  donne  les  fonctions  t 
et  T? 

On  voit  que  ce  problème  général  comprend  comme 
cas  parliculier  le  problème  de  la  périodicité  générale 
des  fonctions  que  nous  avons  étudié  précédemment, 
puisqu'il  suffit  de  supposer  que  F  et  ^  sont  identiques 
pour  que  /  et  t  soient  des  substitutions  laissant  F  inva- 
riable. 

1.  Supposons  tout  d'abord  que  F  et  $  soient  des 
fonctions  complètes  uniformes;  alors  les  équations  (i) 
déterminent  des  fonctions  ^  et  t  qui,  décomposées  en 
fonctions  uniformes  (partielles  ou  complètes),  sont 
solutions  simples  de  ces  équations,  sauf  peut-être  en 
des  points  x  particuliers  qui  sont  les  points  multiples 
des  groupes  de  transformation  composés  Tun  des  fonc- 
tions /,  l'autre  des  fonctions  t;  on  le  démontre  facile- 
ment de  la  même  manière  que  nous  avons  démontré  que 
toute  fonction  complète  uniforme  F  admet  des  substitu- 
tions la  laissant  invariable,  qui  sont  racines  simples  de 
Téquation  F(^)  =  F(a:)  sauf  aux  points  multiples  du 
groupe. 

Au  contraire,  si  F  et  ^  sont  des  fonctions  com- 
plètes multiformes  se  décomposant  respectivement  en 
dehors  de  leurs  multiplicités  en  fonctions  partielles 
uniformes /i, /a,  ...,  ©,,  o^,  ...,  les  équations  (i) 
se  décomposent,  chacune,  en  une  série  d'équations  : 

l/i(0  =  ?a.(^),         ?t(T)=/p.(^), 

l )         » 

OÙ  a,,  tta,    ...,   pi,  P2*   •. .  sont  les  indices  i,  2,  ..., 
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dans  un  ceriain  ordre;  et  l'on  voii  que  F  cl  ^  devraient 
satisfaire  à  certaines  conditions  pour  qu'existent  simn)^ 
tanément  toutes  les  équations  fn{t)  =  Og^^(x)  on  toutes 
les  équations  ®„(t)  =/p^(x).  Ce  n'est  donc  que  dans 
des  cas  exceptionnels  que  deux  fonctions  multiformes  F 
et  ^  peuvent  être  transformées  Tune  en  Tautre  par  des 
substitutions  5  ou  t;  mais  il  en  existe  évidemment  de 
telles,  car  si  F=:y(/),  et  ^  =  '^(©)  où  y  est  une 
fonction  complète  multiforme  et  J'  et  ^  des  fonctions 
complètes  uniformes,  les  fondions  F  et  ^  admettent 
évidemment  les  substitutions  de  transformation  dç^^et 
de  3^  c'est  le  cas  où,  dans  les  équations  (2), 

les  fonctions  partielles  /„  et  '^n  étant  obtenues  par  une 
même  fonction  partielle,  partie  de  y. 

Kous  considérerons  donc  particulièrement  le  cas  de 
deux  fonctions  complètes  uniformes  quelconques  F  et  ^ 
qui,  toujours,  ont  des  substitutions  les  transformant 
Tune  en  l'autre. 

Nous  désignerons,  dans  tous  les  cas,  pair  groupe  (F<[>) 
de  transformation  Tensemble  de  toutes  les  fonctions  t^ 
racines  de  la  première  équation  (1),  qui  transforment  F 
en^;  par  groupe  (^F)  de  transformation  Tensemble 
de  tontes  les  fonctions  t,  racines  de  la  seconde  équa- 
tion (1),  qui  transforment  $  en  F. 

Nous  désignerons  aussi  par  groupe  (F)  le  groupe 
des  substitutions  s  qui  laissent  F  invariable  et  sont  les 
racines  de  Téquation 

(3)  F(5)  =  F(rr); 

et  par  groupe  (4>)  le  groupe  de  substitutions  <t  qui 
laissent  ^  invariable  et  sont  les  racines  de  Téquation 

(4)  *(a)  =  *(iF). 
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Les  groupes  de  transformation  (F^)  et  (<I>F)  jouîssenl 
de  propriëlés  générales  simples  que  nous  démontrerons 
dans  ce  qui  suit. 

2.  De  ce  que  les  équations  (i)  sont  symétriques  Tune 
de  r autre  on  déduit  que  les  substitutions  t  du 
groupe  {<PF)  sont  les  inverses  des  substitutions  t  du 
groupe  (F^);  on  le  vérifle  facilement  en  substituant 
à  X  l'inverse  t_n  de  f«  dans  l'équation 

F{t„{x))  =  *(x)', 
on  a  ainsi  en  supposant  t^  (^_//(x))  =  x  (*)  : 

ce  qui  prouve  que  t_n  est  Tune  des  fonctions  t  du 
groupe  ($F);  il  en  résulte  immédiatement  que,  sauf 
dans  des  cas  particuliers  que  nous  étudierons  plus  tard, 
le  même  groupe  de  transformation,  (F<^)  par  exemple, 
i>e  contient  pas  généralement  l'inverse  d'aucune  de  ses 
substitutions,  c'est-à-dire  n'a  pas  d'élément  commun 
avec  le  deuxième  groupe  (^F). 

Si  dans  la  première  équalion  (i)  on  fait  une  substitu- 
tion T  quelconque  de  (^F),  on  obtient 

(5)  •       F(r(T(x)))=:*(T(x))  =  F(:r;. 

Donc,  t(j(x)^  est,  ou  j:,  ou  une  substitution  s  du 
groupe  (F)-,  en  faisant  dans  la  seconde^ équation  (i)  une 
substitution  t  quelconque  de  (F^),  on  venait  de  même 


('  )  Nous  rappelons  que  si  t__^  est  mulliforme  cl  l^  uniforme,  on  a 
nécessairement  t^{t_^)  =  a:  quelle  que  soit  la  fonction  partielle  t^ 
choisie,  mais  il  n^en  est  pas  de  même  pour  t_^{t^)  qui  n'est  égal  à  jr 
que  pour  une  fonction  partielle  <_„  convenablement  choisie,  et,  en 
général,  a  pour  valeurs  toutes  les  substitutions  a:,  *i(x),  53(^7),  ... 
de  la  fonction  uniforme  t„{x). 
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qne':(/(.r))esl,  ou  XyOuunesubsiilulionc^diigroupe  <l>, 
c'est- à -dire  que  : 

I.  Les  substitutions  tde(F^)  transforment  le  groupe 
de  transformation  (^^V)  en  le  groupe  (F)  des  substi- 
tutions d'invariabilité  de  F(jc)  et  les  substitutions  t 
du  groupe  de  transformation  (*I*F)  transforment  le 
groupe  de  transformation  (F4>)  en  le  groupe  {^)  de 
substitutions  d'invariabilité  de  ^(j:). 

SI  dans  la  première  équaliou  (i)  ou  fait  une  subsli- 
lulion  d  du  groupe  (^)  de  <ï>(x),  on  a 

(6)  F(/(3'(X)))=*((3'{^))  =  *(X). 

Donc£((l'(x))  est  encore  une  substitution  tdu  groupe 
de  transformation  (F<^)^  on  voit  de  même,  en  faisant 
une  substitution  5  du  groupe  (F)  dans  la  seconde  équa- 
lîon  (i) 

(6')  <p{':{s{x)))  =  F{s{x))  =  F{x), 

que  t(.ç(x))  est  encore  une  substitution  t  du  groupe 
{«I>F);  c'est-à-diie  que  : 

II.  Les  substitutions  s  du  groupe  (F)  de  F(x)  ne 
font  que  permuter  les  éléments  du  groupe  de  trans- 
formation (^F)  et  les  substitutions  (S*  du  groupe  (<[>) 
de  $(x)  ne  font  que  permuter  les  éléments  du  groupe 
de  transformation  ( F  ^  ) . 

Si  dans  Téquation  (3)  on  fait  une  substitution  t  quel- 
conque du  groupe  (F^),  on  a 

^(«(x))  est  donc  encore  une  substitution  t  du  groupe  de 
Ann.  de  Mathéinat.,  /}•  série,  l.  III.  (Juin  lyoS.)  17 
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transformation  (F<ï>)  ;  el,  de  même,  si  dans  Inéquation  (4) 
on  fait  une  substitution  t  quelconque  du  groupe  (^F), 
l'équalîon 

(;')  *(V(T(:r)))  =  ^{-.(x))  =  F{x) 

montre  que  ^(T(x))eslencore  une  subslîtutiouT  de  (^F); 
c'est-à-dire  que  : 

III.  Le  groupe  (^)  de  ^(x)  est  transformé  en  le 
groupe  de  transformation  (*Ï>F)  par  les  substitutions  du 
groupe  (<^F)  lui-même  et  le  groupe  (F)  de  F(.r)  est 
transformé  en  le  groupe  de  transformation  (F^)  par' 
les  substitutions  du  groupe  (F<^)  lui-même. 

Les  théorèmes  I,  II,  III  expriment  les  propriétés  cor- 
rélatives les  plus  générales  des  quatre  groupes  (F),  (^), 
(F<^),  ("^F);  à  ces  propriétés  nous  ajouterons  les  sui- 
vantes qui  sont  relatives  aux  points  multiples  des 
groupes  (F^),  (^F),  c'est-à-dire  aux  points  x  où 
quelques  substitutions  /,  ou  t,  s'égalent. 

3.  Si  Ton  désigne  par  F_«,  ^_|  les  fonctions  inverses 
des  fonctions  F(x),  ^(x),  les  quatre  groupes  considérés 
peuvent  être  représentés  par  les  égalités 

\  (F)  F_,(F(:r)N=:r,      5„      s, 

^     i  (*F)  *_,(F(a;))=T„     T„     .... 

Les  points  multiples  de  (F),  où  quelques-unes  des  s 
s'égalent,  sont  les  points  a,  a' ^  d\  ...,  pour  lesquels 
F(x)  prend  des  valeurs  i,  b\  ...  qui  sont  les  points 
multiples  de  la  fonction  complète  multiforme  F.i  (a:), 
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ou  si  Ton  veut  les  points  critiques  des  fouetions  partielles 
uniformes  en  lesquelles  F_,(j:)  se  décompose;  or,  dire 
que  deux  au  moins  des  substitutions  t  s'égalent,  c'est 
dire  que  deux  fonctions  partielles  composant  la  fonction 
complète  mullifornie  F_i  (^(x')j  s'égalent  :  il  est  donc 
nécessaire  et  suffisant  pour  cela  que  <^(x)  soit  égale  à 
Tune  des  valeurs  b  indiquées  plus  haut,  qui  sont  déter- 
minées  par  les  points  multiples  a  du  groupe  (F)  sous  la 
forme 

puisqu'on  doit  avoir 

*(ar)  =  ^  =  F(a), 

les  points  multiples  du  groupe  de  transformation  (F<I>) 
(où  deux  substitutions  /  au  moi  us  s'égalent)  sont  donc  les 
transformés  i{n)  par  les  substitutions  t  du  groupe  ($F) 
des  points  multiples  a  du  groupe  (F)  de  F(j:). 

On  verrait  de  même  que  les  points  multiples  du 
groupe  de  transformation  (^F)  (où  deux  substitutions  t 
au  moins  s'égalent)  sont  les  transformés  f  (a)  des  points 
multiples  cl  du  groupe  (<I>)  de  ^{x)  par  les  substi- 
tutions du  groupe  (F<^). 

4.  Les  propriétés  que  nous  avons  démontrées  ap- 
partiennent à  tout  couple  de  groupes  de  transforma- 
tion (F4>),  (^F),  c'est-à-dire  aux  groupes  de  transfor- 
mation de  deux  fonctions  complètes  uniformes  F  et  0 
quelconques,  et  aux  groupes  de  transformation  de  deux 
fonctions  complètes  multiformes  F  et  <I»,  lorsque  celles-ci 
possèdent  des  groupes  de  transformation.  11  en  est  de 
même  des  propriétés  suivantes  de  tout  couple  de  fonc- 
tions F  et  $  elles-mêmes  qui  ont  des  subslitutions  de 
transformation. 

Considérons  les  groupes  (F4>)  et  (<Ï>F)  de  Iranslbr- 
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inalion  de  deux  fonctions  F(x)  cl  ^(x)  et  supposons 
cju'on  puisse  poser 

où  y^ct  ^  sont  des  fonctions  qui  admettent  des  substi- 
tutions de  transformation  dont  nous  désignerons  les 
groupes  respectifs  par  (/'f  )  et  (cp  /)  (ce  qui  a  lieu  néces- 
sairement si  /  et  cp  sont  des  fonctions  complètes  uni- 
formes) et  où  U*  est  une  fonction  pénodique  (ce  qui  a 
lieu  nécessairement  si  V  est  complète  uniforme).  Il  est 
évident  que  les  substitutions  qui  changent  f  en  9, 
changeïit  F  en  ^,  et  par  conséquent  le  groupe  (/f  )  est 
un  sous-groupe  du  groupe  de  transformation  (F<P);  de 
même,  (©/  )  est  un  sous-groupe  du  groupe  de  transfor- 
mation (^F).  Pour  que  (/©)  coïncide  avec  (F<l>),  il  est 
nécessaire  qu'il  n'existe  aucune  substitution  t{x)  chan- 
geant f{x)  en  une  fonction  S('^(x))  pour  laquelle  on 

aurait 

W(S(5))  =  V(2) 
et,  par  suite, 

F(0  =  V(/(0)  =  ^^(S(7(^)))  =  V(o(^))  =  4>(ar). 

C'est  ce  qui  arrive  si  W^  est  une  fonction  non-pério- 
diquCj  c'est-à-dire  n'admettant  aucune  substitution  S{z) 
(ce  qui  se  produit,  par  exemple,  si  W  est  rationnelle 
linéaire,  ou  est  multiforme  non-périodique,  par  exemple 
est  l'inverse  d'une  fonction  uniforme). 

Au  contraire,  si  ^^^  est  une  fonction  périodique  ayant 
des  substitutions  Sjc,  l'équation 

F(0  =  *(^)        ou        ^{f{t))  =  W{o{x)) 
donne  pour  le  groupe  (F<I>) 

/_,(^_,(^r(?(j?))))  =  f„    h,    ... 
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OU,  puiscjuo  M'_,(M"(3)j  =  8(5), 

/_,(S((p(x)))  =  r,,     tt,     ..., 

vi  Ton  voit  que  le  grouj)e  (F<ï>)  "c  se  réduil  au 
groupe  (/'f),  cjui  est  déterminé  par  yii  f?(^))>  q"e 
si  Ss  se  réduit  à  c,  ou  enfin,  si  T  est  non-périodique 
(rationnelle  linéaire  ou  mullil'ornie  non-périodique). 

On  conclut  de  là  : 

1*^  Que  toutes  les  fondions  uniformes  qui  ont  mêmes 
groupes  de  transformation  que  deux  fonctions  uniformes 
données  F  et  $  sont  comprises  dans  les  formules 

,     .  XF-f-fx       X*-f-iji 

^     '  vF  -h  p         'é^  -h  p 

2°  Que  tout  couple  de  fonctions  de  la  forme 

T(F),    ^-C*), 

où  W^  F,  4>  sont  complètes  uniformes  el  W  «on  linéaire 
admet  les  substitutions  de  transformation  de  F  et  de  <>, 
mais  en  admet  aussi  fi 'au  très,  en  sorte  que  (F0)  et  (^F) 
ne  sont  que  des  sous-groupes  des  groupes  de  transfor- 
mation des  deux  fonctions  considérées. 

3°  Que,  d'une  manière  générale,  les  groupes  de  trans- 
formation des  fonctions  U^(F)  et  W(<I>)  ne  sont  iden- 
tiques aux  groupes  des  fonctions  F  et  <l>  (uniformes  ou 
multiformes)  qu'autant  que  W  est  une  fonction  non- 
périodique,  c'est-à-dire  une  fonction  linéaire  ou  une 
fonction  multiforme  non-périodique.  Dans  tous  les  cas, 
nous  pourrons  dire  que  les  fonctions  (10)  ont  mêmes 
groupes  de  transformation  que  V  et  <^. 

Ou  voit  que  les  propriétés  des  fonctions  relativement 
à  leurs  groupes  de  transformation  sont  analogues  à  celles 
qui  sont  relatives  aux  groupes  de  substitutions  d'inva- 
riabilité. 
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Celle  analogie  peut  se  remarquer  encore  à  l*égard  de 
la  disconlînuilé  ou  de  la  conlinuilé  des  groupes  :  on 
voît  facilement  qu'un  groupe  de  transformalîon  (F4>) 
ou  (^F)  ne  peut  êlre  conlinu  qu'aulant  que  les  fonc- 
tions F  et  <!>  sont  toutes  deux  linëales  ou  aréales,  c'cst- 
à-dîre  qu'il  y  ait  des  fonctions  partielles /i,  y^o^  •••î 
©I,  ©2?  •••  înGiiîment  voisines  quel  que  soil  jk:  [équa- 
tions (2)]  : 

Deux  fonctions  ponclales  F  ef  $  {uniformes  ou  mul- 
tiformes) ont  donc  des  groupes  de  transformation  (FO), 
(<[>F)  DISCONTINUS,  ^u  Contraire,  les  groupes  relatifs  ù 
deux  fondions  F  et  <b  sont  simplement  continus  si  F 
et  <[>  sont  linéales,  doublement  continus  si  F  et  4>  sont 
aréales. 

De  ce  que  les  fonctions  ayant  des  groupes  de  transfor- 
mation donnée  sont  de  la  forme  (10),  où  ).,  [jl,  v,  p  sont 
des  constantes  arbitraires,  et  F  et  ^  un  couple  de  ces 
fonctions,  on  conclut  que  F  et  O  sont  les  quotients  des 
intégrales  respectives  de  deux  équations  linéaires  liomo- 
gènes  du  deuxième  ordre  dont  les  coefficients  ne  dé- 
pendent que  des  substitutions  de  transformation  don- 
nées. Avant  de  former  ces  équations,  nous  donnerons 
encore  quelques  propriétés  des  substitutions  de  trans- 
formation. 

3.  Posons 

W(z)  n'est  jamais  une  fonction  composée;  elle  n'est  une 
fonction  complète  uniforme  que  dans  dcîs  cas  très  parti- 
culiers, même  lorsque  F  et  <^  sont  complètes  uniformes. 
Soient  donc  d'une  manière  générale  '|i,  ^\^  i*,  ...  les 
fonctions  partielles  uniformes  en  lesqucllos  la  fonction 
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complète  multiforme  W  se  décompose  eu  dehors  de  ses 
multiplicités. 
Soient 

f,,  n,  f'i  ...,  'i"s  ...,  =F-,(*(^>) 

les  substitutions  du  groupe  de  transformation  (F^)  et 
soient  t\"\  t^\  /^"\  . . . ,  les  itérées  de  /^/'*;  soient,  d'autre 
part,  i(\P\  i.f\  ...,  les  itérées  de  ^\P\  En  faisant  la 
substitution  ^'"'  dans  F(x),  on  a 

(n)  F(  f\"'  )  =  *(x)  =  'Yr{F(x)), 

où  A-^'  est  l'une  des  fonctions  partielles  uniformes  en 
lesquelles  ^*|  se  décompose.  Faisant  plusieurs  fois  de 
suite  la  substitution  t\"\  on  a 


(12) 


••■ •«... •••} 


Supposons  qu'il  existe  un  nombre  entier  (ini  [jl  tel 
que  'Yj^^{z)  =  z  (ce  qui  exige  que  W  soit  algébrique); 
on  a  alors 

(i3)  F(^ji»))=F(ar), 

ce  qui  signifie  que  t^^*^  est  une  des  substitutions  s  qui 
laissent  F(j:)  invariable.  Faisant  encore  la  substi- 
tution l-"\  on  a 

(i4)  F(V"-li)  =  f'('i"0  =  *(^). 

et,  par  conséquent,  l'itérée  «[('|i  de  t,"^  fait  partie, 
comme  £  "\  du  groupe  de  transformation  (F^),  et  l'on 
verrait  de  la  même  manière  que  (F4>)  conticut  toutes 
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les  itérées  de  t\"^  de  la  forme 


'i^jx^i         (m  =  o,  1,2,  ...>. 

Les  réciproques  sont  évidentes  : 

I®  Si  f[j['^  est  identique  à  une  substitution  s  du 
groupe  (F),  l'équation  (i3)  et  la  dernière  équation  (12) 
montrent  que  ^{f^('^)  =  x- 

2**  Sifjî'^,  fait  partie  du  groupe  de  transformation  (F^), 
comme  t''"\  Téquation  (i4)  où  J'on  substitue  h  x  l'in- 
verse T*^|"^  de  «'/'^  donne  Téquation  (i3)  et,  par  consé- 
quent, <[f  ^  est  Tune  des  substitutions  s  du  groupe  (F) 

Des  équations 
on  déduit  encore 
c'est-à-dire 

(i5)  *(/j;iio  =  f(.t), 

et,  par  conséquent,  que  t^^Lx  est  l'une  des  substitutions  t 
du  groupe  (^F)^  la  réciproque  est  évidente,  c'est-à-dire 
que,  si  l'une  des  itérées  t^^L^  de  t^l*^  fait  partie  du 
groupe  (^F),  fjf ^  appartient  au  groupe  (F)  ;  mais  on  voit 
de  plus,  en  faisant  la  substitution  t^"^  daus  l'équation 
précédente^ 

(16)  *(/|:0  =  F(CO  =  *(^). 

que  f|f^  est  une  des  substitutions  d  du  groupe  ^,  c'est- 
à-dire  que  l'bypotlièse  faite,  tj^jj^ ^ ( z )  =  5 ,  n'est  réa- 
lisée que  lorsque  F(x)  et  ^{x)  ont  des  substitutions 
communes  les  laissant  invariables.  Les  théorèmes  génc- 
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raiix  I,  11,  III  condiilseiil  à  la  inènic  conclusion  lorsqu'on 
suppose,  ce  qui  a  lieu  ici,  que  les  groupes  de  Iransfor- 
inalion  (F0)  et  (^F)  onl  des  subslilulions  communes, 
inverses  les  unes  des  autres.  Ces  mômes  ihéorèmes  per- 
uiettenl  de  démontrer  la  réciproque  de  la  proposition 
précédente  :  si  (F)  et  (0)  ont  des  substitutions  com- 
munes, îl  en  est  de  mèuie  de  (FO)  et  (^F),  nous  n'y 
insistons  pas. 

D'après  cequi  précède,  on  voitqu'ilest  împossibleque 
ritérée/j"^  de  l\"^  fasse  partie  du  même  groupe  (F0), 
à  moins  que,  [Ji  étant  égal  à  i, 

*(x)  =  F (/;«>)  =  ^{t['*'),         F(t\»^)^  *(j:)  =  F(j'), 

et,  par  suite,  que  les  deux  fonctions  F^,  ^x  étant  iden- 
tiques, il  n'y  ait  plus  à  proprement  parler  de  transfor- 
mations. 

Mais  le  cas  ou  ix  ^  2,  'laC*)  =  ^^  ^st  particulièrement 
intéressant  :  4,  est  alors  inverse  d'elle-même,  c'est- 
à-dire  que  Téquation  qui  lie  F  et  $  est  symétrique  par 
rapport  à  F  et  ^.  Les  itérées  impaires 

tr^  t'r\  tr.  ..., 

transforment  F(x)  en  0(j:)  et  réciproquement.  Les 
itérées  paires 

tr\  t\p\  ... 

laissent  invariables  à  la  fois  F( x)  et  <^(x).  Le  cas  par- 
ticulier où  t^l*^  est  inverse  d'elle-même  est  compris  dans 
le  cas  précédent.  Si  W  est  une  fonction  complète  uni- 
forme, riiypothèse  ^\{z)  =  z  exige  que  cette  fonction 
soit  linéaire  et  inverse  d'elle-même,  c'est-à-dire  que  0 
soit  de  l'une  des  deux  formes 

(17)  X  —  Y{x),     ^-, 


F(j-)~A 


Digitized  by 


Google 


(  îi66  ) 

La  première  forme,  dans  laquelle  on  suppose  A  nul, 
donne  le  cas  parliculicr  des  subslitutions  t  chan- 
geant F  (a:)  de  signe. 

Les  subslitutions 

t  =  {\m  -4-2)K-i-2m'iK'-+-T, 

qui   cliangenl  de  signe  sn(x|  2K,iK')  et  qui,  irérécs, 
laissent  invariable  cette  fonction,  en  sont  un  exemple. 
Les  substitutions 

/  =  4mK-f-(.;.m'-+-i)iK'-4-ar 

qui  changent   su  a:  en     -   —   et  qui,   itérées,   laissent 
invariable  cette  fonction ,  sont  un  exemple  du  second 

cas  (a'=0,  B  =  J-V 

Dans  le  cas  plus  général  où  [jl  est  quelconque,  mais 
fini,  l'hypothèse  que  Vsoit  fonction  complète  uniforme 
entraîne  également  la  condition  que  cette  fonction  et, 
par  suite,  ses  itérées,  soient  linéaires  (du  genre  ellip- 
tique). Au  contraire,  lorsque  W  est  une  fonction  com- 
plète uniforme  non  linéaire,  il  n'y  a  pas  de  valeur  finie 
de  |JL  pour  laquelle  l'itérée  ^I''|jl(«)  se  réduit  à  z.  Dans 
quelques  cas,  il  pourra  arriver  que  ^^|jl(^)  tende  vers  ^, 
[JL  croissant  indéfiniment  (et  Ton  peut  aussi  considérer 
ce  cas  s'il  s'agit  d'une  fonction  partielle  4,  ^'  étant  mul- 
tiforme); alors  tjj['^  tend  vers  une  substitution  s  du 
groupe  (F)  et,  par  suite,  aussi  de  (^)  ;  mais  cette  limite 
est  aussi  une  substitution  du  groupe  (^F).  Il  s'ensuit 
que  cette  limite  t{x)  devrait  être  une  substitution  lais- 
sant invariables  F(j:)  et  ^{x)  et,  d'autre  part,  trans- 
formant <ï>  en  F  : 

F(0  =  F(ar),         *(/)  =  *(.r  ),         4>(0  =  F{x). 
Ces  équations  bont  incompatibles,    à   moins  que   la 
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limite  /(x)  ne  se  réduise  à  une  conslanle  et  que  cette 
constante  ne  soit  un  point  singulier  essentiel  commun 
aux  deux  fonctions  F{x)  et  ^{x)  [nous  avons  vu  déjà 
que  les  points  essenliels  d'une  fonction  périodique  F(a:) 
se  présentent  comme  limites,  pour  n  infini  des  substi- 
tutions Sn(jr)  de  F(x)]. 

11  est  évident  que,  dans  tous  les  cas  où  W  est  une  fonc- 
tion complète  uniforme,  les  équations 

sont  vérifiées  à  la  fois  par  toutes  les  substitutions  f^A'^  du 
groupe  (F^)  ;  et  qu'en  particulier,  si  [x  étant  fini, 

'!>(-)  =  -' 

toutes  les  •jl»*^™*'»  itérées  /^''^  (/>  quelconque)  sont  des  sub- 
stitutions communes  à  (F)  et  (^),  c'est-à-dire  que  toutes 
les  propriétés  démontrées  sur  V/*^  sont  vraies  pour  toutes 
1rs  substitutions  f,,  /'^,  /*,  . . .  de  (F<ï>).  On  peut  démon- 
trer que  ceci  est  vrai,  non  seulement  lorsque  W  est  com- 
plète uniforme  et,  par  suile,  linéaire  lorsque  'Ç''pi=:z, 
mais  même  lorsque  ^l'i  est  multiforme  et  se  décompose, 
en  dehors  de  ses  multiplicités,  en  fonctions  partielles  4i ,. 

•Vp  4",  . . . ,  6\^\ Eu  effet,  les  fonctions  à^  subissent 

entre  elles  certaines  permutations  lorsque  z  décrit  uu 
contour  fermé  autour  d'un  de  leurs  points  critiques; 
déplus,  on  peut  choisir  un  contour  fermé,  passant  par 
un  point  z  quelconque,  de  manière  que  à\P^  soit  rem- 
placée par  l'une  quelconque  des  autres  fonctions  choisie 
à  Tavancc  ^^,^^  par  exemple  (*  ).  Si  donc  on  suppose  que 


(*)  Si  cela  n'était  pas,  la  fonction  T,,  ensemble  des  <)/,,  ne  serait 
pas  une  fonction  complète  unique,  mais  une  fonction  composée,  ce 
qui  ne  pcnt  être. 
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la  UL'^""^  itérée  de  '!j\''\z)  se  réduil  à  z  : 

il  en  sera  de  même  pour  les  a"'"*'*  itérées  de  4|,  à\, 
Y^j  . . .,  car  'Y\^^  peut  être  remplacée  successivement  dans 
celte  égalité  par  ^J'i,  ^', ,  4",,  .. .,  en  faisant  décrire  à  z 
des  contours  fermés  convenablement  choisis.  D'auLrc 
part,  toutes  les  substitutions  /  donnent  des  égalités  de 
la  forme 

et  en  prenant  les  jjl''^»»*'»  itérées, 

F(C)=4';/"(F(^))- 

Toutes  les  jjl»*""  itérées  ^[l(^)  se  réduisant  à  s,  il 
s^ensuit  que  loutos  les  |jl»®"'^*  itérées  ^J/'^  des  substitutions  t 
de  (F^)  sont  des  substitutions  de  (F)  et  de  (^),  et,  par 
suite,  toutes  les  substitutions  de  (F^)  jouissent  des  pro- 
priétés démontrées  précédemment  sur  l'une  d'elles  dans 
r hypothèse  f!^^^\z)  =  z',  les  substitutions  t  de  (*F) 
inverses  des  t,  jouissent  évidemment  de  propriétés  cor- 
rélatives qu'on  énoncerait  en  permutant  les  lettres  F 
et  <I>  dans  les  énoncés  relatifs  aux  substitutions  t, 

6.  Supposons  écrites  toutes  les  égalités 

dont  le  nombre  est  infini  si  F  est  transcendante;  le 
nombre  des  6^^^  distinctes  n'est  pas  nécessairement  infini 
et  est  égal  à  [x  fois  Tordre  de  la  fonction  multiforme  W^y 
ordre  qui  peut  être  fini;  il  s'ensuit  que,  dans  les  égalités 
précédentes,  des  substitutions  t^"^  distinctes  produisent 
la  même  transformation  de  F(a:). 
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Supposons  que 

On  aura  alors 

F(/r(/^'?'^(r)))  =  ^.f  (^î//'^(F(:r))), 

et  l'on  voit  que,  d^une  manière  générale,  la  subslilulion 
à  x  de 

(i«)  /;/'>(/i«'>(/</5-)(.,,(^). ..))), 

où  les  n,  n',  n",  . . .  sont  tous  distincts,  transforme  F(x) 
en  la  fonction 

(19)  ^r(vrr{wK'''^'(^)'-'))y 

où  les  pf  //,  ^'',  ...  ne  sont  pas  tous  distincts  en  vei  tu 
de  la  remarque  faite  plus  haut. 

D'ailleurs  y,  q',  17",  . . .  prennent  toutes  les  valeurs 
possibles;  mais  dans  les  fonctions  précédentes  qile  nous 
désignerons  par  S^'"^(F(j:))  ou  S^'"^(5),  («  =  F(^)),  il 
suffit  que  y,  q\  9",  ...  prennent  les  valeurs  1,  2,  ..., 
[X —  I,  en  vertu  de  Tégalité 

pour  qu'on  obtienne  toutes  les  fonctions S^'"'  distinctes; 
au  contraire,  si  Ton  pose 

5*"^  et  toules  ses  itérées  étant  des  substitutions  de  (F), 
et  s'il  existe  un  nombre  Vn  tel  que 

toutes  les  itérées  t["^  (distinctes)   de  t\"^  se  réduisent 
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aux   ixi'fi — I   cju*oii  obtient  par  les  valeurs  suivautes 

de  (j  : 

Ce  raisonnement  s'applique  à  tous  les  nombres  q^  q\ 
(j\  ...5  les  nombres  ç»,  t'',  v",  ...  correspondants  ne 
sont  pas  nécessairement  égaux  et  peuvent  d'ailleurs  être 
infinis.  Dans  tous  les  cas,  Tensemble  de  toutes  les  sub- 
stitutions possibles  de  la  forme  (18)  (qui  comprennent 
comme  on  l'a  vu  celles  formées  avec  les  inverses  t  des  i) 
est  un  groupe  de  substitutions  d* invariabilité  de  cer- 
taines fonctions  périodiques  dex  :  soit  (E)  ce  groupe. 

D'autre  part  reiisemble  de  toutes  les  fonctions  S^"»^  (5) 
forme  un  groupe  de  substitutions  d^ invariabilité  de 
certaines  fonctions  périodiques  de  z  =  F(jc)  ;  soit  (G) 
ce  groupe. 

Si  le  nombre  des  S^"'^{z)  est  (înî,  on  peut  former  une 
fonction  G(^)  de  groupe  (G),  au  moyen  d'une  fonction 
symétrique  du  premier  ordre  de  l'une  des  formes 

.JJsu«.(.,,  ^+2s'""<^)'  :>2sT^ 

m  m  m 

qui  d'ailleurs  sont  fonctions  linéaires  l'une  de  l'autre 
(voir  la  Note  précédente);  si  ces  trois  fonctions  se 
réduisaient  à  des  constantes,  on  prendrait  une  fonction 
du  second  ordre  se  réduisant  alors  au  premier,  par 
cxemj)le 

m 

enlin  si  le  nombre  des  Sf"'^(z)  est  iniini,  on  prendra  la 
troisième  forme  écrite  plus  haut  si  celle-ci  n'est  pas 
constante  et  est  convergente.  On  sait  que  si  les  sommes 
analogues  à  la  précédente  formées  au  moyen  des  puis- 
sances   I,   P.,  3,    ...,  w  —  I    sont  constantes    ou  diver- 
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geiites,  et  s*il  n'en  est  pas  de  môme  pour  la  to*'""®,  ou 
peut  prendre  celle-ci  pour  fonction  G  : 

m 

s'il  n'existait  pas  de  nombre  (o  fini  tel  que  cette  série 
soit  convergente  et  non  constante,  on  sait  qu'il  faudrait 
introduire  des  fonctions  h^"*^(z)  qui  rendent  conver- 
gente la  première  série,  mais  dont  la  détermination  est 
restée  jusqu'ici  ambiguë,  en  sorte  que  nous  nous  en 
tiendrons  au  cas  précédent. 

La  fonction  G(2),  (20),  où  (o  est  le  plus  petit  possible, 
ainsi  que  toutes  ses  transformées  linéaires,  sont,  comme 
on  sait,  toutes  tes  fonctiott  s  périodiques  de  gf  ou/ fc  (G). 

On  pourrait  de  la  même  manière,  au  moyen  des  sub- 
stitutions (18)  du  groupe  (E),  former  toutes  les  fonc- 
tions périodiques  E(x)  de  ce  groupe;  mais,  les  fonctions 
de  z  de  groupe  (G)  étant  formées,  on  peut  procéder 
autrement;  il  est  évident  d'après  la  manière  dont  nous 
les  avons  formées  ainsi  que  leurs  substitutions  S^"^^{z) 
que  les  fonctions  de  groupe  (E)  ne  sont  autres  que 
celles  de  groupe  (G)  dans  lesquelles  on  remplace  z 
par  F(a:),  en  sorte  qu'on  peut  écrire,  co  étant  déter- 
miné comme  il  est  dit  plus  haut  : 

(■il)     E(x)  =  G(F(:r))  =  t-^—.-  -^y  v ' ..— 

Gette  fonction  et  toutes  ses  transformées  linéaires 
sont  toutes  les  fonctions  de  groupe  (E).  Selon  ce  que 
nous  avons  vu  du  nombre  des  fonctions  S^'"^(z)  dis- 
tinctes, il  est  évident  que  la  formation  du  groupe  (G) 
et  de  la  fonction  G(^)  est  beaucoup  plus  simple  que 
la   formation  directe  du   groupe  (E)  et  de  la    fonc- 
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lion  E(a:)  :  îl  arrivera  par  exemple,  (lan«  de  nombieux 
cas,  que  (E)  ait  un  nombre  infini  de  substitutions  (18) 
et  que  cependant  (G)  n'ait  qu'un  nombre  fini  de  sub- 
stitutions S^'^^{z)  (19).  C'est  à  ce  sujet  que  se  montre 
surtout  l'utilité  des  considérations  précédentes. 

Nous  avons  supposé  qu'il  existait  un  nombre  fini  [l 
tel  que  ^ji(2)  =  z  ;  dans  le  cas  où  a  est  infini,  on  peut 
de  la  môme  manière  constituer  des  groupes  (E)  et  (G) 
et  nous  n'insistons  pas. 

7.  Les  considérations  précédentes  supposent  simple- 
ment l'existence  des  groupes  (F),  (<I>),  (F<ï>),  (<^F)  et 
s'appliquent  donc  non  seulement  aux  fonctions  F(j:), 
^(x),  complètes  uniformes,  mais  à  toute  couple  de  fonc- 
tions comi)lèles  multiformes  F(a:),  ^(x)  (ponctales, 
linéales  ou  aréales)  qui  satisfont  à  cette  double  condi- 
tion d'être  périodiques  et  d'être  transformables  Tune  eu 
l'autre.  Le  cas  particulier  où  F(x)  et  ^(jc)  sont  com- 
plètes uniformes  (cas  déjà  très  étendu,  puisqu'il  s'agit 
alors  de  deux  fonctions  complètes  uniformes  quel- 
conques) est  surtout  intéressant. 

Le  cas  où  p.  est  fini  doit  être  considéré  spécialement 
et  fournit  le  lliéorème  suivant,  évident  d'après  ce  qui 
précède  : 

Soit  F(x)  une  fonction  complète  uniforme  et  soit  (F) 
son  groupe  de  substitutions.  Si  l'on  peut  changer  les 
constantes  du  groupe,  de  manière  à  laisser  aux  substi- 
tutions Sfi(x)  la  même  forme  et  de  manière  qu'elles 
satisfassent  aux  conditions  (notamment  de  disconti- 
nuité) nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'existent  des 
fonctions  uniformes  du  groupe,  on  aura  ainsi  constitué 
un  groupe  (E)  tel  qu'il  existe  des  fonctions  uni- 
formes E{x)  de  ce  groupe,  qui  sont  de  même  nature 
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que  F(x).  Siy  de  plus  y  on  peut  choisir  les  nouif  elles 
constantes,  de  manière  que  la  ix'^*"*  itérée  d'une  sub^ 
stitution  t  de  (E)  soit  identique  à  une  substitution  s 
de  (F),  il  en  sera  de  même  pour  toutes  les  autres  sub- 
stitutions f,  et  : 

1°  F(/)  sera  une  Jonction  algébrique,  généralement 
multiforme,  d'ordre  inférieur  à  (x,  de  F(x); 

a**  Toute  fonction  uniforme  Fj(x)  du  noui^eau 
groupe  (E)  sera  une  fonction  algébrique  rationnelle 
de  degré  au  moins  jx  de  toute  fonction  uniforme  F(x) 
du  groupe  donné. 

Les  Ira  11  s  forma  lion  s  ralioiiuelles  de  degré  impair  [a 

de  la  foiiclion  F(j:)  =  sii^  en  donnent  immédialement 

un  exemple  :  les  siibsiiluiions5  de  (F)sont  ici  de  l'une 

et  l'aiilrc  forme 

a -h  Ty     a'  —  T\ 

les  substitutions  t  sont  de  la  forme 

a 
,=  -^.; 

et  F{t)  est  une  fonction  d'ordre  2  <^  [jl.  La  fonction  E(j?) 
est  une  nouvelle  fonction  de  même  nature  que  snx  et  est 
fonction  rationnelle  de  degré  [jl  de  la  première. 

Les  transformations  paires  de  snx  en  sont  aussi  un 
exemple  simple. 

La  fonction  p  de  Weierstrass  est  une  transformée 
de  degré  |x  =  î>.,  dans  le  cas  où  F{t)  a  la  première 
forme  (17)  : 

F{l)  =  -F(x),        (A  =  0), 

La  transformation  de  Gauss  est  relative  au  cas  oii  F(/) 
a  la  seconde  forme  (17)  t 

Ann.  deMathémat.,  \*  série,  t.  IH.  (Juin  190.3.)  18 
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et  ]a  nouvelle  fonctiou  est  une  fonction  linéaire  de 

F(.)^S(F(.))  =  s„.^-^  =  ilji^. 

On  voit  que  les  transformations  algébriques  des  fonc- 
tions elliptiques,  qui  ont  pour  but  de  former,  avec  une 
fonction  donnée,  d'autres  de  même  nature,  ne  sont  pas 
particulières  aux  fonctions  elliptiques,  mais,  au  con- 
traire, constituent  une  propriété  générale  d'une  classe 
très  étendue  de  fonctions  uiiiformes  et  peuvent  même 
s'étendre  en  certains  cas  aux  fonctions  multiformes. 
L'importance  des  transformations  dans  la  théorie  parti- 
culière des  fonctions  elliptiques  montre  l'importance  des 
considérations  générales  qui  précèdent.  Nous  verrons 
plus  tard  d'autres  exemples  simples  de  ces  transforma- 
tions, concernant  la  fonction  modulaire  et  les  fonctions 
fuchsiennes  ou  automorphes. 

Remarquons  encore  que  nous  avons  déjà  considéré  (  '  ) 
le  cas  d'une  fonction  complète  uniforme  E(x),  fonction 
complète  uniforme  d'une  deuxième  F(x) 

E(x)  =  G{F(x)), 

le  groupe  (F)  étant  alors  un  sous-groupe  du  groupe  (E), 
et  que  de  l'égalité  précédente  nous  avons  conclu  que  les 
substitutions  t  de  (E)  qui  n'appartiennent  pas  à  (F), 
transforment  F{x)  =  5  en  les  substitutions  S^'^^^z)  qui 
laissent  invariable  la  fonction  complète  uniforme  G(^), 
ce  qui  constitue  une  réciproque  des  propositions  démon- 
trées précédemment. 


(')  Propriétés  générales  des  substitutions,   etc.    {Nouv.   Ann,, 
1901,  p.  544). 
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Guide  du  calculateur  (Astronomie,  Géodésie,  Navi- 
gation, etc.);  par  M.  /.  BoccariU,  prival-doceiit  à  l'Uni- 
versilë,  chef  de  service  à  l'Observatoire  de  Catane.  — 
2  vol.  in-folio,  1902.  A  Paris,  chez  A.  Herniann,  nie  de 
la  Sorbonne,  6  et  i9.. 

C'est  avec  un  véritable  plaisir  que  j'ai  lu  les  *deux  Volumes 
que  M.  Boccardi  vient  de  publier  sous  le  titre  de  Guide  du 
calculateur.  L'ensemble  des  règles  que  doit  appliquer  un  bon 
calculateur  n'était  pas  encore  codifié  en  edet;  les  conseils  des» 
maîtres,  la  pratique  constante  nous  enseignaient  seuls  les  meil- 
leurs moyens  de  diriger  un  calcul. 

Mais  il  n'est  pas  besoin  d'avoir  fréquente  beaucoup  de  cal- 
culateurs pour  s'apercevoir  que  ces  moyens  sont  pour  ainsi 
dire  constants,  abstraction  faite  des  procédés  de  vérification 
un  peu  particuliers  que  peut  suggérer  à  chacun  son  inclination 
d'esprit  personnelle. 

Avec  l'aide  du  Livre  de  M.  Boccardi,  on  apprendra  seul  ces 
règles  universellement  suivies  par  les  calculateurs,  imposées 
par  l'expérience.  L'auteur  ne  craint  pas  d'entrer  dans  les  plus 
minutieux  détails,  qui,  à  première  vue,  peuvent  paraître  insi- 
gnifiants, mais  dont  l'observation  est  d'une  importance  fonda- 
mentale dès  que  l'on  doit  effectuer  un  calcul  un  peu  long.  Il  a 
eu  soin,  de  plus,  de  donner  de  nombreux  types  de  calculs, 
mettant  en  évidence  les  dispositions  qu'il  faut  adopter  pour 
éviter  toute  perte  de  temps. 

Il  me  serait  impossible  de  faire  ici  une  analyse  détaillée  du 
Guide  du  calculateur  ;  je  voudrais  seulement  choisir,  parmi 
les  excellents  conseils  qu'on  y  trouve,  quelques-uns  de  ceux 
qui  sont  d'une  application  générale,  et  ne  concernent  pas  uni- 
quement l'Astronomie  et  la  Géodésie. 

Les  conseils  relatifs  au  choix  des  Tables  de  logarithmes  sui- 
vant le  calcul  à  effectuer,  trop  longs  pour  être  rapportés, 
méritent  une  attention  particulière. 
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A  propos  de  l'usage  des  logarithmes,  je  suis  aussi  complè- 
tement de  l'avis  de  Tauteur  lorsqu'il  dit  ne  pas  aimer  à  se 
servir  des  compléments  :  la  soustraction,  en  effet,  n'est  pas 
une  opération  plus  difficile  que  l'addition;  et  il  est  certain  que, 
pour  toute  personne   exercée,  calculer   une   expression  de  la 

forme  —7  en  ajoutant  ensemble  les  logarithmes  de  a  et  de  6, 

et  les  compléments  des  logarithmes  de  c  et  d^  est  une  opération 
plus  longue  et  plus  difficile  à  contrôler  que  d'ajouter  séparé- 
ment les  logarithmes  de  a  et  6,  ceux  de  c  et  d^  et  de  retran- 
cher la  seconde  somme  de  la  première  :  d'ailleurs,  d'une  façon 
générale,  on  ne  doit  jamais  opérer  par  addition  ou  soustrac- 
tion que  sur  deux  nombres;  les  chances  d'erreur  sont  ainsi 
beaucoup  diminuées,  et  Ton  a  l'avantage  de  pouvoir  faire 
l'opération  par  la  gauche,  ce  qui  s'obtient  facilement  avec  un 
peu  d'habitude,  et  ce  qui  offre  une  certaine  importance,  comme 
le  montre  avec  raison  M.  Boccardi. 

L'auteur  insiste  encore  avec  raison  sur  ce  fait  qu'on  ne  fait 
jamais  trop  de  vérifications,  ce  Que  de  fois,  dit-il,  une  erreur 
résiste  au  premier  contrôle  qui  se  décèle  au  second  î  »  Et  une 
expérience  personnelle  me  permet  d'ajouter  que  l'on  peut 
repasser  un  calcul  en  faisant  plusieurs  fois  de  suite  la  même 
erreur  au  même  endroit  sans  s'en  apercevoir,  de  sorte  que 
M.  Boccardi  a  mille  fois  raison  de  recommander  les  vérifica- 
tions qui  rompent  les  habitudes  de  l'esprit,  ne  serait-ce  que 
de  se  servir  de  Tables  d'antilogarithmes  au  lieu  de  Tables  de 
logarithmes,  par  exemple. 

Il  faut  aussi  toujours  calculer  sans  se  presser  :  car  la  re- 
cherche des  erreurs,  inévitables  quand  on  veut  aller  trop  vite, 
exige  souvent  plus  de  temps  qu'il  n'aurait  fallu  en  employer 
pour  obtenir  un  résultat  exact  en  calculant  avec  prudence. 

Heureux  si  ces  quelques  détails  suffisent  à  faire  comprendre 
le  fruit  que  l'on  pourra  retirer  de  la  lecture  attentive  de 
l'Ouvrage  de  M.  Boccardi;  je  me  contenterai,  en  terminant, 
d'en  indiquer  les  principales  divisions. 

La  première  Partie,  d'un  caractère  plus  théorique,  est  con- 
sacrée aux  Règles  pour  les  calculs  en  généraly  et  divisée  en 
trois  Sections  :  Avant  les  calculs,  Dans  le  cours  des  calculs j 
Après  les  calculs, 

La  seconde  Partie,  intitulée  :  Règles  pour  les  calculs  spé^ 
ciaux,  contient  surtout  des  types  de  calcul  raisonnes   relatifs 
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aux  problèmes  suivants  :  Interpolation;  Méthode  des  moindres 
carrés  ;  Calculs  de  précession  :  Ephémérides  d'une  planète  ou 
d*une  comète;  Détermination  d'une  première  orbite  au  moyen 
de  trois  observations;  Correction  d*unc  première  orbite;  Per- 
turbations spéciales;  Détermination  d'un  point  géodésique,  etc. 
Pour  chacun  de  ces  problèmes,  l'auteur  indique  la  meilleure 
méthode  à  suivre  dans  la  pratique,  résume  l'ensemble  des  for- 
mules à  employer,  et  insiste  sur  les  meilleures  dispositions  à 
adopter,  de  sorte  que  nous  avons  réellement  entre  les  mains 
un  manuel  complet  et  suffîsant  par  lui-même  pour  la  presque 
totalité  des  calculs  astronomiques.  II.  Andoyeh. 


CERTIFICATS  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 


Paria. 


Épreuve  écrite.  —  On  considère  une  famille  de  sphères 
passant  toutes  par  un  même  cercle  réel.  On  demande  de 
démontrer  que  cette  famille  fait  partie  d'une  infinité  de 
systèmes  triples  orthogonaux  et  de  déterminer  d'une  ma- 
nière générale  tous  ces  systèmes  triples. 

Épreuve  pratique.  —  Étant  donnée  la  transformation 
ponctuelle  définie  par  les  équations 

\=yz,        Y  =  «X,        Z  =  xy, 

elle  fait  correspondre  à  une  direction  partant  du  point 
{Xjy,z)  et  définie  par  les  différentielles  dx,  dy,  dz  une 
direction  partant  de  même  du  point  {X^^  ^  Z)et  définie  par 
tes  différentielles  correspondantes  dX,  rfY,  dZ,  Déterminer 
les  cas  où  les  deux  directions  correspondantes  sont  paral- 
lèles. 
Appliquer  la  théorie  au  point  pour  lequel  on  a 

x=^y  =  z  =  \, 

(Octobre  190 1.) 
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Épreuve  écrite.  —  I.  On  demande  de  déterminer  tous  les 
hélicoïdes  qui  sont  des  surfaces  minima.  Pour  cela  on  dé- 
terminera la  sur/ace  minima  qui  passe  par  une  hélice 
tracée  sur  un  cylindre  circulaire  droit  et  dont  le  plan  tan- 
f^ent  en  chaque  point  de  cette  hélice  fait  un  angle  constant 
avec  l'axe  du  cylindre. 

Retrouver  en  particulier  l'hélicoîde  réglé  à  plan  direc- 
teur et  la  surface  minima  de  révolution. 

II.  Déterminer  les  lignes  de  courbure  de  ces  hélicoïdes. 

KpHKi VE  pRATioiK-  —  Étant  donnée  l'équation 

0- z  oz  ôz 

[  J'  y  )    : -    //    : h  ///      -   —  (), 

0.r  (fj  ex  Oy 

calculer  :  i"  ses  invariants;  2"  ceux  des  équations  qu'on  en 
déduit  en  appliquant  la  méthode  de  Laplace. 
Intégrer  Inéquation  dans  le  cas  où  m  =^  —  /i  =  2. 

(Mars  1902.) 

EpUEL'VE  ÉCRITE.  —  Etant  donnée  une  surface  quel- 
conque (S)  et  un  point  fixe  O  on  fait  correspondre  à  un 
point  quelconque  M  de  (S)  le  point  M'  situé  à  la  distance  i 
sur  le  rayon  OM.  On  établit  ainsi  une  correspondance 
point  par  point  entre  la  surface  (S)  et  une  sphère  (S)  de 
centre  O  et  de  rayon  i. 

//  existe  sur  la  surface  (  S  )  deux  familles  de  lignes  ortho- 
gonales auxquelles  correspondent  sur  la  sphère  (S)  deux 
familles  de  lignes  orthogonales, 

I.  Montrer  que  l'une  de  ces  familles  de  (S)  est  formée 
des  courbes  lieux  des  points  dont  la  distance  au  point  O 
demeure  constante. 

II.  Déterminer  complètement  {en  termes  finis)  les  deua: 
familles  de  (S)  dans  le  cas  où  cette  surface  est  un  ellipsoïde 
à  trois  axes  inégaux. 

Épreuve  pratique.  —  I.  Former  l'équation  aux  dérivées 
partielles  dont  dépend  la  différence  des  rayons  de  cour- 
bure principaux  des  surfaces  admettant  pour  représen- 
tation sphérique  de  leurs  lignes  de  courbure  le  système 
orthogonal  pour   lequel   l'élément  linéaire  de   la   sphère 
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prend  la  forme 


{ 1  -t-  a*  -t-  i'*}* 

II.  Montrer  que  ce  système  sphérique  orthof^onal  est 
fortné  de  deux  familles  de  cercles.  (  Octobre  1902.) 

Toulouse. 

Éprel'VK  écritk.  —  I.  Etant  donnée  une  surface  (M),  dé- 
terminer les  dijférentes  conf^ruences  de  droites  jouissant 
de  la  propriété  suivante  :  les  droites  étant  liées  respec- 
tivement aux  plans  tangents  de  la  surface  (  M  ),  la  con- 
gruence  reste  constamment  formée  de  normales  à  une  sur- 
face j  lorsqu^on  déforme  la  surface  (M)  de  façon  qu^elle 
reste  applicable  sur  sa  forme  primitive. 

II.  On  suppose  qu'une  con gruence  de  droites  soit  con- 
struite en  menant  par  chaque  point  M  d'une  surface  (M) 
une  droite  MP  suivant  une  loi  déterminée. 

i"  Établir  qu'il  n'est  pas  possible  ^  en  général,  d'associer 
à  chaque  point  M  de  (M)  une  sphère  tangente  à  {}A)  en  ce 
point  et  telle  que  la  corde  joignant  les  deux  points  de 
contact  de  cette  sphère  avec  son  enveloppe  soit  la  droite  MP 
de  la  congruence  issue  de  M. 

•2"  Démontrer  que  si  le  problème  est  possible  d'une  infi- 
nité de  manières^  la  droite  ^W  peut  être  construite  enjoi- 
gnant le  point  M  au  point  correspondant  d'une  surface 
ayant  même  représentation  sphérique  de  ses  lignes  de 
courbure  que  (  M  ). 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  la  surface  S  lieu  des 
points  dont  les  coordonnées  rectangulaires  X,  Y,  Z  sont 
définies  par  les  équations 

k{a  —  ou  ->i-  k{b  —  n  )v  -n  h  —  c 


X 


y/{a'—b}{a  —  c){u  —  v) 


U  —  V 
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dans  lesquelles  uetv  désignent  des  variables  indépendantes 
et  a,  6,  c,  k  des  constantes. 

Un  trièdre  trirectangle  Mxyz  se  meut  de  manière  que 
dans  chacune  de  ses  positions  l'arête  Mz  soit  normale  en  M 
à  la  surface  S  et  l'arête  Mx  tangente  à  la  courbe  (t?)  de  S 
qui  passe  au  sommet  M. 

Exprimer,  en  fonction  de  u  et  p,  les  différentes  quan- 
tités {,  71,  C,  {i,  iî,,  î;,,  />,  q,  r,  pi,  qt,  r,  qui  figurent  dans 
les  formules  relatives  au  trièdre  mobile  considéré. 

Étudier,  en  particulier,  les  lignes  de  courbure  et  les 
lignes  asympto tiques  de  S;  déterminer,  en  un  point  de 
cette  surface,  les  rayons  de  courbure  principaux, 

(Juillet  I9U2.) 

LiUe. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Étude  de  la  surface  engendrée  par 
les  tangentes  à  une  courbe  gauche.  Éléments  qui  se  con- 
servent dans  le  développement  de  cette  surface. 

II.  Trouver  la  section  droite  d'un  cylindre,  sachant  que, 
pour  une  hélice  tracée  sur  ce  cylindre,  le  rayon  de  cour- 
bure est  une  fonction  linéaire  de  l'arc.  Etudier  pour  une 
pareille  hélice  :  i°  le  lieu  des  centres  de  courbure;  7,"  le 
lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices ;  3"  le  lieu  des 
points  centraux  des  normales  principales. 

(  Voir  Tisserand  et  Painlevé,  Exercices  d'Analyse,  p.  wi 
et  suiv.)  (Juillet  1902.) 

Question  de  Cours.  —  Une  courbe  plane  roule  sans  glisser 
sur  une  autre  courbe  plane.  On  demande  : 

1°  Le  lieu  des  points  d'inflexion  des  trajectoires  décrites 
par  les  différents  points  du  plan  de  la  courbe  mobile; 

2*  Le  lieu  des  centres  de  courbure  des  lignes  enveloppées 
par  les  droites  du  plan  mobile. 

Appliquer  les  résultats  obtenus  à  l'étude  du  cas  où  des 
poinêf  liés  à  la  courbe  mobile  décrivent  deux  droites  dans 
le  plan  de  la  courbe  fixe. 

Problème.  —  On  considère  la  surface  de  révolution  dé- 
finie par  les. équations 

x=uco^v^        y=u^\nv.         z=f{u). 
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1*  Former  l* équation  différentielle  des  lignes  asympto- 
tiques  projetées  sur  le  plan  xOy\ 

1*  Déterminer  le  méridien  de  telle  sorte  que  toutes  ces 
courbes  projections  des  asymptotiques  soient  des  cercles; 
on  examinera  en  particulier  le  cas  où  ces  cercles  pas- 
seraient par  l'origine  O.  (Novembre  1902.) 


CERTIFICATS  DE  MÉCAKIQllE  RATIOXKELLE. 


Paris. 


KpRKUVK  KCRiTE.  —  Un  plan  mobile  \*  passe  par  un  axe 
vertical  Jire  Ox  et  tourne  autour  de  cet  axe  avec  une  vi- 
tesse angulaire  constante  w.  Une  barre  pesante  AB  de  lon- 
gueur ia  et  de  masse  M  est  assujettie  à  rester  dans  le 
plan  P,  sur  lequel  elle  peut  glisser  sans  frottement  ;  en 
outre  le  centre  C  de  la  barre  est  rattaché  à  un  point  fixe  O 
de  l'axe  par  un  fil  inextensible  et  sans  masse ,  de  lon- 
gueur l. 

Trouver  le  mouvement  relatif  de  la  barre  par  rapport 
au  plan  P. 

On  prendra  comme  axesy  dans  le  plan  P,  l'axe  fixe  Ox 
suivant  la  verticale  descendante  et  un  axe  perpendicu- 
laire Oy. 

On  appellera  0  l'angle  du  fil  OC  avec  Ox  et  ©  Vangle 
de  la  barre  AB  avec  Ox. 

On  supposera  quà  l'instant  initial  f  =  o,  0  c/  ç  partent 
de  valeurs  données  %  et  ©o,  ^t  que  le  système  parte  du 
repos  relatif. 

On  cherchera  en  particulier  les  positions  d'équilibre 
relatif  du  système. 

Épreuve  pRATiQrE.  —  La  Terre  est  regardée  comme  une 
sphère  homogène  fixe^  dont  une  circonférence  de  grand 
cercle  a  une  longueur  de  40000000™  et  dont  l'attraction 
sur  un  point  de  masse  m  et  situé  sur  sa  surface  est  mg, 
g  étant  exprimé  par  le  nombre  9,8.  quand  on  prend  comme 
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unité  de  longueur  le  mètre  et  comme  unité  de  temps  la 
seconde. 

Calculer j  diaprés  la  loi  de  V attraction  universelle,  la 
vitesse  avec  laquelle  arriverait  à  la  surface  de  la  Terre 
un  point  matériel  pesant  abandonné  sans  vitesse  : 

I*  A  une  distance  du  centre  de  la  Terre  égale  à  deux 
rayons  terrestres; 

2**  A  une  distance  du  centre  de  la  Terre  égale  à  soixante 
rayons  terrestres. 

Que  deviendrait  la  vitesse  d^arrivée,  si  la  distance  de  la 
position  initiale  au  centre  augmentait  indéfiniment? 

(Juillet  190'i.) 

ÉpHEUVK  ÉCRITE.  —  Un  triangle  équilatéral  matériel  OXB 
pouvant  glisser  sur  un  plan  horizontal  fixe  xOy  est  assu- 


jetti à  tourner  autour  de  son  sommet  O  gui  est  fixe.  Un 
point  matériel  M  de  masse  i  est  assujetti  à  glisser  sur  le 
côté  AB  e/  est  attaché  au  sommet  O  par  un  fil  élastique  et 
sans  masse  OM  dont  la  longueur  à  l'état  naturel  (quand 
il  n'est  pas  allongé)  est  égale  à  la  hauteur  OH  =  a  du 
triangle.  On  admet  que  la  tension  de  ce  fil  est  proportion- 
nelle à  son  allongement  à  partir  de  l'état  naturel  a,  de 
telle  sorte  que,  quand  le  fil  a  une  longueur  OM  =  r,  sa 
tension  a  pour  expression  ik{r  —  a),  k  désignant  une  con- 
stante positive. 

Trouver  le  mouvement  du  système,  en  supposant  les  liai- 
sons réalisées  sans  frottements. 

Notations  et  conditions  initiales.  —  On  appellera  r  la 
distance  OM,  1  Vangle  HOM  ;  cp  Vangle  rcOH,  1  le  moment 
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d'inertie  du  triangle  par  rapport  au  point  O,  et  l 'on  remar- 
quera que  cosa=  —  •  On  prendra  comme  paramètres  indé- 
pendants r  et  ^  et  l'on  admettra  qu'à  r instant  initial  le 
système  part  du  repos,  le  mobile  M  étant  en  A. 

Epreuve  pratiqub.  —  En  employant  le  système  d'uni- 
tés C.  G.  S,,  on  considère  deux  sphères  matérielles^  homo- 
gènes identiques,  tangentes  entre  elles  au  point  A,  ayant 


pour  rayon  commun  i*""  et  possédant  une  densité  p  telle 
que  l'attraction  newtonienne  de  chacune  d'elles  sur  un 
point  de  masse  i  placé  sur  sa  sur/ace  soit  égale  à  une 
dyne. 

i"  Calculer  l'attraction  newtonienne  de  l'ensemble  des 
deux  sphères,  d'abord  sur  un  point  de  masse  i  placé  en  B  à 
é^ale  distance  des  centres  O  et  O'  des  deux  sphères^ 

0B  =  0'B=.  |; 

puis  sur  un  point  de  niasse  i  placé  au  centre  O  d'une  des 
sphères; 

2"  En  appelant  r  et  r'  les  distances  d'un  point  quel- 
conque M  aux  centres  O  et  O'  des  deux  sphères,  former 
l'équation  des  surfaces  de  nii>eau  d'abord  à  l'extérieur  des 
deux  sphères,  puis  dans  l'intérieur  de  l'une  d'elles. 

Étudier  en  particulier  celle  des  surfaces  de  niveau  qui 
passe  par  le  point  B.  (Octobre  1902.) 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1829. 

(1S»9,  p.  3J8.) 


On  donne  une  conique  (S)  et  un  triangle  ABC  conjugué 
par  rapport  à  cette  conique. 

Soient  m  un  point  de  la  courbe  et  (s)  une  conique  tan- 
gente à  (S)  au  point  m  et  circonscrite  à  ABC;  on  demande 
le  lieu  du  point  d'intersection  de  la  tangente  commune  au 
point  m  avec  la  seconde  corde  commune  aux  courbes  (S) 
et{t). 

Résoudre  la  même  question  en  supposant  que  la  co- 
nique (S)  est  inscrite  dans  le  triangle  ABC. 

(E.  Gknty.) 

SOLUTION 
Par  M.  A.- H.  Couvkut. 

i"  Prenons  ABC  pour  triangle  de  référence  ;  l'équaiion  de  (  S  ) 
est 

Un  point  m  de  celle  courbe  peut  être  défini  par  le  paramétre  q 
et  les  relations 

Ix  =  ny  cos^,         my  =  nss\n(f; 

la  tangente  en  m  est 

(i)  Ix  cos'^ -^  my  s'inff  =  xz. 

Une  conique  (s)  aura  pour  équation 

l^x^-\-  m^y^^  n^z^ 

-h  (  Ix  cos©  -+-  m  V  sincp  —  xz)  ( \x  -{-  Hy  -+-  C*)  =  o. 

Exprimant  que  cette  courbe  est  circonscrite  à  ABC,  on  trouve 
COS©  5inç« 
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en  sorte  que  la  seconde  sécante  commune  à  (S;  ei  (e)  esl 

Ix  my 

(a)  H  -r-^  H-  n5  =  0. 

cos<p       sincp 

L'élimination  àt  y  entre  (i)  et  (a)  donnera  le  lieu  cherché. 
De(i)  et  (2)  on  tire 

Ir  _  my 

—  coso(i -4-sin*o)  ~"  sino(i -f-cos*ç) 

sin*çp  —  cos*(p 


sino  -+-  cos-p  -h  sin^p  coscp(sin^  -f-  coscp) 

/a? -h  my 
sino  —  cosç  -h  sin^  coscp(sin(p  —  cos«p) 


D'où  : 

(3)  sinç -»- cos^  =  M(i  —  sin9C0Sïp), 

(4)  sin5p  —  coscp  =  N  (n- sino  cosç), 


en  posant 


M  =  .     "'       ,         N 


/j7  -4-  my  —  Ix  -4-  my 


En  élevant  (3)  et  (4)  au  carré  et  posant,  pour  abréger,  sinaç  =  u, 
on  a 

"    -«(M«-M)a-hM«-i  =  o, 


^ 


-4-(N«-hi)a  -hNî  — 1=0. 


L'élimination  de  u  entre  ces  deux  équations  donne,  après  sim- 
plifications, 

8(1— M»N*)(M*-f-N«-f-2M«N»)  — (M«— N*)«=o 
ou 

_,r,M*N^— 8M»N»(lVn-+-N») 

_  M*-  N^-f- 18  M«N»-f-  8(Mî-+-  N*)  =  o. 

En  remplaçant  M  et   N   par  leurs  valeurs,   on   trouve   une 
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équation  qui  se  met  aisément  sous  la  forme  syniétrique  sui- 
vante : 

X  (—  /*a7»-h  m*^î-}-  n*«*)  —  /«m«/i"rr*^*«>=  o. 

Courbe  du  sixième  degré. 
2°  Soit 

/?*  a?'  -f-  q^y^  -h  r«  >5'  —  2  qryz  —  irpzx  --  ipqxy  =  o 

la  conique  (S)  inscrite  dans  ÂBG.  Un  point  de  cette  courbe 
peut  être  défini  à  l'aide  du  paramètre  6  et  des  deux  équations 

pa7  =  r5cos*0,         y^  =  r«sin*0; 

la  tangente  est 

(5)  px  sin'O  -h  qy  cos'O  —  rz  sin*0  cos'G  =  o, 

en  sorte  que  la  conique  (e)  est 

p^x^  H-  q'^y^  -+■ .  . .  —  o^pq  xy 

-4- (/>ir  sin*  6 -h  y^cos*  0  — /-^  sin*  6  cos*  0)(Aa7 -h  B^-h  C  5)  =  0. 

Écrivant  que  les  coefficients  des  termes  en  x^^  y^^  z^  sont 
nuls,  on  trouve  les  valeurs  de  A,  B,  G,  et  la  corde  commune  a 
pour  équation 

px  qy  rz  _ 


(6) 


sin^G        cos^O        sin'^Gcos'O 


L'élimination  de  6  entre  (5)  et  (6)  donnera  le  lieu  dont  les 
coordonnées  sont  d'ailleurs  exprimables,  comme  celles  du  lieu 
précédent,  en  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre.  De  (5) 
et  (6)  on  tire 

—  px 


cos*6(i-h  sin«0) 

?z_ 


sin*0(i  -h  cos*6) 

rz 
sin'O  —  cos*Ô 


(sin»0  —  cos'0)(n-  sin^e  cos«0)        1  •— sin«6  cos*0' 
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d'où 
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1  -h  sin*6  cos*6  = 
sin'6  cos*6  = 


rz 
_  px  -h  qy  - 


cl 

'  rz 

D'ailleurs,  on  a  aussi 

rz  _     —px-^-qy     _  rzj  —  px-^-qy) , 

sin*6  —  cos*0  ~  1  — sin^Ocos'O        irz — px  —  qy' 

d'où 

;as  •    û       {—px  —  qy^irzy 

(8)  COS«'26=   ^. '— r; 

'  {px  —  qyY 

De  (7)  et  (8)  on  tire 

(px^qy  —  irzY-        ^(px-hqy  —  rz)  ^  ^ 
(px  —  qy)^  ^  rz 

C'est  l'équation  du  lieu;  on  voit  que  c'est  une  cubique;  son 
équation  se  met  aisément  sous  la  forme 

{px—  qy-^  rz)(px  -^qy^rz) 

X  (px  —  qy  —  rz)  -hpqrxyz  =  o. 

La  courbe  est  tangente  aux  côtés  du  triangle. 


1964. 

I.  l'J03,  p.  î)*?.) 

Rectifier  la  courbe  déterminée  par  l'intersection  de 

z^       x^ 

(G.   FLKl'Rf.) 
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SOLUTION 

Par  M.  C.  Alasia. 
Pour  abréger  nous  poserons 

g»       _  b^       _  r«       _ 

ai-h6«~^'  a»-4-6«~^'  h^-hr^""' 

On  a,  alors 

1 
X  =  f(r' —  «')^  sin*o]*, 

y  =  [(  r*  —  a'  )  cos*  ©  ]* , 


=  «  [(y  -<-  i^iTiî)  *'"*7  +  «=*>»•?]  '. 


donc 


^  =  (r»— a»)^cos»(p, 

-^  =  (r*—  a»)  sin«©, 

rfz*  _  (  r«  —  a«  )*  sin*  ^  cos*  çp 

rfçp*  "^  (rt* -h  6«)  cos'© -H  ( 6* -H  r*)sin«(p' 

On  en  conclut 

i  '^^  __  I  /  6'-f- r*  sin*tp 

^^TZr^  df  ~y   (a*-+- A*)-h  (/•»—  a*)sin*©* 

Posons 
et  l'intégration  nous  donnera 

En  posant  w  =  «*  et  />  =  sin^Yj,  cette  intégrale  se  réduit  à 
la  forme  la  plus  simple  de  l'intégrale  elliptique  à  paramètre 
circulaire. 
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iVOUVELLES  ANNALES   DE  MATHÉMATIQUES. 


SUPPLEMEi^r,  Juin  19U3. 


CHRONIQUE. 

La  troisième  réunion  ordinaire  de  la  Section  de  San-Francisco  de  la 
Société  mathématique  américaine  a  eu  lieu  à  l'Université  de  Stanford 
!•  i't  avril  i()()3.  Le  professeur  IIaskell  a  été  élu  membre  <le  la  Com- 
'  '-.«ion  d'en'^eij^nement  en  remplacement  du  proles'^eur  Wilczyxski. 
l.t'?  Notes  suivante?  ont  été  lues  dans  les  deux  sessions  de  la  Section  : 
K,-J.  WiLczvxsKi  :  Invariants  des  systèmes  d'équations  linéaires  aux 
lifférentielles partielles,  et  théorie  des  conf^ruences. —  D.-\.  Lriimku  : 
lUtpport  préliminaire  sur  une  Table  des  plus  petits  diviseurs.  — 
H. -F.  Bliciifbi.dt  :  Note  sur  les  i^roupes  linéaires  de  substitution 
X ardre  fini.  —  R.-E.  Ai.lardk.k  :  Sur  quelques  courbes  tangentes 
•n  trois  points  à  un  système  de  coniques  semblables,  -^  Satl  Ei>stken  : 
'^'iiidition  nécessaire  et  suffisante  pour  l 'existence  des  sous  groupes 
I  invartants,  —  G.- A.  Miller  :  Sur  les  groupes  réciproques.  —  ll.-C. 
MtiRKNoel  G. -A.  MiLLBR  :  Sur  les  groupes  non  abéliens  dans  lesquels 
'natjue  sous-groupe  est  abélien.  —  W.-A.  Manning  :  Sur  la  classe 
X s  groupes  primitifs  de  substitution.  —  Miss  Ida- M.  Schottenfels  : 
^{ffnière  d'engendrer  un  groupe  imaginaire  simplement  isomorphe 
f-.vc  le  groupe  de  substitution  simple  G.|,5ir,j,.  —  T. -M.  Pltn\m  : 
''^rfains  sous-groupes  du  groupe  quaternaire,  linéaire  et  frar^ 
f'finndire  d'unité  déterminative,  dans  le  champ  général  de  Galois. 

La  Note  du  D""  Epsteen  a  été  présentée  par  le  professeur  VVilozynski. 
U  Note  de  Miss  Schottenfcis  a  été  lue  par  le  Secrétaire.  Les  autres 
N'tes  ont  été  présentées  par  leurs  auteurs.  La  |)rochaine  réunion  de  la 
^ï-'lion  aura  lieu  en  décembre  à  l'Université  de  Californie. 


M.  H.  Poincaré  a  reçu  dernièrement  le  titre  de  <locteur  de  i'Uni- 
^'Tsilé  d'Oxford. 


Le  Congrès  international  des  Savants  à  l'Exposition  universelle 
■le  Saint-Louis,  1904.  A  notre  Exposition  universelle  de  Saint-Louis. 
^*''tinêe  à  célébrer  la  cession  par  la  E^^'ance  d'un  territoire  qui  est 
aujonrd'liui  le  tiers  de  notre  domaine,  on  fait  de  grands  préparatifs 
[•"ur  réaliser  une  réunion  de  savants  éminents,  dilTérenle  de  ce  qu'on  a 
••^'UÇU  jusqu'ici.  Il   s'agit  d'un  Congrès  des  représentants  de  toutes  bs 
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grandes  branches  deê  connaissances  humaines,  se  proposant  de  discuter 
les  relations  mutuelles  des  sciences,  les  progrés  de  chacune  d'elles  pen- 
dant le  siècle  écoulé,  et  leurs  applications  aux  besoins  de  Thomme.  Le 
but  serait  d'unifier  les  nombreuses  branches  de  l'activité  scientifique,  de 
manière  à  en  faciliter  la  coordination. 

Pour  assurer  le  succès  d'un  tel  projet,  il  faut  avoir  un  plan  dont  ton> 
les  détails  soient  fixés  d'avance.  A  cet  effet,  les  Directeurs  de  rE^po-»i- 
tion  ont  organisé  un  Comité  administratif  et  plusieurs  Conseils  des 
hommes  éminents  de  notre  pays,  pour  arrêter  un  programme  et  pro- 
céder à  l'organisation  du  Congrès.  Voici  l'idée  générale  du  plan  :  Le 
Congrès  s'assemblera  le  19  septembre  1904.  On  a  choisi  cette  époque, 
parce  qu'alors  les  chaleurs  de  l'été  sont  passées  et  le  climat,  quoique  de 
temps  en  temps  assez  chaud,  ne  cesse  d'être  agréable.  Les  professeurs 
d'Kurope  et  d'Amérique  auront  le  temps  d'assister  au  Congrès  et  do 
revenir  ensuite  chez  eux  à  temps  pour  reprendre  leurs  cours.  Le  malin 
du  premier  jour,  cérémonies  d'ouverture,  organisées  par  les  autorités 
de  l'Kxposition.  Ces  cérémonies  doivent  se  terminer  par  un  discours  sur 
l'unité  des  sciences  et  l'objet  du  Congrès.  L'après-midi  du  même  jour, 
le  Congrès  se  séparera  en  sept  grandes  divisions,  dont  quatre  définissent 
les  domaines  de  nos  connaissances,  et  trois  s'occupent  des  applications 
de  ces  connaissances  aux  besoins  de  l'homme.  Le  deuxième  jour,  des 
discours  seront  prononcés  en  26  départements  des  sciences  et  de  leurs 
applications.  Ces  discours  seront  d'un  caractère  général  et  formeront 
comme  une  introduction  aux  discussions  ultérieures.  Les  quatre  jours 
suivants,  le  Congrès  se  séparera  en  i3o  sections  environ,  dont  chacune 
constituera  une  branche  en  relation  avec  les  autres.  A  chacune  de  ces 
sections  deux  discours  seront  prononcés  sur  les  relations  du  sujet  et  les 
problèmes  du  jour. 

Kn  assemblant  ce  Congrès,  les  Directeurs  de  l'Kxposition  désirent 
élever  un  monument  durable,  en  une  série  de  volumes  dans  lesquels  des 
savants  éminents  montreront  l'unité  de  la  Science  et  en  esquisseront 
l'état  au  commencement  du  vingtième  siècle.  Leur  vœu  est  que  la  France 
prenne  une  part  importante  dans  ce  Congrès,  et  ma  mission  ici  est  de 
porter  aux  savants  français  leur  invitation  la  plus  cordiale  d'y  assister. 
Vu  la  part  que  la  France  a  prise  dans  les  événements  historiques  que 
l'Kxposiiion  est  destinée  à  célébrer,  nous  espérons  que  ce  vœu  obtiendra 
une  réponse  favorable,  tant  de  la  part  du  Gouvernement  que  de  celle 
des  Membres  éminents  de  l'Institut  de  France,  et  des  Savants  de  tout 
votre  pays. 

(Communication  de  M.  S.  Newcomb  à  l'Académie  des  Sciences. ^ 


L'Académie  des  Sciences  de  Naples  offre  un  prix  de  mille  lires 
à  l'auteur  d'un  Mémoire  qui  apporterait  des  progrès  notables  à  la 
théorie  invariante  de  la  forme  ternaire  biquadratique.  Les  manus- 
crits, qui  peuvent  être  écrits  en  français,  doivent  être  remis  avant  le 
3o  juin  1904. 

Le  Conseil  de  T Association  internationale  des  Académies  s'est 
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réuni  à  Londres  en  juin.  Les  délégués  étrangers  ont  été  reçus  par  la 
Société  Royale,  qui  est  TAcadémie  directrice  jusqu'en  1904.  Le  Conseil 
è  t?\aaiiDé  spécialement  les  questions  à  soumettre  à  l'Assemblée  générale 
qui  aura  lieu  à  Londres  Tannée  prochaine. 


Le  Comité  d'organisation  du  IIP  Congrès  des  Mathématiciens 
t ileidelberg,  1904)  adresse  une  circulaire  pour  demander  des  adhésions 
provisoires.  Voici  le  programme  tel  qu'il  est  arrêté  à  ce  moment  :  lundi 
î^  août  1904,  à  8*  soir,  réception  des  congressistes;  le  mardi  9,  à  io'\ 
féance  générale;  à  4'*i  séances  des  sections;  à  6'*,  banquet;  le  mercredi  10, 
à  9^  et  à  midi,  séances  des  sections;  l'après-midi  et  le  soir,  réunions  par- 
liculiéres;  le  jeudi  11,  à  to**,  séance  générale;  à  6*^,  promenade  sur  le 
Xeckar,  illumination  du  Château;  le  .vendredi  12,  à  9^  et  à  midi,  séances 
des  sections;  l'après-midi  et  le  soir  réunions  particulières;  le  samedi  i3, 
a  Q*",  séance  administrative;  à  lo**,  séance  générale  de  clôture. 

Il  sera  formé  6  sections:  Arithmétique  et  Algèbre,  Analyse,  Géomé- 
trie, Mathématiques  appliquées,  Histoire  des  mathématiques,  Péda- 
gogie. 
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[R8aa] 

SUR  LHERPOLDODIE; 

Par  m.  h.  PADÉ. 


1.  Les  deux  équations  qui  définissent  riierpolhodie 
et  le  mouvement  du  pôle  sur  cette  courbe,  telles  que 
les  a  données  M.  Darboux  dans  une  Note  de  la  Méca- 
nique de  Despeyrous,  s'obtiennent  aisément  et  au 
même  point  de  vue,  en  ayant  simplement  égard  à  l'éga- 
lité de  la  vitesse  absolue  du  pôle  décrivant  cette  herpo* 
Ihodie  et  de  la  vitesse  relative  du  même  point  décrivant, 
dans  le  système  invariable  mobile  autour  du  point  fixe, 
la  polhodie.  Cette  égalité  résulte,  d'ailleurs,  immédiate- 
ment de  ce  que  la  vitesse  d'entraînement  est  nulle. 

2.  Soient 

O  le  point  fixe  ; 

Ox,  Oy^  Oz  les  axes  de  rellipsoïde  d'inertie  du 
système  autour  de  ce  point; 

Â,  B,  C  les  moments  principaux  d'inertie  correspon- 
dants ; 

m  la  position  du  pôle  à  l'instant  t\  x,  y^  z  ses  coor- 
données ; 

Ob)  la  rotation  instantanée  à  l'instant  t\  p^  q^  r  ses  pro- 
jections sur  Ox,  Oy^  Oz;  ,j^ 

P  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  le 
plan  fixe  tangent  en  m  à  l'ellipsoïde  d'inertie. 

3.  Rapportons,  dans  son  plan,  l'herpolhodie  an 
système  de  coordonnées  polaires  p,  "^,  défini  par  le 
pôle  P  et  le  sens  positif  de  rotation  autour  de  OP. 

Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  III.  (JuilJet  igoS.)  19 


Digitized  by 


Google 


(  ago  ) 

La  vitesse  du  point  m  décrivant  l'herpolhodie  a  -— 
pour  composante  suivant  Pm  et  p^ -^  pour  moment 

autour  de  OP. 

D'un  autre  côté,  la  vitesse  relative  de  m  ayant  pour 


r\        /^       i\       ^  dx     dy     dz 

projections,  sur  Ux,  Uy,  Uz,  les  vecteurs  -r->  -^y  -j-> 

et,  par  suite,  pour  moment  résultant  autour  de  O,   le 
vecteur  dont  les  projections  sur  les  axes  sont  y 

dz  dy  dx  dz  dy  dx 

y-di-^di'  '-Tt-^-di'  "di-^Tt' 

on  a  les  deux  équations  suivantes  : 

-h  -^cQsi^Oy.Trn)-^  ^cos(()^,  Pm), 

Il  ne  reste  plus  qu'à  exprimer  les  seconds  membres 
en  fonction,  d'abord,  de  p^  9,  r,  puis,  ensuite,  de  p; 
c'est  un  calcul  facile. 
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4.  Nous  avons  à  faire  usage  (voir  Appell,  Traité  de 
Mécanique  rationnelle,  t.  II)  des  éc|ualions  d'Euler 

Af  =(B-G)<,r, 
(ï)  {  B^=(C-A)/y,, 

Elles  donnent    immédiatement    les    deux   intégrales 
premières 

D  et  u  désignant  deux  constantes  positives  qui,  en 
raison  de  l'interprétation  géométrique,  découverte  par 
Poinsot,  des  premiers  membres  de  ces  deux  intégrales, 
donnent  lieu  aux  relations 

Da  est  la  longueur  de  Taxe  résultant,  autour  de  O,  des 
quantités  de  mouvement,  axe  qui  a  pour  projections 
sur  Ox,  Ojj  Oz  les  vecteurs  A^,  lî^,  Cr. 
On  a  immédiatement 

a?=  Ow  cQ%{Ox.  0/n)  =  Cm         ■  =      -^     /?, 

en  sorte  que 

(i)        a?=--^/?,         y  =  --^g,  z=~——r; 

/D|Ji  /DfjL  /D|ji 

comme,  d'autre  pari, 
c  est-à-dire 


a:i_l-^ï4_  -2=  _  -4-  pï. 
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on  en  conclut 

et  lien  a  ainsi  ce  second  système  d'équations 

Ipi       ^qi      _|- r»       =D|x*p*, 
Xpt  H-B^»  -4-Cr»  =D|x«, 
A«/>»  -h  B»  ^«  -f-  C«  r«  =  D*  fi». 

LéCs  équations  (a)  donnent  ^>  -^>  ^  en  fonction 

de  ^,  y,  r,  et  les  équations  (P)  donnent  p^  y,  r  en 
fonction  de  p. 

5.  De  (i)  et  (a)  on  déduit 

dx  __      ^    ^P  __      I      B  —  C 
'di  ~  '^/^  dt  -  '^      A     ^'*' 

en  sorte  que 

^  _      I      B  — G 
dt-yfô^       A     ^'*' 

flÇv  I      C  —  A 

ds  _      I       A  —  B 
\  dt  "  ^^       G      ^^• 

De  (i),  (2)et  (P)on  tire 
/    dz         dy\  I        /A-B    ,      A-G     \ 

=  BGDlI«t^^^~^^^'"^®^^""^^^'^^(^"-^>''*l' 
=^BGDÏÏît^^^^'"^^^*"^^''')""^'^'>''^^'^'-+-^*''*>^ 


A-D 
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Ainsi 

^  dt       ^  dt  ^     BG    ^' 

'  dt       ^  dt  ^     XB    ^' 

Enfin,  les  cosinus  des  formules  (A)  s'évaluent  aussi 
aisément 

cos(OÏ,ÔP)  =  A.^, 

(4)  {  cos(Ô7,ÔP)  =  i^,  . 

cos(0^,  OP)  =  Tr-f^'y 
'  D|x 

et,  comme 

i_  _A_ 

/TT-îT— \        ProjoxPm       "^       s/D  ^[^^  I      D  — A   o 

cos(Oar,  Pm)  =  i^ = ^ =  -— : =r—  ^, 

P  P  /Dfi       E)        P 

on  a  aussi  : 

cos(Oar,  Pm)  =  -== ^^ —  — > 

/Dfi       ï>        P 

(5)  ^cos(ôy,P^)=-^^i, 


C08(0-8,  Pm)  = 


v/D|x       D      P 
I       D-C  r 
V/D|x       ï>       p' 


6.  En   tenant  compte  des  formules   (2),    (3),   (4) 
et  (5),  les  équations  (A)  deviennent 


d4        DV«L 


,  ^  _  _L.  r(D"-A)(B-G)       (D-B)(G-A) 


(D~C)(A-B) 


'&  = 


G V^'^ 


I 


+  (G  — D)G«r»] 
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OU,  en  posant  A  =  (B  —  C)(C  —  A)  (A  —  B)  el  après 
les  réductions  immédiates, 

dp  ï/B  — G       C-A       A  — B\ 


dt 


-^)P9^ 


(B) 


ÂBGDlIî^^''' 


P   dt  ~  ABCD  II 


(AV^-B«5riH-C*r«- D»fi'). 


Il  ne  reste  plus  qu'à  exprimer  les  seconds  membres 
en  fonction  de  p,  au  moyen  des  formules  (^). 

7.  La  quantité  S.^ p'^ -i- b^ q^ -\- O r^ —- J)^  ^l'^ ,  que 
nous  désignerons  par  H,  est  donnée  immédiatement  par 
Téquation 

ABCD  fx«-ho 
A*  Bî  G*  DV*+o 
A»     B3     G3      DV*-+-H 

dont  le  premier  nombre,  eu  égard  à  la  composition  de  la 
quatrième  colonne,  se  décompose  en  deux  déterminants 
dont  l'un  est  le  produit  de  [Ji^  par  le  déterminant  de 
Vanderraonde  relatif  aux  quatre  quantités  A,  B,  C,  D, 
c'est-à-dire  jx^  a(D  —  A)  (D  —  B)  (D  —  C),  et  dont 
l'autre,  développé  suivant  les  éléments  de  la  quatrième 
colonne,  est  égal  à  —  Djx^pS  ABCA  -j-  IIA,  en  sorte  que 
l'équation  s'écrit 

HA  — D|ji»p«ABCA-f-(ji«A(D  — A)(D  — B)(D  — G)  =  o 


et  donne 

(6) 

en  posant 


H  =  ABCD(A«(pS-4-E), 


E  = 


(A-D)(B-D)(G-D) 
ABCD 
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De(^)  on  tire 


|x«-i-Dfi»p« 

I 

i 

D[JL«H-0 

B 

C 

D«fJi'H-o 

B« 

c« 

_  (ji«(D-B)(B  — C)(C  — D)  +  D(x»p»BC(C-B) 
^BCD^MC-B)^^,_^^^ 


en  posant 


(D-B)(D-G) 
BGD 


On  a^  par  suite,  &  et  c  désignant  les  quantités 
déduites  de  a  par  une  permutation  circulaire  effectuée 
sur  A,  B,  C, 

ptqtpt^ _- !!L(p»_H.a)(pi-6)(p«-c), 


8.   En  tenant  compte  des  formules  (6)  et  (7),  les 
équations  (B)  deviennent  enfin 


(C) 


p  ^  =/Dix/-.(p»-a)(p«-6)(p«-c), 


dt 


9.  Si  Ton  ne  tient  pas  à  mettre  eu  évidence  Tunité 
d'origine  des  équations  (C),  il  esk  plus  rapide  de  rem- 
placer, comme  on  le  fait  généralement,  la  première  des 
équations  (A)  par  celle-ci 

r/p  dx  dy  dz 
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qui  se  déduit  immédiatemenl  de  la  relalion 

et  d'où  se  tire  de  suite,  par  les  formules  (i)  et  (2),   la 
première  des  relations  (B). 

On  peut,  dans  ce  cas,  écrire  aussi  directement  l'équa- 
tion diflTérentielIe  de  Therpolliodie  en  partant  de  la 
formule 

tangV  =  p^, 

V  désignant  l'angle  de  P/n  avec  la  tangente  à  riierpo- 
lliodie. 

Les  cosinus  directeurs  de  celte  tangente  étant 


et  ceux  de  Pm  étant  donnés  par  (5),  on  a,  de  suite, 

^  r(D~B)yr--(D-C);yp-^...  ^ 

'^"ë  [^^D  _  A);,y  H-  (D  -  B)qq'^iD  -  G)/t']* 

Or,  en  vertu  des  équations  d'Euler  (a) 
(D  — B)yr'— (D  — G)r^' 

=  ^[(A-B)(D-B)B^î+(A-C)(D-C)Cr«]; 

ajoutant,  dans  la  parenthèse,  (A  —  A)(D  —  A)A^^,  et 
tenant  compte  des  équations  (j3),  cette  parenthèse  se 
réduit  à  — H,  de  sorte  que  le  numérateur  lang^V  est 

quant  au  dénominateur,  il  est  évidemment  égal  à 
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On  voit  que  finalement 

iangV=  p-r"  =  T • 

®  ^  dp        à  pqr 

H  et  pqr  ayant  été  calculés  en  fonction  de  p  (n°  7),  on 
obtient  Téquation  différentielle  de  Therpolbodie. 

[P5aa] 

SUR  LA  MULTIPLICATION  PAR  5  D  UNE  PÉRIODE 
DE  LA  PONCTION  p</; 

Par  m.  J.   SIRE,  à   Nancy. 


On  sait  que  si 

^  =  p("|'-'t) 

est  donné, 

X  =  p{U  I  (0,  tu') 

s'obtient  par  la  résolution  d'une  équation  du  cinquième 
degré.  En  effet,  si  l'on  regarde  z  comme  une  fonction 
elliptique  aux  périodes  2<i>,  2(o',  la  formule  de  décom- 
position en  éléments  simples  donne 

la  constante  c  étant  définie  par  l'équation 
Si  Ton  applique  à  chacune  des  parenthèses  la  formule 


p(tt-f-p)-hp(a  — p)  = 


ipu  —  pv)^ 
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et  si  l'on  pose 

il  vieiU 

a(aa:  — l^,)(a:-+-a)— ^3 

z  =z  X  —  la  -^  ib  -\ ^^ 

(x  —  a)« 

i(bx  —  \gt)(^  -i-  ^)  —  /g-s 

équation  du  cinquième   degré  en  x  qui   admet    pour 
racines 

pu,     p^a-~i-j,     p^«-A|-j, 

Je  me  propose  de  trouver  une  expression  simple  de 
la  fonction  cyclique  de  ces  racines  : 

^(u)  =  pu'h<i  p(u—  ^j  H-a»p^w— ^j 

^a,p(^-i^)^«vp(a~^), 

OÙ  a  =:  e  '    ,  /•  désignant  un  nombre  entier  non  mul- 
tiple de  5.  Je  considère  à  cet  eflet  la  fonction 


<•) 


qui  admet  pour  dérivée  ^(u)\  si,  dans  cette  fonction,  Je 
remplace  u  par  m  H — ;:->  j  obtiens 
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CD  leiiiarquanl  que 

Posant 

il  vient,  en  tenant  compte  de  (2), 

\ir(u-+-  ^\  =anr(£/)-f.A(i  — a)  — ar/. 

Si  la  coQstante  h  est  déterminée  de  telle  façon  (jue 


il  en  résulte 

(3)  wL-^'^\  =aW{u) 

(a  =  e  '    ,  /•  non  multiple  de  5/.  D'ailleurs 

(4)  W{u-¥-'na)  =  W(u)) 

ceci  résulte  de  ce  que  la  somme  (i  +  a  +  a^  -f-  a'  -f-  a*) 
des  résidus  qui  figurent  dans  (i)  est  nulle. 

Les  relations  (3)   et   (4)   montrent  que   W(m)   est 

dans  le  premier  parallélogramme  des  périodes  aw,  — jr-> 

une  fonction  à  multiplicateurs  constants  i  et  a;  elle 
admet  dans  ce  parallélogramme  comme  pôle  simple  de 
résidu  — i  le  point  w  =  o,  puisque  W|(i/)  possède, 
d'après  (i),  dans  le  premier  parallélogramme  des  pé- 
riodes 2<o,  20)',  comme  pôles  simples  de  résidu  — i^ 

les  points  u  ==  2Âr-r-  (A"  =  o,  i ,  2,  3,  4);  ou  a  donc 
p  et  (^désignant  des  constantes  que  je  vais  déterminer. 
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Pour  rendre  le  calcul  plus  clair,  je  poserai  -^  =  iù\ 

et  je  désignerai  par  Ti\  ce  que  devient  r^'  quand  on  rem- 
place 0)'  par  cj>'^  ;  utilisant  des  formules  bien  connues 
relatives  à  (^(u  |  a>,  co'^  )  on  a 


L/vrtAi     \JiA^    Mn   x\ 

LrAA\/hA\/ll     %^' 

(fU  ŒV 

cateurs  i  et  a, 

il  suffira  de  poser 

pa>   -1 

r,v    =0, 

ce  qui  donne 

aru) 
"=     5    ' 

P=     5    ' 

en  remarquant  que 

On  a  donc  finalement 

JY)! 

Cette  relation  permet  de  se  rendre  compte  que  V^(u) 
admet  les  périodes  aw,  2tù\;  comme  celte  fonction 
admet  Torigine  comme  pôle  d'ordre  5,  on  a  donc 

où  pu^   comme  dans   ce   qui  suivra,   est  la  fonction 
construite  avec  les  périodes  aa>,  2(0'^.  En  remarquant 

que  W5(it)  s'annule  pour  m  =  i^  (^^^  "T")'  *'"^*  V^^ 
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ses    quatre    premières    dérivées,    on    en    déduit    avec 
M.  Kiépert, 


V*(a)  =  C 


pu  —  p  i>  pu  —  p  V  pu  —  p  V    pu  —  p   if 

p'p               p'v  p'"v                 p**t? 

p'if                 p'"v  J)'*V                    p^  V 

p'^v             p''^v  p^v                p^'v 


C  étant  une  constante  qui  se  détermine  en  cherchant  la 
limite  de  [m  V(«)]'  pour  u  =  o. 
Dérivant,  il  vient 

p' u     p"  u  p'"u  p*'' u 

p'v     p'v  p"'v  p*^i> 

p'v     p'"v  p^^v  p"  V 

p'"v    p**v  p'-'v  p'^'v 


5^-*(u)V'(m)=»G 


et,  puisque  W(u)  =^  ^(w),  j'ai  ainsi  obtenu  Texpression 
de  ^{u)  que  je  me  proposais  de  retrouver.  On  peut  en 
conclure  facilement  que  Téquation  du  cinquième  degré 
en  j:  =  p(ii  I  (1),  a>')  est  résoluble  par  radicaux,  quand 
en  même  temps  que  z  =  p(ii  |  a>,  co'^ )  on  donne  la 
dérivée  p'{u\{ùj  w'J,  les  racines  5'*""  de  Tunité  et  les 
invariants  de  la  fonction  p{u  \  eu,  ti}\  ). 

Le  problème  que  je  viens  d'exaniiner  n*est  qu'un  cas 
très  particulier  du  problème  traité  par  M.  Kiépert  dans 
un  Mémoire  publié  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  76. 
L'auteur^  pour  calculer  les  n  valeurs  de  p{u\  eu,  (i)')  qui 

correspondent  à  p^u  w,  —  j>  part  de  la  fonction 


ou 


2X0 


■  2(xa> 


P  = 


2X7)  -h  a{JLT)' 
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X  et  u  désignai] l  des  entiers,  saas  indiquer  conimenl 
il  a  été  amené  à  considérer  cette  fonction.  La  méthode 
que  j^ai  suivie,  dans  le  cas  où  /z  =  5,  montre  suflhsoi- 
ment  de  quelle  manière  on  peut  introduire  la  fonc- 
tion /(m). 


[D] 

SUR  L4  TRANSFORMATION  DES  FONCTIONS 
DUNE  VARIABLE; 

Pah   m.   E.    FAGGF. 


SECOND    MEMOIRE. 

8.  Nous  avons,  dans  notre  premier  Mémoire,  étudié 
les  propriétés  des  substitutions^  nous  terminons  et  com- 
plétons ce  travail  par  la  détermination  des  fonctions  F 
et  4>,  lorsque  les  groupes  de  transformation  (F^) 
et  (^F)  sont  donnés.  Si  Ton  remarque  que  les  substi- 
tutions s  de  (F)  et  (^  de  (^)  sont  déterminées  par  les 
groupes  donnes  (F^),  (^F)  (propriété  I),  les  équa- 
tions difierentielles  linéaires  dont  nous  avons  parlé  ne 
sont  autres  que  celles  qu'on  peut  former  avec  les  5  et  (S' 
de  (F)  et  de  (^). 

Mais  nous  allons  les  former  directement  au  moyen 
des  f  et  T  et  cette  formation  constituera  une  première 
méthode  de  détermination  des  fonctions  F  et  4>  dont  les 
groupes  de  transformation  sont  donnés. 

Première  méthode.  —  Nous  nous  placerons  dans  le 
cas  de  deux  fonctions  complètes  uniformes  F  et  <^5 
quoique  la  méthode  s'applique  à  certains  cas  de  fonc- 
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lions  multiformes  ponctales,  et  même  Ilnéales  et  aréales, 
ces  derniers  cas  sont  soumis  à  certaines  conditions  que 
nous  ne  pourrons  déterminer  que  dans  la  suite. 

Supposons  d*abord  qu'il  existe  des  fonctions  entières 
des  groupes  donnés;  nous  poserons,  en  supprimant  les 
accents  pour  simplifier, 

Les  fonctions  r,  p  sont,  comme  les  foncLions  /,  t,  ra- 
cines simples  des  équations 

(22)  { 

I  F(ar)  =  *(-:)=  *(a7-f-p); 

les  fonctions  t  et  les  fonctions  t  ne  sont  en  efTet  racines 
multiples  de  ces  équations  que  lorsque  a:  est  en  un  point 
multiple  des  groupes. 

Les  fonctions  F  et  4>,  étant  supposées  entières,  sont 
développables  par  la  série  de  Taj^lor  dans  une  région 
que  nous  supposerons  comprendre  tous  les  transformés  t 
etTdeJc.  Les  équations  (22)  prennent  alors  la  forme 
suivante  : 

I  F(a:)  =:4>(a7)-f-p*'(^)  4- p»^-^ -+-.... 

Les  racines  de  ces  équations  sont  les  fonctions  /',  p, 
supposées  données,  et  ce  sont  des  racines  simples, 
X  étant  un  point  ordinaire  autre  qu'un  point  multiple 
des  groupes  de  transformation. 

Si,  dans  chacune  de  ces  équations,  on  réunit  tous  les 
termes  dans  un  même  membre,  on  obtient  une  fonction 
entière  de  r  et  une  fonction  entière  de  p,  dont  on  con- 
naît les  zéros,  qui  est  décomposable  en  un  produit  de 
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facteurs  primaires  et  qui  donne,  par  conséquent  (*  ), 


(24) 


OÙ  les  fonctions  /  et  les  fonctions  X  sont  certaines  fonc- 
tions qui  rendent  convergentes  les  séries   indiquées  et 

qu'on  peut  annuler   lorsque  2  "  ^^  2  "  ^^^^  conver- 
gentes. 
Posons 


(.5)           ^'-      ^' 

B'           *' 

^^^^           A  ~F-*' 

B  ~  *  -  F 

On  a  alors 

A' 
A 

4- 

B'       F'—*' 
B  ~  F  —  *  ' 

d^OÙ 

F- 

-*  =  cAB, 

c  étant  une  constante.   Les  équations  (aS)  s'écrivent 
alors 

(26)  F'=cBA',        <!>'  =  - cAB', 

d'où,  avec  deux  constantes  c,  c\ 

(îà7)     r{x)  =  c'-\-crBX'dx,         *(:r)  =  c'— c  AvB'rfar, 

où  les  limites  sont  les  mêmes  dans  les  deux  intégrales, 
car  F  et  4>  se  correspondent. 

Considérons  maintenant  le  cas  général  de  deux  fonc- 


(  '  )  Voir  noire  Note  :  Sur  les  zéros  des  fonctions  entières  {JVouv. 
Ann.f  1902). 
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lions  uniformes  méromorphes,  et  posons 

/m /iï  ?M  ?2  étant  des  fonctions  entières.  Les  équa- 
tions (22)  sont  alors 


(28) 


Les  r  et  les  p  sont  des  racines  simples  de  ces  équa- 
tions, x  n'étant  pas  un  point  multiple  des  groupes.  Sup- 
posons les  fonctions  entières  f  et  o  développables  en 
séries  de  Taylor  dans  une  région  contenant  tous  les 
transformés  <  et  T  de  jr^  on  aura  alors,  en  écrivant  sim- 
plement/,/', ...,  7,  'f',  ...  pour/(x),/'(x),  ...,  cp(a:), 

/  '^i(x)/t(x-h  r)  —  <fi(x)/i{x-^r)  =  o 
=  (  ?i/j  —  ?î/i  )  -+■  r{^ifx  —  cp,/i  ) 


(29) 


I /,  (;r)  <p,(x -4- p)  — /,(a?)  <p,(ar  4- p)  =  o 
=  (/i?J—  ?i/î)  -+-  p(/if  i— /îf  i  ) 


2 


Les  premiers  membres  sont  des  fonctions  entières 
de  r  et  de  p  respectivement  dont  on  connaît  les  zéros  et 
auxquels  la  décomposition  en  facteurs  primaires  est  ap- 
plicable. Par  conséquent,  si  nous  posons 

A,=2('.-i).    B.=2(>.-j). 
A.=2('.-i).    B.=2('-^)' 

>  • 1 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  lU.  (Juillet  igoS.)  20 
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où  les  fonctions  /|,  /a,  . . .,  X< ,  X2,  ...  rendent  conver- 
gentes les  séries  indiquées  formées  avec  les  fonctions  /* 
et  les  fonctions  p  données,  on  aura  (/oc.  cit.) 


(3i) 


B<, 


/;?i-.A?I  =^B3-+-3B,Bi-4-Bî, 
/i?2— ys?! 


Or  les  équations  écrites  sur  la  première  ligne  donnent 

?i  A  —  ?a  /i  -^.A  ?  I  — /1  ?i 


posant  pour  un  instant 


=  A,H-Bi; 


J»'"- 


(32) 

on  aura  donc 

(33) 


*  A 


'^'~B 


?i/i—  ?î/i  =  «?i 


la  constante  d'intégration  pouvant  rentrer  dans  a  ou  ^ 
qui  ne  sont  déterminés  qu'à  un  facteur  constant  près. 
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Les  équations  (3i)  s'écrivent  alors 

(34)  ç,/,-ç./;  =  a?A,=  a'p, 

(35)  T./;-'Pi/;  =  a?(A,+  A?), 

(36)  <p,y7-o./7=a?(aA,H-3A,A,H-Aî), 


(3;) 

?'./.- T'./.  =  «PB,  =  «?', 

(38) 

*ï/.-?î/i  =  «?(B,-t-BÎ), 

(39) 

?7/i-?î/i  =  «?(2B>+3B,B,  +  B?), 

Les  équations  (33),  (34),  (35),  linéaires  par  rapport 
à  '^,,  cp2,  donnent  Téquation 


(4o) 


/«    /i  il 

/i  /;     A,     1=0. 


Dérivant  (34)  en  tenant  compte  de  (35),  on  trouve, 
on  remarquant  que  ^  a^  =  «^(Ai  4-  B<  ), 

En  dérivant  {'dy)  et  tenant  compte  de  (38)  on  aurait 
une  autre  expression  de  la  même  fonction,  qu'on  peut 
obtenir  en  permutant,  dans  la  précédente,  les  A  et  les  B 
de  même  indice*,  on  en  conclut  la  relation  nécessaire 
suivante  entre  les  t  et  les  t  données  : 

(4'2)  A'i  — A,=  B\-B,. 

Cette  remarque  faite,  dérivons  (33)  en  tenant  compte 
de  (36);  on  trouve 

^         \      =ap(Bi(A,VAî)-vA;H-aA,A',— 2A3— 2A,A,). 
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Les  équations  (87),  (4i)>  (43),  linéaires  par  rapport 
à  <p',  et  (p,,  donnent  l'équation 


(44) 


/i  /;  d,a,-+-a;-a. 

/;    /;     B,(A,4-AÎ)+A',H-aA,A',-2A,-aA.A, 


Si  l'on  développe  les  déterminants  (4»))  (44)7  P^r 
rapport  aux  éléments  de  la  troisième  colonne,  et  si  Ton 
élimine  le  mineur  (/J/' — /',fî}y  O"  obtient  l'équation 

(  M\-fxA       aA.(A',-A,>  +  A-.-aA. 
\  »         A',  — aAj 

Posons  pour  un  instant 
Nous  aurons  alors 

(46)  /./;-/./;  =  », 

(47)  /./î-/./î=«', 

et,  au  moyen  de  rë({uaiion  (4o)î 

(48)        /;/;-/;/; =A,a'-(A,-4-Af)tt. 

Ces  trois  équations  sont  de  la  même  forme  que  celles 
qui  nous  ont  conduit  à  l'équation  aux  fonctions  6  rela- 
tives à  un  groupe  donné  de  substitutions  d'invariabilité. 
J^ Détermination  des  fonctions,  etc,  (Nouv.  Ann.y 
1902).]  ^ 

En  opérant  de  la  même  manière  que  dans  ce  cas,  on 
trouve  Téqualion  suivante,  à  laquelle  satisfont/i,  /a  et 
toutes  les  fonctions  /=  X/,  -h  p/2  dont  les  quotients 
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sont  les  ronctloiis  F  cherchées, 

«/'— w7'-4-(A,m'— (A,-f-AÎ)i/)/=o 
on,  en  vertu  de  la  valeur  de  u  écrite  plus  haut, 

(    -[*!-*■* -;;^'^.]/-°- 

On  obtiendrait  de  même  l'équation  aux  fonctions  o  : 

Dans  le  cas  où  nous  nous  sommes  placé,  où  F  et  ^ 
sont  fonctions  complètes  uniformes,  et  où  les  fonctions  / 
et  jp  sont  uniformes  entières,  les  fonctions  /  sont  iden- 
tiques aux  fonctions  entières  6  qu'on  peut  déterminer 
par  les  substitutions  de  (F)  et  qui  sont  les  intégrales 
d'une  équation  de  la  forme  {loc.  cit.) 

<i,e'—  4>'e'-h  (*"—  4>V)e  =  o, 

où  <I^  et  ^^  sont  formées  au  moyen  des  substitutions 
de  (F)  :  il  s'ensuit  que  cette  équation  est  identique  à 
Téqualion  (49)  et  Ton  obtient  par  celte  identification 
deux  relations  entre  les  quantités  r  =  t  —  x  prove- 
nant du  groupe  de  transformation  (F<ï>)  et  les  pé- 
riodes p  =  s  —  X  provenant  du  groupe  (F).  Les  fonc- 
tions (f  conduisent  à  des  relations  analogues  entre  les 
quantités  p  =  "C  —  x  et  les  périodes  11  =  ^  —  xde(^). 
On  peut  obtenir  une  infinité  de  relations  entre  les  t 
et  les  T  de  la  forme  (4^)  par  des  moyens  analogues  à 
ceux  qui  ont  servi  à  établir  celle-ci;  nous  n'y  insistons 
pas. 
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Remarquons  encore  cjue  l'hypothèse  faîte  que  F(x) 
et  ^(x)  soient  uniformes  n'est  pas  nécessaire,  car  cette 
hypothèse  ne  nous  a  servis  qu'à  mettre  F  et  <ï>  sous 
forme  de  quotients  de  fonctions  entières  auxquelles 
notre  théorème  sur  les  zéros  des  fonctions  entières  est 
toujours  applicable  (JVouu,  A  an.,  1902);  mais  nous 
avons  vu  {loc.  cil.)  qu'il  existe  des  fonctions  complètes 
multiformes  (ponctales,  linéales  ou  aréales)  qui  se 
mettent  sous  forme  de  quotients  de  fonctions  pseudo- 
entières (fonctions  qui  ne  deviennent  infinies  pour 
aucune  valeur  finie  de  x),  auxquelles  la  décomposition 
en  facteurs  et  le  théorème  sur  les  zéros  sont  applicables. 
Dans  tous  les  cas  où  les  groupes  (F4>)  et  (^F)  sont 
donnés,  on  pourra  donc  appliquer  les  équations  (49) 
et  (5o);  on  doit  observer  seulement  que,  lorsque  les 
séries 

2i'  2i'  2^*' 
2^  2"pi'  2^ 

ne  sont  pas  convergentes,  il  reste  une  ambiguïté  dans 
le  choix  des  fonctions  /,  X  à  introduire  (3o);  ce  n*cst 
que  lorsque  ces  séries  sont  convergentes  que  tous  les 
coefficients  de  (49)»  (5o)  sont  bien  déterminés.  Cepen- 
dant, dans  le  cas  où  ^^  -j  est  convergente  sans  que  \^  - 

le  soit,  on  peut  le  plus  souvent  {loc,  cit.)  annuler  A|  et 
faire 


l'équation  (49)  est  alors 
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Le  cas  que  nous  avons  traité  d^abord  où  il  existe  des 
fonctions  entières  F  et  4>  des  groupes  donnés  est  com- 
pris dans  le  cas  général  résolu  par  les  équations  (49) 
el(5o);  les  fonctions  /"et  (p  sont  alors  elies-inèines  des 
fonctions  F  ei  4>  et  les  équations  (49)  et  (5o)  doivent 
èlre  satisfaites  par  y=consl.,  <p  =  const.,  d'où  les 
rekiions 


1  r\   .    i\  m 

(h) 


conditions  nécessaires  et  sufGsantes  pour  que,   parmi 
les  fonctions  F  et  <^  des  groupes  donnés,  il  y  en  ait  qui 

soient  entières. 

Seconde  méthode.  —  Posons 

i  02)  \ 

Y       A/     \        «0-+- «i^-^aî^^-»--. 


Les  équations 

*(a:)  =  F(0,         F(:r)  =  *(T) 
S  écrivent 


Po-+-P,T-+.?,T«-t-.. 


Ces  équations,  qu'on  peut  mettre  sous  forme  entière 
par  rapport  à  f  et  t, 

ont  pour  racines  simples  les  substitutions  £  et  t  données. 
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Si  Ton  pose 


où  les  fondions  m . .  . ,  jjl  . . .  rendent  convergentes  les 
séries  indiquées,  on  aura 

J — —  —   —  e/V)  j  -1 ai»  I  , 

«0—  ©oÇ  2  2         * 

5 

(56)  l^^îZLêii^l,,,,^!,,^,, 

«0  —  Po  -5  2  2 


Toutes  les  fonctions  cherchées  étant  les  transforma- 
tions linéaires  de  z  et  de  î^,  on  peut  prendre  pour  fonc- 
tions F  et  4>  les  fonctions  déterminées  par  les  seconds 
membres  d'une  équation  (55)  et  d'une  équation  (56)  ; 
toutefois  il  restera  à  déterminer  les  coefficients  d'une 
transformation  linéaire  de  Tune  au  moyen  de  l'autre, 
pour  que  les  deux  fonctions  obtenues  se  corres- 
pondent (*). 

La    méthode    que    nous   venons    d'indiquer   et   qui 


(*)  Les  quantités  m„  m,,  ...,  |x„  jij,  ...  peuvent  être  telles  pour 
que  (t'ioj,  et  llbp  X,,  et  llb,,  ...  se  correspondent;  c'est,  par  exemple, 
ce  qui  arrive  lorsque  les  quantités  m,  {x  sont  toutes  nulles. 
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est  analogue  à  la  seconde  inélhode  que  nous  avons 
donnée  {Nou%^.  Ann.,  igoS)  pour  déterminer  les  fonc- 
tions F(.r)  de  groupe  (F)  donné,  donne  lieu  k  une 
discussion  analogue.  Pour  ne  point  trop  allonger  cette 
Note,  nous  prions  le  lecteur  de  se  reporter  à  la  Note 
précédente  et  nous  ne  rappellerons  que  cette  remarque  : 

s'il  existe  un  nombre  o>  tel  que  T]/»  ^^'^  convergente 

et  que  les  séries   ^^7;^  (/i=:i,  2,  . . . ,  co  —  i)    soient 

divergentes  ou  constantes,  on  a  Tune  des  fonctions  2^ 
clierchées  du  groupe  de  transformation  (^F)  par  la 

fonction  T^tj^;  la  même  remarque  s'applique  aux  séries 
en  T. 

Les  deux  méthodes  que  nous  venons  d'exposer  pour 
la  recherche  des  fonctions  F  et  4>  dont  les  groupes  de 
transformation  sont  donnés  présentent  les  mêmes  avan- 
tages et  aussi  les  mêmes  difficultés  que  les  deux  mé- 
thodes que  nous  avons  données  précédemment  pour 
déterminer  les  fonctions  F{x)  dont  on  donne  le  groupe 
de  substitutions;  pour  la  comparaison  de  ces  méthodes 
il  suffit  de  se  reporter  à  la  Note  précédente.  On  ap- 
pliquera facilement  ces  méthodes,  à  titre  d'exercice, 
aux  substitutions  qui  transforment  sinx  en  cosx,  ou 
réciproquement,  et  à  celles  qui  transforment  snx 
en  sn(K  +  x)  ou  réciproquement. 

La  théorie  générale  que  nous  avons  indiquée  briève- 
ment a  de  nombreuses  et  importantes  applications; 
nous  verrons  notamment  dans  la  suite  comment  elle 
conduit  aux  transformations  de  Lie  pour  les  équations 
différentielles. 
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GOi\GOURS  DADNISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1903. 
COMPOSITION  DE  NATHÉMATIOUES. 

Solution  par  M.  PHILBERT  DU  PLESSIS. 


Deux  points  P,  ?<,  rapportés  à  un  système  d'axes 
rectangulaires  Ox,  Oy^  Oz,  ont  pour  coordonnées  a, 
i,  c  et  <7|,  frï,  C|.  De  ces  points  partent  respectivement 
deux  droites  [D]  et  [D,]  ayant  pour  cosinus  direc- 
teurs a,  p,  y  ei  a<,  j3| ,  yi .  L'axe  des  z  est  vertical. 

Deux  points  pesants,  placés  d^ abord  en  P  et  P< ,  sont 
abandonnés  à  eux-mêmes,  au  même  instant,  et  des- 
cendent sur  les  droites  [D]  et  [D|],  sur  lesquelles  ils 
occupent,  au  bout  du  temps  A,  les  positions  M  et  M| . 

I.  Exprimer  les  coordonnées  des  points  M  et  Mj  en 
fonction  du  temps. 

Les  masses  des  deux  points  étant  [jl  et  [jL|,  déterminer 
le  mouvement  de  leur  centre  de  gra^nté  G. 

En  supposant  Ci  =  c,  v,  =  y,  trouver  à  quelles  con- 
ditions doivent  satisfaire  a,  a,,  P,  ^i,  et  quelle  doit 

être  la  valeur  du  rapport  --  pour  que  G  décrive  une 

droite  verticale, 

II.  Ces  dernières  conditions  étant  remplies,  former 
l'équation  de  la  surface-lieu  de  la  droite  WMi,  quand 
le  temps  varie. 

Mettre  en  évidence  les  génératrices  recti lignes  de 
cette  surface. 

Calculer  les  coordonnées  de  son  sommet. 

III.  Le  mètre  étant  pris  pour  unité  de  longueur,  on 
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suppose  que  Von  ait 
a  =  6  =  o,  c  =  i,        ai  =  o,  ^1=2,         Ci  =  i, 

jDa/i.ç  ce  ca5  particulier,  calculer  le  rapport  —,  rf^; 
telle  sorte  que  G  parcoure  une  droite  verticale  :  cal- 
culer, en  outre,  sa  vitesse  v  à  V instant  ou  il  vient  ren- 
contrer Vaxe  des  y^  ainsi  que  la  durée  t  de  sa  chute 
jusqu'à  cet  instant.  Ces  valeurs  seront  calculées  en 
secondes  pour  le  temps,  en  mètres  à  la  seconde  pour 
la  vitesse  y  en  prenant  9,8  pour  valeur  de  V  accélé- 
ration due  à  la  pesanteur, 

N.  B.  —  //  est  bien  entendu  quon  ne  tient  aucun 
compte  du  frottement,  ni  de  la  résistance  de  V air  dans 
le  mouvement  des  points  M  et  M| . 

SOLUTION    ANALYTIQUE. 

I.  On  sait,  d'après  la  théorie  du  plan  incliné,  que 
chacun  des  points  M  et  Mi  décrit  la  droite  correspon- 
dante d'un  mouvement  uniformément  varié  dont  l'accé- 
lération est  égale  à  la  projection  de  l'accélération  de  la 
pesanteur  sur  cette  droite. 

Si  donc  on  suppose  Taxe  Oz  dirigé  du  bas  vers  le 
haut,  l'accélération  du  point  M  sur  la  droite  D  est  égale 
à  — ^Y,  et  ses  projections  sur  les  trois  axes  sont  respec- 
tivement 

ce  qui  donne  immédiatement,  pour  les  coordonnées  du 
point  M  au  bout  du  temps  t^ 

(0  {:r=b-'-ff?^(t\ 
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et,  de  même  pour  le  point  M4 , 


(!')  {^  =  ^-:^^?iïi''> 

Les  coordonnées  du  cenlre  de  gravité  G,  égales,  comme 
on  sait,  à 

sont  donc  données  par 

fZ  -f-  {Il  -^^  {X  H-  {Al  ' 

\  {^-+-{Xl  2^  tA-f-{l, 

équations  de  même  forme  que  les  précédentes,  qui  défi- 
nissent par  suite  aussi  un  mouvement  rectiligne  unifor- 
mément varié. 

La  droite  décrite  par  le  point  G  sera,  d'ailleurs,  ver- 
ticale si  X  tt  Y  sont  indépendants  de  /,  c'est-à-dire  si 

{xaY-^{XiaiYi  =  o, 
Dans  rhypothèse  où  y  =  ^i ,  ces  égalités  peuvent  s'écrire 

et,  puisque  les  égalités 

«*-+■  P«H- Y«  =  «î -+- Pî M- YÎ  =  I 
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on  a 


Or,  les  masses  |jl  et  [A|  étant  essentiellement  positives, 
la  valeur  —  i  seule  convient.  On  a  donc  finalement 

(3)  a=— a,,         p=— pi,         fx  =  jii. 

En  d'autres  termes,  les  droites  D  et  Di  également  in- 
clinées sur  Oxy  le  sont  en  sens  contraire,  leurs  projec- 
tions sur  ce  plan  étant  parallèles,  et  les  masses  des 
points  M  et  M|  sont  égales. 

Si,  en  outre,  on  tient  compte  de  Tégalité  c  =  C|,  on 
voit  que  les  coordonnées  du  point  G  se  réduisent  alors  à 

X= -,         Y=  ,  Z  =  c ^y'<*. 

a  z  a     ' 


H.  Si,  dans  les  équations  de  la  droite  MM^ 

on  remplace  x,  j',  z,  X|,^o  ^<   P^iï*  leurs  valeurs  (en 
tenant  compte  des  hypothèses  c^=Ct,  y  =  y,  ),  et  si  l'on 

pose  "gyi^^  0,  on  a 


a  — ai- 26»  ~  6-61-263'  ^"^      ^^* 

Éliminant  0  entre  ces  équations,  on  a,  pour  la  surface 
décrite  par  la  droite  MM|,  Téquation 

Y(X^a)  — a(Z  — c)     ^    v(Y— 6)— P(Z  — c) 
Y(a  — ai)-H2a(Z  — c;  "  f  (6  —  61  )  h- 2f)(Z  —  c) 
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qu'on  peut  écrire 

U(Z-.,[?(x_îi-)-.(v-^)] 

(  -,»-.„(v-^)]=o. 

Cette  équation  définit  un  paraboloï Je  hyperbolique.  On 

voit  immédiatement  qu'elle  se  simplifie  beaucoup  lors- 

,                              Il     •    •                  •    .  /a-f-ai     b-hôi       \ 
qu  on  transporte  1  origine  au  point  ( — , >  cj, 

centre  de  gravité  des  points  P  et  P,.  Elle  devient  alors 

(ibis)    2Z'(pX'-aY')-4-Y[(6  — 6,)X'-(a-a,)Y']  =  o. 

Les  plans  directeurs  de  ce  paraboloïde  sont 
Z'=o,         pX'-aY'=o, 

et  ses  deux  systèmes  de  f;énératrices  rectilignes 

(  pX'-aY'=X[(6-^»,)X'-(a-a,)Y'], 
^^^  I  .XZ--Y; 

^^^         l  j,(px'-aY')  =  -Y. 

Les  plans  directeurs  étant  rectangulaires,  le  parabo- 
loïde est  équilatère,  et  son  sommet  est  à  la  rencontre  des 
deux  génératrices  respectivement  perpendiculaires  aux 
deux  plans  directeurs. 

La  génératrice ([jl)  perpendiculaire  au  plan  Z'=  o  est 
celle  pour  laquelle  |jl  =  oo,  c'est-à-dire 

(5)  X'=o,         Y'=o, 

et  la  génératrice  (X)  perpendiculaire  au  plan 

pX'— aY'  =  o 
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est  celle  pour  laquelle 

[(6-A,)X~p]?-4-[(a-a,)X-a]a  =  o; 


d'où 


1  = "'+?' 


^{b  —  bi)  -+-a(a  —  ai) 
ce  qui,  perlé  dans  la  seconde  équation  (a),  donne 

Le  sommet  étant  défini,  par  rapport  aux  nouveaux  axes, 
par  les  é(|ualions  (5)  ci  (6),  ses  coordonnées  rapportées 
aux  anciens  seront 

^       a -h  ai 


Y  = 


•2 

, 


111.  Avec  les  données  de  Ténoncé,  les  formules  (3), 
où  Ton  remplace  par  p  le  rapport  ~,  deviennent 

Pour  que  le  point  défini  par  (!es  coordonnées  décrive 
une  verticale,  il  faut  et  il  suffit  (|ue  X  soit  indépendant 
de  /  (Y  Tétant  déjà),  ce  qui  donne 

On  a,  dès  lors, 
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Lorsque  le  point  rencontre  Taxe  Oy,  son  Z  est  nul, 
et  le  temps  de  la  chute  est,  dès  lors,  donné  par 


'-7(^"^'''*="^ 


d*oà 


t=.f  /  '-^^^ 


'V     9.8(.  +  /3) 


ou,   en    multipliant   haut    et   bas  sous   le   radical    p<ir 
v/3-i, 


■V^ 


,'a-.',,<6. 


Si  nous  représentons  le  mouvement  vertical  du  point 
par  Téquation 


Z  =  i- 

1 


(  ou  g^=  -7-7= r^  ),   uous  venons  de  trouver,   pour 

le  temps  de  la  chute, 

D'autre  part,  la  vitesse  est  donnée  en  valeur  absolue 

par 

s?^  g'  t. 

Ou  a  donc,  pour  la  vitesse  à  l'instant  considéré, 

et,  par  suite, 

vt  =  2. 

Doue 

'^  '^  /.  « 

1^=  7  =  —  =2™,  6-8. 

i        0,746 
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SOLUTION    GÉOMÉTRIQUE. 

I.  Les  segmenls  parcourus  dans  le  même  temps  par 
M  et  M|  sur  les  droites  D  et  D|  à  partir  des  points  P 
et  P<  sont  proportionnels  aux  projections  de  Taccélé- 
ration  g  sur  ces  droites.  Ces  points  engendrent  donc  des 
ponctuelles  semblables,  et  la  droite  qui  les  joint  décrit 
un  paraboloïde  hyperbolique.  Comme,  d'autre  part,  le 
centre  de  gravité  G  divise  le  segment  M!VI<  dans  un  rap- 
port constant  (inverse  de  celui  des  masses  |jl  et  uL|),  il 
décrit  une  génératrice  A  de  ce  paraboloïde,  de  même 
système  que  D  et  D,,  et,  de  plus,  il  engendre  sur  cette 
génératrice  une  ponctuelle  semblable  aux  ponctuelles  (M) 
et  (M|).  Le  mouvement  de  G  est  donc  recliligne  et  uni- 
formément varié. 

Si  A  est  verticale,  le  plan  directeur  correspondant  est 
vertical,  et  les  droites  D  et  D(  étant  alors  parallèles  à  un 
même  plan  vertical  ont  leurs  projections  liorizonlales 
parallèles.  Leurs  inclinaisons  supposées  égales  (y  =  ^^) 
doivent  être  de  sens  contraire,  sans  quoi  le  paraboloïde 
se  réduirait  au  plan  des  deux  droites  parallèles  qu'on 
obtiendrait  alors,  et  A  ne  saurait  être  verticale  tant 
que  D  et  D|  ne  le  seraient  pas. 

Sur  ces  droites  inclinées,  M  et  M,  parcourent  des 
segments  égaux  entre  eux  dans  le  même  temps.  Donc, 
la  projection  horizontale  de  MMi  passe  par  un  point 
fixe,  milieu  de  la  projection  horizontale  de  PP«,  et  le 
centre  de  gravité  G  ne  peut  décrire  une  verticale  qu'au- 
tant qu'il  se  projette  horizontalement  en  ce  point  fixe, 
ce  qui  exige  que  G  soit  au  milieu  de  MM^,  c'est-à-dire 
que  |x=  |X4. 

IL  Lorsque,   en  outre,  c  =  Ci^  c'est-à-dire  lorsque 
les  points  de  départ  P  et  P^  sont  au  même  niveau,  la 
Ann,  de  Mathémat,,  4*  série,  t.  III.  (Juillet  igoS.)  21 
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droite  MM|  reste  constainiuent  horizontale  et  engendre, 
par  suite,  en  s'appuyant  sur  Det  D^,  uu  paraboloïde 
hyperbolique  dont  un  plan  directeur  est  horizontal, 
l'autre  étant  parallèle  à  D  et  D^,  par  suite  vertical.  Ce 
paraboloïde  est  donc  équilalère. 

Les  génératrices  du  premier  syslèiiie,  qui  ne  sont 
autres  que  les  droites  JVIMi,  renroiilrenl  toutes,  comme 
nous  venons  de  le  voir,  la  verticale  A  décrite  par  G. 

Les  génératrices  du  second  système,  parallèles  au  se- 
cond plan  dinîctenr,  rencontrent  toutes  la  perpendicu- 
laire commune  tt  à  D  et  D,,  qui  est  évidemment  une 
génératrice  du  premier  système,  puisque  horizontale. 

Les  génératrices  A  et  tt  respectivement  perpendicu- 
laires aux  deux  plans  directeurs  déterminent  un  plan 
tangent  perpendiculaire  à  Taxe,  celui-ci  étant  paral- 
lèle à  Tintcrsection  des  plans  directeurs.  Leur  point  de 
rencontre,  milieu  de  la  perpendiculaire  commune  à  D 
et  D,,  n'est  donc  autre  que  le  sommet  du  paraboloïde. 


BIBLIOGRAPHIE. 


De  l'expérience  en  Géométrie;  par  M.  C.  de  Frey- 
cinet.  —  In-8°.  Paris,  Gaulhier-Villars;  igoS. 

La  Géométrie  est-elle  uniquement  rationnelle,  ou  bien 
a-t-elle  une  origine  expérimentale  ? 

Telle  est  la  question  que  M.  de  Freycinet  traite  dans  son 
dernier  Ouvrage  avec  son  talent  habituel.  On  lit  avec  plaisir, 
et  sans  fatigue,  cette  discussion  pleine  (inaperçus  originaux  et 
faite  avec  une  netteté  et  une  précision  remarquables. 

La  réponse  à  la  question  dépend  évidemment  du  caractère 
que  l'on  reconnaît  aux  axiomes.  S'ils  sont  d'ordre  purement 
logique,  s'ils  rentrent  dans  la  catégorie  des  vérités  évidentes 
par  elles-mêmes,  la  Géométrie  est  uniquement  mathématique 
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comme  l'Arithmétique.  Au  contraire,  si  ces  axiomes,  dépourvus 
du  caractère  de  nécessité,  doivent  être  recherchés  dans  les 
enseignements  de  l'expérience,  la  Géométrie  se  rapproche  de 
la  Physique  mathématique. 

L'auteur  se  rattache  à  cette  dernière  manière  de  voir,  tout 
en  précisant  le  sens  de  la  notion  expérimentale  en  Géométrie. 

Dans  les  sciences  naturelles,  l'expérimentation  porte  sur 
des  choses  concrètes  et  se  réduit  à  la  constatation  d'un  fait 
matériel.  En  Géométrie,  les  expériences  existent  aussi  à  l'ori- 
gine; mais  elles  sont  idéalisées  et  généralisées. 

Les  axiomes  géométriques  correspondant  à  des  réalités,  il 
ne  nous  appartient  pas  de  rejeter  arbitrairement  ceux  dont  la 
forme  ne  convient  pas  à  notre  esprit. 

Aussi,  sans  nier  rinlérol  des  Géomélries  abstraites,  M.  do 
Frcycinet  s'attache  à  la  seule  Géométrie  euclidienne,  où  le 
rôle  de  l'expérience  apparaît  sans  restriction. 

Le  premier  Chapitre  comprend  l'élude  des  principaux  con- 
cepts de  la  Géométrie.  Ces  notions  fondamentales  ont  leur 
origine  dans  l'expérience  universelle;  elles  nous  sont  suggérées 
par  la  vue  du  monde  extérieur. 

La  raison  intervient  pour  compléter  l'expérience  presque 
inconsciente  :  elle  épure  l'image  reçue  et  crée  un  type  idéal 
dont  les  qualités  ne  procèdent  pas  de  notre  entendement,  mais 
nous  sont  dévoilées  par  l'observation  de  la  nature. 

L'auteur  examine  successivement  les  notions  relatives  ù 
Tespace,  la  distance,  le  volume,  la  surface,  la  ligne,  le  point. 
Pour  ces  dernières,  on  voit  apparaître  nettement  le  travail 
d'abstraction  qui,  de  l'élude  des  corps  de  la  nature,  nous  con- 
duit à  la  conception  des  figures  géométriques. 

La  notion  de  parallélisme  est  ensuite  développée. 

Après  avoir  rappelé  les  définitions  classiques  et  signalé  les 
inconvénients  qu'elles  présentent,  M.  de  Freycinet  propose  la 
formule'suivante  :  Deux  droites  sont  parallèles  quand  elles 
sont  partout  à  la  même  distance  l'une  de  l'autre.  Il  restera, 
bien  entendu,  à  montrer  la  possibilité  d'un  tel  système  de 
droites,  et  à  préciser  l'idée  de  distance;  mais  ceci  fait,  la  nou- 
velle définition  présente  sur  les  autres  deux  avantages  :  le 
parallélisme  ainsi  dépeint  est  susceptible  d'une  vérification 
expérimentale;  en  second  lieu,  il  n'introduit  pas,  à  la  base  de 
la  Géométrie  élémentaire,  la  notion  de  l'infini. 

Le  second  Chapitre  comprend  l'étude  des  axiomes   géomé- 
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triques.  L'auteur  signale  en  passant  un  certain  nombre  d'entre 
eux,  qui  sont  d'ordre  purement  logique,  et  n'appartiennent 
pas  en  propre  à  la  Géométrie. 

Les  autres,  que  l'on  nommera  lois  naturelles,  se  réduisent 
à  un  petit  nombre  de  propriétés  essentielles  du  point  et  de  la 
droite;  la  logique  est  impuissante  à  les  établir  et  M.  de 
Freycinet  s'attache  à  en  montrer  l'origine  expérimentale. 

1°  La  ligne  droite  est  le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un 
autre. 

Cet  axiome  peut,  il  est  vrai,  s'établir  logiquement,  en  par- 
tant de  certaines  propriétés  de  la  ligne  droite  et  en  s'aidant  de 
considérations  analytiques.  Mais  la  démonstration  est  fort 
longue. 

De  cet  axiome  fondamental  résulte  naturellement  la  notion 
de  distance  :  distance  de  deux  points,  distance  d'un  point  à 
une  droite,  etc. 

7^  D'un  point  à  un  autre,  on  ne  peut  mener  qu'une  seule 
ligne  droite. 

C'est  là  une  vérité  qu'on  présente  souvent  comme  une  évi- 
dence que  la  raison  proclame.  Mais  l'expérience  est  nécessaire 
pour  établir  la  coïncidence  de  deux  droites  qui  ont  deux  points 
communs. 

3"*  Une  ligne  droite  peut  être  prolongée  indéfiniment  dans 
les  deux  sens. 

Cette  propriété  est  celle  qui  parait  la  plus  évidente  par  elle- 
même  et  l'on  peut,  dit  l'auteur,  se  demander  s'il  est  nécessaire 
d'en  faire  une  loi  naturelle. 

Mais  le  concept  de  la  droite  n'est  que  la  résultante  de  nos 
impressions  physiques  et,  ici  encore,  c'est  l'expérience  qui,  en 
dernière  analyse,  prononce. 

4"  La  ligne  droite  peut  servir  d'axe  de  rotation. 

L'expérience  seule  nous  apprend  qu'une  figure  invariable 
peut  tourner  autour  d'une  droite  sans  subir  aucune  défor- 
mation. 

5"  Une  ligne  droite,  qui  a  commencé  par  s'éloigner  d'une 
autre,  ne  peut  pas  ensuite  s'en  rapprocher. 

La  vérification  expérimentale  est  aisée.  11  est  à  remarquer 
que  l'axiome  se  borne  à  la  constatation  du  phénomène  de 
divergence  dans  sa  généralité.  La  loi  de  variation  de  la  distance 
d'un  point  de  l'une  des  droites  à  l'autre  est  inutile. 

Cet  axiome  est  la  base  d'une  nouvelle  théorie  des  droites 
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parallèles.  On  en  déduitimmédiatement  l'existence  des  droites 
parallèles,  et  Ton  démontre  ensuite  sans  difficulté  que,  par  un 
point;  l'on  ne  peut  mener  qu'une  parallèle  à  une  droite. 

Ainsi,  l'auteur  évite  le  postulatum  d'Euclide.  Sans  se  refuser 
à  admettre  ce  principe,  il  regrette  de  ne  pas  le  voir  se  pré- 
senter à  nous  sous  ces  apparences  de  simplicité  et  de  clarté 
que  nous  confondons  si  volontiers  avec  l'évidence,  et  qui 
achèvent  d* entraîner  notre  adhésion, 

6*"  Dans  un  plan,  on  peut  tracer  des  lignes  droites  dans  tous 
les  sens. 

Cet  axiome  fondamental  du  plan  est  encore  reconnu  par  le 
témoignage  des  sens. 

Le  Chapitre  est  complété  par  quelques  remarques  sur  les 
types  élémentaires  de  la  Géométrie. 

La  Géométrie  ordinaire,  qui  prend  pour  types  fondamentaux 
la  droite  et  le  plan,  est  en  harmonie  avec  les  faits  naturels  et 
avec  nos  propres  concepts. 

Une  Géométrie  abstraite  basée  sur  d'autres  éléments  peut 
être  susceptible  d'un  développement  logique;  mais  elle  est 
nécessairement  artificielle  et  imparfaite. 

Le  dernier  Chapitre  a  pour  titre  :  Du  problème  géomé- 
trique. 

On  peut  définir  la  Géométrie  :  l'étude  des  propriétés  des 
figures.  Elle  fournit  par  voie  de  conséquence  la  mesure  de  cer- 
tains éléments  à  la  faveur  des  relations  qui  expriment  ces  pro- 
priétés. 

L'auteur  partage  la  Géométrie  concrète  en  Géométrie 
ancienne  ou  spéciale  et  Géométrie  moderne  ou  générale. 

La  première  se  borne  à  l'étude  individuelle  des  types. 

La  Géométrie  moderne  prolonge  et  élargit  la  Géométrie 
ancienne,  sans  la  remplacer.  Elle  fournit,  pour  l'étude  des 
formes  et  des  questions  qu'elles  soulèvent,  une  méthode  plus 
sûre. 

M.  de  Freycinet  examine  successivement  la  méthode  de 
Descartes,  qui  permet  de  substituer  la  notion  de  groupes  géné- 
raux à  celle  de  spécimens  particuliers,  puis  l'invention  de 
Leibnitz,  qui  arriva  à  point  pour  suppléer  à  l'insuffisance  du 
calcul  purement  algébrique. 

La  Géométrie  moderne,  qui  a  pris  tant  d'extension,  ne  dif- 
fère pas,  malgré  son  caractère  d'abstraction,  de  la  Géométrie 
ancienne.  Elle  emprunte  les  mêmes  notions  expérimentales,  et 
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vit  des  matériaux  que  celle-ci  a  amassés  et  lui  fournit  libé- 
ralement. 

Dans  ce  résumé  du  beau  Livre  de  M.  de  Freycinet,  nous 
avons,  le  plus  souvent,  reproduit  exactement  le  texte  de 
Fauteur.  Ces  quelques  extraits  suffiront  peut-être  à  montrer 
que,  suivant  son  habitude,  M.  de  Freycinet  sait  rendre  attrayants 
les  sujets  les  plus  abstraits,  et  que  son  impeccable  logique 
n'est  pas  dépourvue  d'agrément. 

Les  mathématiciens  ne  sont  pas  les  seuls  qui  liront  avec  in- 
térêt et  profit  cet  Ouvrage  sincère.  H.  Deroide. 


CERTIFICATS  DE  MÉCANIQUE  RATIONNELLE. 


Besançon. 
Épreuve  écrite.  —  Mouvement  d'un  mobile  sollicité  d'un 

centre  fixe  par  une  force  fi 1 — r)  «^  animé  d'une  vitesse 

initiale. 

Solution. 

On  peut  supposer  la  masse  du  mobile  égale  à  i.  On  appliquera 
les  théorèmes  des  aires  et  des  forces  vives.  Les  intégrales  obte- 
nues sont  trigonométriques  ou  logarithmiques.  Soient  r©,  i'oj  9o 
le  rayon  vecteur  initial,  la  vitesse  initiale  et  l'angle  de  la  vi- 
tesse initiale  avec  le  vecteur,  il  y  a  deux  cas  principaux  à  dis- 
tinguer : 

i»  Si 

rlvl  sin«(Po>  n, 

les  intégrales  qui  se  présentent  sont  trigonométriques  et  les 
résultats  se  rapprochent  de  ceux  que  donne  la  loi  de  Newton.  Si 

,  ^    2//H        n 

on  a  une  courbe  présentant  un  rayon  vecteur  minimum  et  des 

branches  infinies.  Si 

,   ^  7.fm        n 


/•o  ' 
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la  courbe  a  un  rayon  vecteur  maximum  et  un  rayon  vecteur 
minimum. 

2**  Si 

rjfj  sin*Oo<  n, 

les  intégrales  sont  logarithmiques;  la  courbe  admet  l'origine 
comme  point  asymptote.  Si 

fni 

/u  ri 


il  y  a  un  parallèle  maximum.  Si 


•;•  fin         n 

-f- 


la  courbe  s'étend  à  l'infini. 

Épreuve  pratique.  —  Tracé  d'une  came. 

(Novembre  1901.) 

Épreuve  écrite.  —  i"*  On  considère  un  système  matériel 
soumis  à  des  liaisons  moyennant  lesquelles  le  système 
admet  une  /onction  des  forces;  démontrer  que  toute  posi- 
tion du  système  pour  laquelle  la  fonction  des  forces  prend 
une  valeur  minima  est  une  position  d'équilibre  stable  ; 

'}."  On  considère  le  système  d'un  solide  invariable  pesant 
tournant  sans  frottement  autour  d'un  axe  vertical  xy  et 

x\ 


I 


d'une  masse  pesante  glissant  sans  frottement  sur  la  sur- 
face d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  xy  et  qui  est 
lié  invariablement  au  solide. 
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Déterminer  le  mouvement  de  ce  système  et  les  valeurs 
MAXiMA  et  uiNiMA  de  la  somme  des  réactions  des  appuis  de 
Vojce  estimées  parallèlement  à  cet  axe. 

Achever  ce  dernier  calcul  dans  le  cas  où  la  vitesse  ini- 
tiale  de  la  petite  masse  pesante  est  perpendiculaire  au  plan 
de  cette  masse  et  de  Vaxe  xy.  (Novembre  1902.) 

Gaen. 

Epreuve  rcritb.  —  I.  Étant  donnés  deux  axes  rectangu- 
laires OX,  OY  et  la  chaînette 


y 


a(^        "^ 


un  triangle  ABC,  dont  l'angle  A  est  égal  à  90°  et  le  côté  AB 
à  a,  glisse  sur  OXY  de  manière  que  AG  reste  tangent  à  la 
chatnette  et  que  le  sommet  B  parcoure  OX  avec  une  vitesse 
constante  a\.  Trouver,  pour  une  position  donnée  de  ABC, 
le  centre  instantané,  le  cercle  des  inflexions,  le  lieu  des 
points  où  l'accélération  tangentielle  est  nulle.  Déterminer 
l'accélération  du  point  A  en  fonction  de  l'angle  a  de  AG 
avec  OX. 

Le  centre  instantané  est  au  point  où  AG  touche  la  chai' 
nette,  l'accélération  de  A  a  pour  composantes 

dv  ..  ,  v^       >  •       . 

-7-À»acos'a,  —  =  Â*asina  cosa. 

at  p 

II.  Mouvement  d'un  point  M  assujetti  à  rester  sur  une 

sphère  et  attiré  vers  un  diamètre  ZZ'  par  une  force  — — r — y 

X  étant  une  constante,  u  la  distance  de  M  à  ZZ'.  Pression 
sur  la  sphère. 

Cas  où,  à  r instant  initial,  M  est  sur  le  grand  cercle 
perpendiculaire  à  ZZ',  sa  vitesse  faisant  un  angle  de  45® 
avec  cet  axe. 

La  pression  est  constante 


.R(ei.  +  Wsi„.e.-^); 
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tians  le  cas  particulier  y  équations  de  la /orme 

sinOt/0 


dt  =± 


dt^^±- 


/u>s  -h  (  X*  —  i  a>«  )  cos2  0 


sin*  0  /a>*-»-(X*— u>»)cot2  0 

Éprecvb  pratique.  —  Calculer  le  poids  de  l'air  en  équi^ 
libre  relatif  dans  un  cylindre  droit,  de  i"  de  hauteur ^ 
de  2"  de  rayon  de  base,  faisant  5o  tours  par  seconde  autour 
de  son  a>xe  et  communiquant  avec  V atmosphère  par  deux 
trous  aux  centres  des  bases.  Pression  atmosphérique  :  \^% 
par  centimètre  carré;  poids  de  i'  d'air  :  i*,29;  ^  =  9",  8i. 

Le  poids  cherché  est  74718*.  (Juillet  1902.) 

Épreuve  écrite.  —  I.  Figure  d'équilibre  d'un  fil  contenu 
dans  un  plan  et  dont  chaque  élément  ds  est  repoussé  d'une 
droite  OX  du  plan  par  une  force  perpendiculaire  à  OX  et 
égale  au  quotient  de  ds  par  le  carré  de  sa  distance  à  la 
droite. 

Solution. 
Les  équatioQS  connues,  avec  y'>o,  donnent 


/         ^dy^  _      /  I         I  \  dy^  _  a»        la^y       a» 

\    ^^d^~''\J'~"^)'  Tx^^y^  c'  "^  ?""'' 

a  et  c  étant  des  constantes  dont  la  première  est  >  O;  —  doit 

I  dy^ 

être   >   la  plus  grande  des  valeurs,   -9   qui  annulent  -r-i', 

si  a  >  O,  j^  devra  être  compris  entre  O  et  a,  forme  rappelant 
la  cycloïde;  si 
on  a  un  cercle. 


la  cycloïde;  si  a<  O,  on  a  une  courbe  infinie;  pour  -  =  O, 


II.  Dans  un  plan  vertical,  un  disque  circulaire  pesant  de 
centre  À  est  assujetti  à  rouler  sans  glisser  sur  un  disque 
fixe  et  égal  O  :  l'angle  de  OA  avec  la  verticale  ascen- 

n 

dante  OZ  ayant  pour  cosinus  ^9  le  disque  A  est  abandonné 

o 
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sans  vitesse  à  Inaction  de  son  poids;  déterminer  son  mouve- 
ment. 

Solution. 
On  trouve  aisément  : 

^MR.x4§'  =  4M^(Z-cose),      N  =  ZM^(cos6-i). 

m.  Mouvement  d'un  cube  homogène,  soustrait  à  toute 
action  extérieure,  autour  d*un  de  ses  sommets. 

(Novembre  190a.) 

Grenoble. 

Épreuve  écrite.  —  Une  circonférence  homogène  de 
rayon  R  et  de  masse  2X*m  peut  librement  tourner  autour 
d'un  diamètre  vertical  fixe. 

Un  point  matériel  M  pesant  et  de  masse  m  peut  librement 
glisser  sur  cette  circonférence  sans  pouvoir  la  quitter. 

A  l'instant  initial,  la  circonférence  est  animée  d'une 
rotation  10  autour  de  son  diamètre  fixe  et  la  vitesse  rela- 
tive du  point  M  sur  cette  circonférente  est  nulle. 

Étudier  le  mouvement  du  système,  indiquer  les  diffé- 
rentes formes  de  la  trajectoire  sphérique  décrite  par  le 
point  i\I  et  calculer,  en  fonction  de  la  position  du  système, 
la  réaction  de  la  circonférence  sur  le  point  M. 

Solution. 

En  (léOnissant  la  position  de  la  circonférence  par  un  angle  0 
et  celle  du  point  M  par  l'angle  cp  du  rayon  avec  la  verticale 
descendante,  appliquant  le  théorème  des  forces  vives  et  le  prin- 
cipe des  aires,  on  a  deux  intégrales  premières  qui  donnent 
immédiatement 

(igcosoH-A)(X^-l-sin«<p)-C« 

\di)  X^Tsm»^  ' 

d%  __  C 

dt  ""  X*H-  sin^'cp 

Si  l'on  pose  u  =  cosç, 

F(w)  =  {^u-^h\  (X«-M  — a»)  — G», 
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la  discussion  se  ramène  à  Tétude  du  signe  de  F(u)  qui,  en 
vertu  des  conditions  initiaJes,  admet  la  racine  uo;  la  substi- 
tution des  valeurs  db  v/X*-f-i  montre  que  les  trois  racines  sont 
réelles,  l'une  d'elles  étant  inférieure  à  —  i;  quant  à  la  troisième, 
elle  est  forcément  comprise  entre  —  i  et  -h  v^X*-H  i;  elle  peut 
donc  être  comprise  dans  l'un  quelconque  des  trois  intervalles 

—  1,    uo,    -+-I,    -+- /XTTT, 

et  cela  dépend,  comme  on  le  voit  facilement  sur  l'équa- 
tion F(u)  =  o  débarrassée  de  la  solution  Uq,  de  la  position 
de  (0*  par  rapport  aux  deux  quantités 

H_^_j£_^  jj,_  2^X* 

H  Mo'  R(X«4-I  — aJ)(^H-  Mo)' 

Si  Wo<  o,  H  est  négatif  et  la  trajectoire  de  M  est  une  espèce 
de  rosace  tracée  sur  la  sphère  et  ayant  pour  nœud  le  point  le 
plus  bas  ou  bien  une  espèce  de  sinusoïde  sphérique  comprise 
entre  deux  parallèles  suivant  que  tu*  est  inférieur  ou  supérieur 
à  H'.  Dans  les  deux  cas  la  trajectoire  est  au-dessous  du  paral- 
lèle initial. 

Si  Wo>o,  H  et  H'  sont  tous  deux  positifs  et  II  >  H'.  On 
trouve  encore  la  courbe  en  rosace  ou  la  courbe  sinusoïdale 
suivant  que  co*  est  inférieur  ou  supérieur  à  H',  mais,  dans  ce 
dernier  cas,  la  trajectoire  est  au-dessous  ou  au-dessus  du  pa- 
rallèle initial  suivant  que  co'  est  inférieur  ou  supérieur  à  H. 

Comme  cas  limites,  on  voit  que  si  lo*  est  égal  à  H',  F(a) 
admet  la  racine  -f- i  et  le  temps  devient  infini  quand  f  tend 

vers  -•  La  trajectoire  est  une  sorte  de  spirale  asymptote  au 

point  le  plus  bas  de  la  sphère;  enfin,  si  co*  est  égal  à  H,  ce  qui 
ne  peut  arriver  que  si  Uo>  o,  c'est-à-dire  si  le  parallèle  initial 
est  au-dessous  du  centre,  la  trajectoire  est  un  parallèle  décrit 
d'un  mouvement  uniforme. 

Pour  calculer  facilement  les  deux  composantes  de  la  réaction 
normale  il  suffit  d'écrire  en  coordonnées  polaires  e,  0,  cp,  les 
équations  du  mouvement  du  point  M  considéré  comme  entiè- 
rement libre,  puis  d'y  remplacer  r  par  la  valeur  constante  R 
et  les  dérivées  de  0  et  <p  par  leurs  expressions  en  fonction  de  cp 
déduites  des  équations  du  mouvement  du  système. 
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Épreuve  pratique.  —  On  a  un  parallélépipède  rec- 
tangle ABCD,  K' h' Qt'H'  solide  et  homogène;  on  considère 
les  deux  droites  indéfinies  fixes  D  e<  A  confondues  avec  AB 
et  C'B',  puis  le  plan  fixe  P  mené  par  D  perpendiculaire- 
ment à  A.  On  suppose  que  le  parallélépipède  soit  lancé  à 
partir  de  la  position  précédente  et  ne  puisse  se  mouvoir 
qu'en  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  :  i'  le  sommet  \ 
reste  sur  la  droite  fixe  D;  2*  le  sommet  C  reste  sur  la 
droite  fixe  A  ;  3°  /e  sommet  B  reste  sur  le  plan  fixe  P. 

On  pose  AB  =  a,  AD  =  ô,  AA  =  c,  on  désigne  par  m  la 
masse  du  parallélépipède,  par  Vq  la  vitesse  initiale  de  A 
sur  la  droite  D  et  Von  demande  d'exprimer  au  moyen 
de  a,  by  c,  m,  i^o  la  force  vive  initiale  du  solide. 

Solution. 

On  trouve  facilement  la  relation  entre  les  vitesses  initiales  v'o 
et  uo  de  A  sur  D  et  G'  sur  A  et,  au  moyen  de  Uo>  i^o»  on  a 
immédiatement  la  vitesse  du  centre  de  gravité  milieu  de  AC. 

Pour  avoir  la  force  vive  dans  le  mouvement  autour  du  centre 
de  gravité,  il  faut  calculer  les  composantes/?,  q^  r  de  la  rota- 
tion initiale  suivant  les  axes  du  parallélépipède. 

La  translation  du  centre  de  gravité  étaut  connue,  si,  au 
moyen  des  formules  générales  des  vitesses,  on  exprime  que  la 
vitesse  de  A  est  sur  D,  que  celle  de  G'  est  sur  A  et  que  celle 
de  B  est  dans  P,  on  a  cinq  équations  linéaires  se  réduisant  à 
trois  et  déterminant  les  valeurs  de  /?,  ^,  r  à  Tinstant  initiai. 
Le  calcul  des  moments  d'inertie  du  parallélépipède  et  l'appli- 
cation du  théorème  de  Kônig  permettent  alors  de  trouver 
l'expression  de  la  force  vive  initiale  en  fonction  des  données. 

(Juillet  1902.) 

Épreuve  écrite.  —  Une  tige  homogène  horizontale  AOB 
peut  librement  tourner  autour  d*un  axe  vertical  fixe  O-s. 
Une  autre  tige  pesante  GAD  normale  à  AB  peut  librement 
tourner  autour  décile.  Étudier  le  mouvement  du  système. 
Étudier  d'une  façon  détaillée  le  cas  où  le  système  part 
du  repos. 

Solution. 

En  appelant  6  l'angle  dont  tourne  la  tige  AB  et  op  celui  que 
fait  la  tige  GD  avec  la  verticale,  on  calcule  la  force  vive  du 


Digitized  by 


Google 


(  333  ) 

cystème;  elle  ne  contient  pas  6  et  il  en  est  de  même  de  la 
fonction  de  forces;  on  a  donc  deux  intégrales  immédiates, 
l'une  par  le  théorème  des  forces  vives,  Tautre  par  l'équation 
de  Lagrange  relative  au  paramètre  0.  On  en  déduit  une  équa- 
lion  de  la  forme 


^=/^(?), 


dt 

ei  l'élude  du  signe  de  F(cp)  se  ramène  à  l'étude  d'un  polynôme 
du  troisième  degré  en  coscp,  polynôme  dont  les  trois  racines 
sont  toujours  réelles.  Le  mouvement  de  rotation  de  CD  autour 
de  AB  est  périodique,  il  peut  être  oscillatoire  de  deux  façons 
dilTérentes  ou  encore  révolutif. 
6  est  donné  en  fonction  de  ^  par  une  quadrature 

-j-    =  R(COSCp)-f-      ^    =r> 

do  /Fc<p) 

el,  à  chaque  période,  0  augmente  d'une  quantité  constante. 

Si  le  système  part  du  repos  le  mouvement  de  CD  est  toujours 
oscillatoire  et  la  constante  K  étant  nulle,  le  mouvement  de 
rotation  de  AB  est  une  oscillation  périodique. 

ÉpREi'VE  PRATIQUE.  —  On  doiine  une  parabole  de  para- 
mètre -  et  une  droite  Oz  issue  de  son  sommet  et  faisant 

avec  Vaœe  un  angle  de  .'î^".  On  demande  de  déterminer 
complètement  V ellipsoïde  central  d'inertie  du  solide  homo- 
^ène  et  de  densité  i  engendré  par  la  rotation  autour  de  Oz 
du  segment  de  parabole  limité  par  cette  droite. 

(Novembre  1902.) 


SOLIJTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES. 


1952. 

(1903,  p.  576.) 

Trouver  toutes  les  fractions  rationnelles 
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jouissant  de  la  propriété  que,  si  on  les  développe  suivant 
les  puissances  croissantes  de  x,  les  coefficients  du  dévelop- 
pement  soient  égaux  à  zéro,  à  -+- 1  ou  à  —  i. 

(Lagusrrb.) 

SOLUTION 

Par  iM.  E.  Landau. 

Sans  restreindre  la  généralité,  on  peut  supposer  que  le  déno- 

minateur/(rr)  ne  disparaît  pas  pour  x  =  o\  car  si  le  dévelop- 

o(  x^ 
pement  de  -^, — -  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  ren- 

fermait  des  termes  à  exposants  négatifs 
,  ^    o(x)       an         O]  as-x 

on  aurait 

j.:    .      =  ao  -f-  «1  a?  -+- . . .  -I-  a,a7* -I- . . . , 

où  les  coeffîcients  sont  les  mêmes  que  dans  (i)  ;  on  obtient  donc 
toutes  les  fractions  rationnelles  satisfaisant  aux  conditions  du 
problème  en  ne  cherchant  que  celles  où  f{o  )  ^  o  et  en  les  divi- 
sant par  une  puissance  quelconque  x  à  exposant  entier  et  ^o.  ■ 
On  connaît  bien  l'exemple  de  la  progression  géométrique 

appartenant  aux  fonctions  cherchées;  on  en  déduit  successi- 
vement ces  autres  fonctions  qui  ne  sont  guère  plus  générales  : 

f{x)        \  —  x'^ 

A  désignant  un  entier  positif  quelconque, 

<p(a7)  __  bp-h  bjX  -h...-\-  bk-\X^-^ 
/{x)  "~  l    ~x^ 

=  (bo-{-  bix  -{-.., -h  b/,^ix^—^){i'hx*^'-hx*^''^-. ..) 
=  b^-h  bix  -^^  ..-hb/c-ix^'-^-^-  b^x^'-h,., 

-+- 6a- 1 J7**-* -+- 6o a?** 4- . . . , 
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où  boi  ^1,  •*.)  ^A^-i  désignent  k  nombres  dont  chacun  égale 
soit  zéro,  soit  -h  i,  soit  — i,  enfin 

f  o(ar) 

(î)     /  =  «0-»- «i^-H- •  • 

-+-  bk-i  a?"»-^*-»  -h  6o  ar»«-^^  -h . . . 
-h  6;^-,  ar"»+*^-  »  -h  6o a:'«-»"*A'  -f- . . . , 

où  m  désigne  un  entier  ^i,  A:  un  entier  ^i,  et  ao,  aj, . . .,  a;„-_|, 
6o^  6],  ...,  6jt-i  des  nombres  quelconques  égaux  à  zéro,  à  +i 
ou  à  —  I. 
Je  dis  maintenant  que,  inversement,  toute  série 

l  («„=  O,  -h  I,  — l), 

si  elle  représente  une  fonction  rationnelle,  est  contenue  dans 
le  type  (2)  et  peut,  par  conséquent,  être  mise  sous  la  forme 

|i£]  =  G(.)^H(.)^, 

G(t)  et  H(.t)  désignant  des    polynômes    de    degrés    m  —  1 
et  k  —  I  respectivement. 

En  effet,  soient,  dans  (3),  p  le  degré  de  cp(a7),  /*  celui  de/(x); 
Ton  sait  que  les  coefficients  a„  satisfont,  pour  tout  nombre  v 
supérieur  ou  égal  au  plus  grand  x  des  deux  nombres  o  et  p  —r-h  i , 
à  une  formule  de  récurrence 

(4  )  rtv-Hr  =  Tl  «v-»-/-l  -+-  Yl  "v-t-/-2  -h  .  .  .  -4-  Yr  ^'v, 

OÙ  Yi,  •  • .»  Y*-  ^^^^  ^^^  constantes.  On  en  conclut  que,  par  une 
succession  de  r  coefficients  ay,  ^v+i,  . . .,  a^-^-r-\y  le  coefficient 
suivant  av+r  est  complètement   déterminé,   quel   que   soit  le 
rang  v  où  cette  suite  commence,  v  étant  ^t. 
Je  considère  maintenant  les  ^f  -h  r  nombres 

^T»      ^T-»-l7       •••»      <3tx-h3'"-t-;--l  ? 
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ils  renferment  3''+i  systèmes  de  r  coefficients  successifs 

(5)  CTy,        ûfv-4-l>         •••»        ^V4-r— 1» 

savoir  pour  v  =  t,  t  h-  i  ,  . . . ,  t  -+-  3'*.  Chaque  ar  ne  pouvant 
avoir,  par  hypothèse,  que  trois  valeurs  distinctes,  un  système 
de  r  coefficients  ne  peut  être  formé  que  du  nombre  fiai 
de  3'*  manières  différentes;  parmi  les  3'*-+-!  systèmes  (5),  il 
faut  donc  qu'il  y  en  ait  au  moins  deux  qui  soient  égaux  terme 
à  terme;  il  existe  donc  deux  nombres  m  et  k  (m^x,  A-^i) 
tels  que 

am  ■=  O/n+Aj         <'/n-»-l  =  ^//H-Am-1>         •  •  •  »         <^m.-^i'—\  =  <ïm-+-A-»-r— 1  • 

En  vertu  de  (4),  on  en  déduit  successivement 

^m-k-r  =  ^m-i-k-hn  ^/«+-r-»-l  =  ^m-i-k-^r^x^  •  •  •  î 

en  un  mot, 

a\  =  ay, 
pour 

X  =  v    (modA),        X^m,        v^/n. 

A  partir  de  l'indice  m,  les  coefficients  se  répètent  donc  pério- 
diquement de  A:  en  A:;  en  posant 

«m  =  ào,  «m-i-i  =  ^1,  •  .  .  >  «m-+-A— 1  =  ^X-i» 

on  obtient 

-h  O/n-i x^"^  -f-  6o a?'» -+-  bi a:"*-»-»  -{-... 

-h  6;t-i  a:»»+**-*  -f-  bo  a7'»+ï*  -4- . . . , 

ce  qui  coïncide  bien  avec  (a). 

La  solution  générale  du  problème  proposé  est  donc 

où  G  (a?)  et  H  (a:)  désignent  des  polynômes  de  degrés  m  —  i 
et  k  —  I  respectivement,  dont  les  coefficients  sont  tous  égaux 
à  zéro,  à  H-  I  ou  à  — i. 
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^Ê-'                —  Fremiers  principes  dç  Gèomélnô  modeit^r  i^^; 

^^'                  ■   tlathèitiNtfqtfrs  ^pfnaiiw  it  dex  cataHriitt^  à  lu  Lu  a  m  €:  ci 
H^  m*  hi-*î»  in  t:c  [iuun.*s  ;  ï8<j()  , , . .  ^.^ . ,     3  fr, 

«40BENT   ^  H.).    ExamfnfiiAiïr  cTudmi^iHiun  [j  Fftcolo  PôlvUn^htiiqui*. 
I  i»\r*  rie  r  tenir-  i  >  ii\  i  rrunitjinv    j    voliuiie»  in^-H, 

Ui|Ufts  élément  il  Lra^*  5'  èdiliuii;  1897  , 4  ff , 

>i{}Js.  %'  f»*lînon  ;  jMtjî , , , , •.♦*,,,     ^  fi  * 

I  fuufiwis^  à  rik&ago  des  Clâ^D^^  do  MîuIji 

■^n;  [Hy^  ,,   ,, ^  Il 

IV*  ràâTtii.  —  CowpLtwKST  :  'i'/téorit*  de^t  fmhftmnrs  ri  piuHi^urx  r 

r.VrA.'V.   '    j8çj5 _  . r.  •  .  .  .^  .  .  .  t     fr       ^rr 

Jki^lhtiltt*    ar ,.y.v<'.    Grand    lll'H,     îHTt!     li-nu 

E  C  M JiuHce  d*  U  îugi'mieiïr  d^^s  l*onls  rt    ('fiauiiiiCo«,  Hi^p(*UUHïr  <i 
l>  ;   ./.,  L.o.t,.*^  —  Coordonnéei  parallèles  et  axiale"    '^-^t,//. 

■  nt'intfttr  i'I  procthté  iittitvTf/ft  dû  fait  ,/r 

...            ^  >ini  (Irv  r  inrjfoiyiée^  pyridtèlesJii'b',.. ,   .  ,._,,4<v^ 
et  »  iilaoehé  ;  1  ^> **.,,.     3  fr 

râDE,  Pr"k-ïn*ur  ù^ré**è  do  l  lÎRiveïriUv.  —  Premiérôa  Leçons  d^Algèlina 

'.  de   M.   Jn-t«i  Tivxtftv,  Sous-i»inn!leiïr  %\vi  f liHliL-s 
llcolo  Nf^riindo  sufierieuro*  hi-H;  i8îji.    .,     a  fr.   Vo  - 

f^       Piafi'fififîtir    dp  Scienres  pliv&îquL^s  h  VV\min<%\i'^  d  Kditi. 
'  railé  élëmeQUire  des  Quâtëmions.  1  radin i  ktif  la  a*  Ha- 

^^\M\\wé*  Dç»»x  lolumeé  griin«l 

I       t"  P*»TiE  :  Ihénrle*  App^hat'iom  ^éùméirique^ ,  1881.     7  fr.  5d 

iitn;  :  Citomeint*  fiejf  téurheâ  €i  dts  surfaces,  Cinéimthpw.jipp 

InUR  < Henri),  Pn>f<*s<<*nr  *ï-*  >(;iihoinaiîipïe!*  à  l'Univor^^il/*  de  Plin.- 
|Blr;:   —  Traité  d'algèbre  supérieure.   Principex,  iturmax  d*\K  t\p4*i' 
^^ppi'    .  '  ^?^'^A  ,'.  '  s   (li^i^i'ljri'/fff-.i,    /  M-   .ir.r  di'   f*o^f,"    Ti  mluil  di»  Jîilh'jtiimd 
^Ht  [^dr  J.  i*iMEi^s, ')[ii  ii^r^  I  '  Nont):d<>  sup^- 

^H<  -      M  nu  Lvrrr  <  :li.ii  lrfi,,i'if-  K'  \u--rpi  p;i^e5, 
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COMBEROUSSE  (Charles  de),  Ingénieur  civil,  Professeur  au  Conserva- 
toire national  des  Arts  et  Métiers  et  à  l'Ecole  Centrale  des  Arts  et  Ma- 
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SUPPLEMENT.  JuiLLKT  1903. 


CHRONIQUE. 

L'Académie  nationale  des  Sciences  d'Amérique  a  teou  sa  réunion 
annuelle  à  Washington.  Ont  élé  élus  :  Président,  M.  Alex.  Agassiz; 
vice-président, i\ï.  Ira  Rëmsen  ;  secrétaires,  MM.  S.  Nëwcomb  et  A.  Haguk  : 
trésorier,  M.  S.  Emmons.  M.  S.  Nëwcomb  a  élé  nommé  délégué  à  la 
réunion  de  l'Association  internationale  des  Académies. 


Université  de  Columbia  (1903-1904).  -  Théorie  des  fonctions 
d'une  variable  comple\e,  par  M.  Fiskk.  Théorie  des  groupes,  par 
M.  CoLK.  Théorie  de  la  fonction  potentielle,  par  M.  VVoodwahd.  His- 
toire des  Mathématiques,  par  M.  D.-E.  Smith.  Surfaces  et  courbes  dans 
IVspace,  par  M.  Maclay.  Théories  modernes  de  Géométrie,  par 
M.  Keyser.  Séries  infinies  par  M.  Linu.  — Groupes  de  transformations, 
par  M.  Kasser. 

Université  John  Hopkins  (1903-1904).  —  Géométrie  supérieure. 
Analyse  vectorielle,  cinématique,  par  M.  F.  Morley.  Équations  diflé- 
rentielles,  Théorie  des  nombres,  Théorie  élémentaire  des  fonctions,  par 
M.  Cohen. 


On  annonce  la  mort  de  M.  le  professeur  Gegenbauer  (de  Vienne). 

Le  Congrès  des  naturalistes  et  médecins  allemands  se  réunira 
à  Gassel  du  20  au  26  septembre  190^;  la  Section  de  «Mathématiques, 
Astronomie  et  Géodésie  «  se  confond  avec  la  réunion  de  la  Société 
/nai  hé  ma  tique  allemande.  Le  bureau  est  composé  de  MM.  Eberhard. 
F.  Stange,  Ernst  Hoebel,  K.  Beinhaler,  \\.  Schroder.  De  nombreuses 
r-ommunications  seront  faites  par  MM.  Blumenthai.,  Frickb,  Schoute, 
Wisr^ER,    HiLBERT,    Mehbike,     Mkyer,    MiNKowsKi,    Stackel,    Burk- 

flARDTy  etc. 

L'Association  australienne  pour  l'avancement  des  Sciences  st* 
i\.  A.  --  Suppl.  7 
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réunira  à  Dunedin  (Nouvelle-Zélande)  en  janvier  iqod,  sous  la  prêsi- 
tlence  de  M.  T.-W.  David,  de  Sydney.  Le  président  de  la  Ser.lion  \ 
(Astronomie,  Mathématiques,  Mécanique,  Physique)  est  M.  W.  Brag^;. 
auquel  peuvent  être  adressées  toutes  communications. 
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/Hanchi.  Sullc  quadriche  roniugate  in  deformazione.  —  Capelli,  Sulle  rela- 
/ionî  algebriche  fra  le  fuazioni  ^  di  una  variabile  e  sut  teorema  di  addizione. 
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Blanchi.  Sulla  nozione  di  gruppo  complcmentare  c  di  gruppo  derivato  nella 
leoria  dei  gruppi  coiilinui  fmiti  di  transformazioni.  —  Morera.  Sulla  transfor- 
inazione  dei  equazioni  difTcrcnziali  di  Hamiilon.  —  Af.  de  Franchis.  Sulle 
«'orrispondenze  aigehriclie  fra  due  curve. 

Pascal.  Introduzionc  alla  tcoria  dellc  forme  diH'crenziali  di  ordine  qual- 
iinque. 

Pascal,  Sulla  costruzione  dei  simboii  a  caratlerc  invarianlivo  nella  leoria 
«lelle  forme  differenziali  di  ordine  qualunquo.  —  liicci.  Sulle  superficie  get>- 
dctichc  in  una  vuricU'i  qualcuque  e  in  particolare  oclle  varictâ  a  tre  dinien- 
sionî.  —  Palatini.  Sulla  rapprcsentazione  délie  forme  ternario  mediante  la 
somma  di  potcnzc  di  forme  iineari. 
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fieodetirhe  in  una  variclc»  quelconque  e  in  particolare  nelle  varielâ  à  tr»* 
dimensioni. 


OUVRAGES    RÉCENTS. 

Salmon  (G  ),  Profes>cur  au  Collège  de  la  Trinité,  à  Dublin.  -  Traité  df 
(iéométrie  analytique  {Courbes  planes),  destiné  à  faire  suite  au  Traité  des 
Sections  coniques.  Traduit  de  l'anglais,  sur  la  3'  édition,  par  O.  Chemin,  In- 
î^énieur  des  l*onts  et  Chaussées,  Professeur  à  l'École  des  Ponts  et  Chaussées, 
et  augmente  d'une  Étude  sur  les  points  singuliers  des  courbes  algébrigue.s 
"planes,  par  G.  Halphen.  Nouveau  tirage.  In-8,  190a  (Paris,  Gaulhier- 
Villars). 

Cet  Ouvrage  forme  la  suite  naturelle  du  Traité  des  Sections  coniques,  cl 
sa  lecture  est  nécessaire  pour  la  complète  intelligence  du  Traite  de  Géomé- 
trie à  trois  dimensions  du  même  auteur.  On  y  trouvera  au  même  degré  lc<i 
remarquables  qualités  d'élégance  et  de  clarté  et  la  hauteur  de  vues  qui  ca- 
ractérisent l'œuvre  entière  de  M.  Salmon.  La  traduction  en  a  été  faite  avcr 
le  même  soin  jaloux  de  se  rapprocher  de  la  correction  de  l'original. 

UoucHÈ  (Eugène),  Membre  de  ITnstitut,  Professeur  au  Conservatoire  <le< 
Vrls  et  Métiers,  Examioaleur  de  sortie  à  l'École  Polytechnique,  et  Levy  (Lu- 
cien), Répétiteur  d'Analvse  el  Examinateur  d'admission  à  l'École  Polytech- 
nique. —  Analyse  infinitésimale  à  l'usage  des  Ingénieurs,  2  volumes  graii<l 
in-8,  se  vendant  séparément. 
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ÏOME  \,  Calcul  différentiel.  Dérivées  et  différentielles.  Changements  de 
rtiriables.  Séries.  Formules  de  Taylor.  Courbes  planes  et  gauches.  Sur- 
faces, Congruences.  Complexes.  Lignes  tracées  sur  les  surfaces.  Volume 
(le  viii-357  pages;  1900. 

Tome  II.  Calcul  intégral.  Intégrales  indéfinies  et  définies.  Séries  de 
Foitrier.  Fonctiqns  elliptiques.  Équations  différentielles  ordinaires  et  aux 
tierivées  partielles.  Calcul  des  variations.  Volume  in-8  de  829  pages;   ipolî. 

Ce  second  Volume  est  consacré  au  calcul  des  intégrales  et  à  la  solution  des 
•'qoatioos  difTérentielles.  Comme  le  premier,  ii  s'adresse  surtout  aux  Ingé- 
nieurs; il  oiTrc  mt^me  un  caractère  pratique  plus  accentué,  vu  le  nombre  des 
'ippIîcatioDs  géométriques  ou  mécaniques  qu'il  renferme. 

Richard  (Jules),  Docteur  es  Sciences  mathématiques.  Professeur  de  Ma- 
thématiques au  Lycée  de  Dijon.  —  Sur  la  Philosophie  des  Mathématiques. 
In-i8  Jésus;  1908  (Paris,  Gauthier-Villars). 

Cet  Ouvrage  est  écrit  d'une  façon  assez  élémentaire  pour  être  compris 
même  des  pers^^nnes  n'ayant  qu'une  teinte  des  Sciences  mathématiques.  La 
f*  Partie  est  une  sorte  de  petit  traité  de  logique.  La  a*  Partie  est  consacrée 
.iux  principes  de  la  Géométrie;  dans  les  3*  et  4*  Parties  sont  traitées  des  ques- 
tions très  diverses.  Deux  Notes  terminent  l'Ouvrage. 

OcAGNB  (Maurice  d),  Professeur  à  l'Kcole  des  Ponts  et  Chaussées,  Répéti- 
teur à  l'École  Polytechnique.  —  Exposé  synthétique  des  principes  fonda- 
mentaux de  la  homographie.  In-'j  de  6'|  pages,  avec  3i  figures;  lyoS  (Paris. 
Gauthier-Villars). 

Dans  son  Traité  de  JVomographie,  l'auteur  s'adressait  avant  tout  à  ceux 
«|ui  peuvent  a%-oir  à  effectuer  des  applications  pratiques  de  cette  science. 
Kussi,  tout  en  exposant  les  principes  d'après  une  marche  systématique, 
avait-il  eu  soin  de  commencer  par  les  cas  les  plus  simples,  les  plus  fréquents 
aussi  dans  la  pratique,  pour  n'atteindre  que  progressivement  à  la  théorie 
prise  dans  toute  son  ampli-ur.  Il  estimait  toutefois  qu'il  eût  été  plus  intéres- 
sant pour  les  mathématiciens  de  suivre  lu  marche  inverse  consistant  à  poser 
lout  d*abord,  dans  les  termes  les  plus  généraux,  le  problème  de  la  représen- 
tation nomographique  des  équations,  pour  déduire  ensuite  de  sa  solution  les 
diverses  méthodes  d'un  usage  courant  dans  la  pratique.  Et  c'est  pour  réaliser 
cette  pensée  qu'il  a  entrepris  la  rédaction  du  présent  Mémoire. 

JoTXFFRET  (E.),  lieutenant-coloncl  d'Artillerie  en  retraite.  —  Traité  élé- 
mentaire de  Géométrie  à  quatre  dimensions.  Introduction  à  la  Géométrie 
a  n  dimensions.  Grand  in-8  de  xxix-2i3  pages,  avec  ()3  figures;  1903  (Paris, 
Gauthier-Villars  ). 

\j^  oioode  à  quatre  dimensions  n'existe  sans  doute  qu'au  sens  géométrique. 
Mais  rien  n'empêche  de  lui  supposer  aussi  l'existence  concrète,  et  alors  le 
nôtre  en  ferait  partie.  L'auteur  y  introduit  le  lecteur  en  se  plaçant  avec  lui  dans 
•:m  ordre  d'idées,  tout  en  le  prévenant  que  son  travail  aura  pour  point  de 
<it-part  un  autre  genre  de  considérations. 

La  théorie  générale  des  champs  fait  l'objet  de  la  Géométrie  à  n  dimensions. 
Mais  les  questions  se  compliquent  singulièrement  à  mesure  qu'on  avance 
Jun  champ  à  l'autre.  M.  Jouffret  se  confine  dans  celui  du  quatrième  degré 
cippelé  VÉtendue,  et  qu'on  appelle  aussi  VHyperespace;  il  ne  le  franchit 
qu'une  fois  et  qu'un  instant  :  dans  le  dernier  Chapitre. 

Deux  méthodes  principales  peuvent  être  et  ont  été  employées  pour  cette 
•  tudc  :  celle  de  Descartes  et  celle  de  Grassmann.  Le  seconde,  plus  simple 
dans  SCS  calculs,  plus  puissante  comme  instrument,  mieux  adaptée  à  l'être 
çéomélrique,  doit  être  préférée  en  thèse  générale.  La  première,  plus  élémcn- 
iaire  et  plus  connue,  suffit  pour  le  cas  particulier  de  ce  Traité  et  l'auteur 
l'emploie  avec  ses  procédés  classiques.... 
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llUMBERT  (G.)»  Membre  de  l'Institut,  Professeur  à  1  École  Polytechnique. 
—  Cours  d'Analyse  professé  à  l'École  Polytechnique  ;  i  volumes  gr^nd 
in -8  (Paris,  Gauthicr-Villars). 

Tome  I.  Calcul  différentiel.  Principes  du  calcul  intégral.  Applications 
géométriques;  1902. 

Tome  II.  Complément  de  la  théorie  des  intégrales  définies.  Fonctions 
eulériennes.  Fonctions  d'une  variable  imaginaire.  Fonctions  elliptiques  et 
applications  d'équations  différentielles.  {Sous  pres.se). 

Ce  Cours  s'adresse  à  des  débutants,  mais  familiarisés  déjà  avec  renseigne- 
ment reçu  dans  les  classes  de  Mathématiques  spéciales  :  l'auteur  a  donc  jugé 
inutile  de  revenir  sur  cet  enseignement,  et  suppose  connus  du  lecteur  \e> 
principes  fondamentaux  des  théories  des  séries,  des  logarithmes,  des  déri- 
vées, des  quantités  imaginaires  et  de  la  Géométrie  analytique. 

L'ordre  suivi  est  à  peu  prés  exactement  celui  fixé  par  le  programme  actut-l 
des  études  à  THcolc  Polytechnique. 

Plusieurs  questions,  notamment  dans  les  théories  du  contact  et  des  enve- 
loppes de  surface,  ont  été  traitées. par  les  méthodes  et  avec  les  notations 
mêmes  qu'emploie  M.  Jordan  dans  ses  Cours  autographiés  ou  imprimés:  Tev- 
position  n'a  pu  que  gagner  à  ces  emprunts;  ils  étaient  d'autant  plus  inévi- 
tables que  l'auteur,  élève  de  M.  Jordan,  a  reçu  l'empreinte  profonde  de  l'en- 
seignement de  ce  maître. 

FiiEYciNET  (Ch.  de),  de  l'Institut.  —  De  l'expérience  en  Géométrie.  In -8 
de  XX-175  pages;  1903  (Paris,  Gauthier-Villars). 

L'auteur  classe  nettement  la  Géométrie  parmi  les  Sciences  physico-maliic- 
matiques  et  il  s'applique  à  démontrer  que  les  axiomes  géométriques  sont  en 
réalité  des  lois  naturelles  ou  des  vérités  déduites  de  l'observation  du  mondr 
extérieur. 

Dans  un  premier  Chapitre,  intitulé  Concepts  de  la  Géométrie,  Tauteiir 
passc  en  revue  les  principales  définitions,  dont  il  a  soin  de  faire  ressortir 
l'origine  expérimentale.  Le  deuxième  Cliapilre  est  consacré  à  Texauien  des  si\ 
lois  naturelles  ou  Propriétés  géométriqiiesy  qui  servent  de  bases  à  la  Sciencr. 
Dans  un  troisième  et  dernier  Chapitre,  Du  problème  géométrique^  l'auteui 
montre  que  h-s  découvertes»  modernes  et  particulièrement  les  grandes  inven- 
tions de  Descartes  et  de  Leibnitz  n'ont  nullement  altéré  le  caractère  primitif 
de  la  Science,  qui  reste  purement  physique  en  son  principe;  les  développe- 
ments rationnels  ou  analyii(|ues  ont  seuls  pris  plus  d'extension  et  les  mé- 
thodes ont  atteint  un  degré  de  généralité  que  n'avaient  pas  celles  de» 
anciens. 

HoHKL  (Kmile),  Maître  de  Conférences  à  l'Kcole  Normale  supérieure.  — 
Leçons  sur  les  fonctions  mcromorphes,  professées  au  Collège  de  France. 
recueillies  et  rédigées  par  Ludovic  Zoketti.  Volume  in-8  de  vin-6a  pages, 
avec  figures;  190.3  (Paris,  Gauthier-Villars). 

I^  théorie  générale  dos  fonctions  entières  et  des  fonctions  méromorpho 
s'est  beaucoup  diîveloppéc  dans  ces  dernières  années;  la  découverte,  pcir 
M.  Paul  Painlevé,  de  fonctions  nouvelles,  définies  par  des  équations  différen- 
tielles simples,  a  contribué  puissamment  à  en  augmenter  l'intérêt,  en  ouvrant 
un  cham|)  étendu  d'applications  importantes.  Un  autre  champ  d'applicalion>. 
[)resque  complèiemrnt  inexploré,  est  l'étude  des  fonctions  méroniorphcs  que 
Ion  obtient  en  considérant  les  solutions  des  équations  aux  dérivées  partielles 
(le  lu  PIiysir|uo  niatliematique  comme  fonction  de  certaines  constantes  figu- 
rant dans  les  équations. 

Ce  nouveau  petit  Livre  sera  certainement  l'origine  ou  roccasion  de  iioni- 
bieuses  recherches;  il  reste  enc(»rc  beaucoup  de  progrès  à  accomplir  dans  l«« 
théorie. 
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Ifc§  d«s    corretjiQimmMrMi 

—  (;r<*iin|ilt*  :  M-J.  CattiiT-  -    Lille  :  M*r*««i  —  Lviifi  :  M>L» 
\t)n>NNK.  —  \iof*^f»lllp    M.  SiiViûh.  —  M      ^  ,      I   ;  sr  K*  fs^m^ 

—  Naiioy  :  M.  IL  Vout.  —  Pt»r(<      W,  Fiirn,  -^  PfiUi«rs  :  M.  ÎJjill^- 

LABii."  Keiïiifiï'     AI,  Le  Hmx.  —  ToiilDUse  :  M.  *îi^a^tiH,%f . 


L«  priit  rie  ralKifinemeiit  n  la  ihbiiothèt/utf  mathémaiitfite  UeMl 
trai*aitie(irs  cm  de  la"^'  pour  un  ;iii  et  6''  j>t»yr  ^i\  moi^, 

Le»  jibwnni:«iK'â  YotarUes  4nntiiex  «ic Mal/H'fnMtîqn^x^^irnrroni 
bénè6c!ier  d*ijnn  cèdiictiuf»  de  5o  pour  too,  c^esti-à-dire  ifiiu,  fmur 
<*u^,  rabMHriçtTHfM  iiïiniiei  ni*  sera  que  de  iijt  francs  > 

Pouï"  i^rHliter  de  celle  réduction»  i>n  duîi  î.*adrt?n»er  dircctemeitl 
ti  \L  l«  l>^  IkiWAî^pr,  liircîrlpur  de  U  iHftiiolttèqnt m<Mihémaltqti€ 
f/e.v  tnii'aiUvurSf  \^  nié  de  la  Cure,  Piiri*>'\yléiuL 


L  l  B  K  A  I  H  I  K  G  A  U  T  H  I  li  H-  V  1  L  t  A  K  S, 


Vuiih,  i'ki.my,  Membre  de  llnslituL  Gmml  in*8..avoe  an  fn>riraH  do 
li/iNiiîi ;  I Sr|^ 3  f r* 


BQBIN  i  r»   1    Cbartît*  do   t'nïirs   i\  \n  Fneirllt^'  fies  Srii  rn*'^  lîi'  Pi\ti*    — 

(E<  entiâqueâ  de  GusiâTe  Hobiti,  f'uhh>                                ^9 

Nil  lin  riEiKUiirtinu  ptiliHtjin",    M<'*niuirr^    '                  ,               :  ^ir 

\>u'  ,  chMph   i\e  Cours  h   h   VacuUé  des  Scic^nces    ci<«  i^riSr 

I  '.  n\[fd  m-8,  itî  veniLml  ftt^pan'mfr*tiî  ; 

MATiti^MAriQtJEi  :  Nouvelle  théorie  tier  Jtmen&fif  (uriusii^^mmii  ihudë^f- 

Mtr  Vtdi'cdv  ftomhf*e.  Un  Vf*lumt'  grtmd  iu-ë  l  Mjoii  . 

PHYstQtis  :  Un  vuliinie  grîHtd  in-â,  i»n  émx  Îmcn*iûv9  ; 

Fftyytqut'  mnthtmtiihim  { DtsiribliliaU    fie    l  £k»eiricilé*   Hydf 
îyiijueT  Fra^jiiyïitiii  divers),  Un  fascîculw  grand  iri-6;  jî*99..      ^  ir. 

Thmnodfiutfmqtuî  ^emirak,  *fe«|uiljlin'  i^t    jufuîifh  :tiîi>ii-   ^Ii^   b  tiwi- 


SftefU'r 


Digri 


L'  ^<  ESPERANTO  »  ET  LES  niTIIÉMll  I(|IJES. 


Les  lecteurs  des  Nouv^elles  Annales  se  r^ppVifrht  ^ 
sans  doute  une  Lettre  de  M.  Mékay,  insérêK^aftf<.,ce 
Journal  (1900,  p.  34),  et  dans  laquelle  réininent'géo** — 
mètre  attirait  Taltention  des  mathématiciens  sur  les 
avantages  considérables  que  présente  la  langue  interna- 
tionale Espéranto,  création  du  Docteur  L.  Zamenhof, 
de  Varsovie. 

Deux  ans  se  sont  écoulés  depuis  la  publication  de 
cette  Lettre,  et  F  Espéranto  n*a  cessé  de  se  répandre,  en 
France  et  à  l'étranger .  Des  cours  ont  été  créés  un  peu 
partout,  et  plusieurs  personnes  Font  adopté  exclusif 
%^ement  pour  leurs  relations  internationales.  Enfin,  de 
nombreuses  publications  sur  des  sujets  littéraires,  phi- 
losophiques, médicaux,  etc.,  attestent  que  TEspéranto 
se  prèle,  avec  une  souplesse  et  une  clarté  parfaites,  à 
Texpression  de  toutes  les  idées  humaines. 

S'il  est  une  catégorie  de  personnes  que  doit  toucher 
ridée  de  la  langue  internationale,  c^est  assurément  celle 
des  savants  et  en  particulier  des  mathématiciens  purs, 
dont  les  sujets  d'étude  sont  internationaux  par  excel- 
lence. Et,  de  fait,  quelques  travaux  mathématiques  ont 
été  publiés  en  Espéranto.  Nous  citerons  :  le  Cadran 
solaire  de  Dijon,  de  M.  Gulky,  directeur  de  TObser- 
vatoire  de  Besançon;  Sur  le  V^  Postulat  d' Euclidc,  de 
l'abbé  DoMBROvsKi,  de  Kovno  (Russie)^  Sur  la  con- 
struction d*un  curieux  Cadran  solaire,  du  capitaine 
PoLiANSKi,  de  Khabarovsk  (Sibérie)  (*);  nue  Étude  sur 


(»)  Ce  dernier  travail  a  été  inspiré  par  celui  de  M.  Guufy. 
Ann.  de  Mathemat.,  \'  Nt-ric,  i.  III.  (Août  nj')3.)  '-iï 
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la  résistance  des  Poutres,  du  Docteur  Federico  Villa- 
REAL,  professeur  à  la  Facullé  des  Sciences  de  Lima 
(Pérou).  Mais  ces  travaux,  il  faut  le  reconnaître,  sont 
peu  nombreux  encore.  Et  la  cause  en  doit  être  atlribuée 
à  Tabsence  d'un  vocabulaire  mathématique.  Le  Diction- 
naire du  Docteur  Zamenhof  {Uniyersala  Vortaro)^  très 
complet  pour  tout  ce  qui  concerne  les  idées  générales, 
contient  peu  de  termes  techniques,  et  c'est  roblîgatiou 
de  créer  des  néologismes  en  trop  grand  nombre  qui, 
jusqu'à  ce  jour,  a  sans  doute  effrayé  les  auteurs  de 
Mémoires  mathématiques  en  Espéranto  (*). 

Convaincue  des  services  considérables  que  l'Espé- 
ranto est  appelé  à  rendre  à  la  Science,  la  Rédaction  des 
Nouvelles  annales  a  décidé  de  publier,  dans  le  plus  bref 
délai,  un  vocabulaire  des  termes  mathématiques  en  Espé- 
ranto, avec  traduction  dans  les  langues  française,  aile- 
manrle,  anglaise  ^K  italienne,  M.  Gauthier-Villars  veut 
bien  ouvrir  les  colonnes  du  Supplément  à  ce  vocabu- 
laire, dont  Télaboratiou  est  due  à  M.  Hoffbauer,  ancien 
élève  de  l'École  Polytechnique. 

Nous  commencerons  cette  publication  dans  le  Nu- 
méro de  septembre,  et  nous  l'achèverons,  espérous-nous, 
dans  les  premiers  mois  de  l'année  1904. 

Jusqu^à  cette  époque,  rien  ne  sera  modifié  dans  le 
corps  même  du  journal  :  nous  estimons,  en  efTel, 
que  l'introduction  d'une  autre  langue  que  le  fran- 
çais est  subordonnée  à  l'assentiment  formel  de  nos 
lecteurs. 


(  *  )  Nous  devons  pourtant  citer  le  petit  vocabulaire  que  M.  Cbrbtti 
a  publié  dans  le  Periodico  di  Maiematica  (mai-juin  igoS).  Mais  ce 
travail,  d'ailleurs  fort  estimable,  ne  fournit  qu'un  nombre  restreint 
des  termes  indispensables  à  la  rédaction  mathématique  et  ne  peut 
servir  qu'aux  personnes  connaissant  la  langue  italienne. 
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Nous  prions  donc  instamment  ces  derniers  de  vouloir 
bien  nous  envojer,  dès  maintenant,  et  tant  que  durera 
In  publication  du  vocabulaire,  l'expression  de  leur 
sentiment,  fui^orable  ou  non,  sur  i introduction  de 
l' Espéranto  dans  la  rédaction  mathématique. 

Notre  coiidnile  ultérieure  nous  sera  dictée  par  les 
résultats  de  ce  plébiscite. 

£n6n,   nous  provoquons   de   nos   lecteurs    espéran- 
tisles,  toutes  les  observations  critiques  que  pourra  leur 
suggérer  le  vocabulaire  (omissions,  néologisines  contes-, 
tables,  etc.). 

Aujourd'buî  seulement,  et  à  litre  tout  à  fait  excep- 
tionnel, nous  publierons  une  courte  Note  rédigée  par 
l'ini  de  nous,  eu  texte  espéranto  accompagné  de  la  tra- 
duction française.  Ceux  de  nos  lecteurs  qui  ne  con- 
naissent pas  TEspéranlo  reconnaîtront,  nous  en  sommes 
convaincus,  s'ils  veulent  bien  se  donner  la  peine  de 
jeter  les  yeux  sur  ce  petit  travail,  la  transparence  de  la 
langue  internationale,  même  pour  les  personnes  non 
initiées.  Les  espérantistes  trouveront  au  passage  un  très 
pelit  nombre  de  néologismes^  leur  sens  ne  présente 
aucune  difficulté  et  ils  figureront  d'ailleurs  dans  le 
vocabulaire  (*). 

L\  Rédaction. 


(*)  Ceux  de  nos  lecteurs  qui   ignorent  les  premiers  principes  de 
l'Espéranto,  peuvent  les  acquérir  dans  l'excellente  brochure  :  Pre- 
mières ferons  d'Espéranlo^  par  Tu.  Caut.  clicz  Machclle  el  C''. 
Paris.  Prix  :  o',  3o. 
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PRUVO  SIMPLA  DÉMONSTRATION  SIMPLE 

DE  LA  FERMAT*A  TEOREMO;     DU  THÉORÈME  DE  FERMAT; 


De  S«  R.  BRICARD. 


Par  m.  R.  BRICARD. 


Se  p  estas  primo ^  m  ent-  Soient  p  un  nombre  pre- 
jero  iu,  la  nombro  mP — m  mier,  m  un  entier  quel- 
estas  oblo  de  p,  conque  :  le  nombre  mP —  m 

est  multiple  de  p. 


Ni  skribu,  per  la  sistemo 
de  nooibrofarado  m-uma 
ôiujn  entjerojn  ^-ciferajn, 
kîes  nombro  (enhavanle  la 
nulon)  estas  mP, 

El  Êi  liuj  nombroj,  la  m 
jenaj  : 


Écrivons,  dans  le  sys- 
tème de  numération  de 
base  m,  tous  les  entiers 
de  p  chiffres  :  leur  nombre 
(y  compris  zéro)  est  mP. 

Parmi  ces  nombres  les  m 
suivants  : 


(o  o 

...   0), 

(i  I 

...   1), 

1    ...   m  —  i) 

(m- 

-I  m  — 

konsistas  ôia  el 
p-foje  ripetila. 
Estu 

unu 

cîfero 

sont  constitués  chacun 
chiffre  répété  p  fois. 
Soit 

d' 

uu 

Ai=(a  6 


unu   el  la    mP  —  m   aliaj      l'un   des    mP  —  m   autres 
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nombroj.  Mi  pretendas  ke     nombres.    Je  dis  que  les 
lap  nombroj  p  nombres 

A,  =(a  b  ...   /), 
A,  =  (6  ...   la), 


Ap=(/  a  b  ...) 


hiuj  descends  de  A<,  per 
cirkla  îan^ado,  âiuj  dife- 
rencas  unu  de  la  alla. 

Supozinte  efektîve  ke 
(ekzemple)  A|  identas  Aa, 
Tii  ;?-onîgu  cirklon,  kaj  je 
la  dividpunktoj  a^  as,  . . . , 
a^,  ni  apudigu  la  ciferoju 
de  A| ,  kiel  montras  la  jcna 
liguro. 


qui  proviennent  de  K\^  par 
permutation  circulaire , 
sont  tous  différents  les  uns 
des  autres. 

Supposons  en  effet  que, 
par  exemple,  A4  soit  iden- 
tique à  A>i;  divisons  un 
cercle  en  p  parties  égales, 
et,  à  côté  des  points  de  divi- 
sion ai,  aa,  ...,  ap,  écrivons 
les  chiffres  de  A|,  comme 
sur  la  figure  suivante. 


Se  Ah  identas  A, ,  la 
unua  cifero  de  Aa  estas  la 
unua  cifero  de  A| ,  t.  ^.  :  a. 
Sed  la  unua  cifero  de  A^ 
estas  la  /t*  cifero  de  A,. 
Sekve,  la  /i"  cifero  de  Ai, 


Si  Aa  est  identique  à  A| , 
le  premier  cliiffrc  de  Aa  est 
le  premier  chiffre  de  A|, 
c'est-à-dire  a.  Mais  le  pre- 
mier chiffre  de  A  a  est  le 
A'^"*  chiffre    de    A,.    Par 
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kiii  cslas  la  /i"  cifero  de  A>k, 
estas  a.  Sed  la  A*  cifero 
de  Aa  cslas  la  2/1*  cifero 
de  A|,  k.  l.  p. 

Videble,  oui  povas  géo- 
métrie esprimi  fiî-tion,  di- 
ra n  te  : 

Se  oui  alkondiikas  rek- 
tojn  de  la  puiiklo  ai  al  la 
punkto  OLhy  de  la  punkto  a^ 
al  la  punkto  asA,  k.  t.  p., 
la  ciferoj,  apudaj  je  la  ver- 
tikoj  de  la  lortiiita  régula 
stelmultaugulo,  estas  sa- 
maj. 

Sed,  ôar  p  estas  primo, 
liu  mullangulo  estas  ne- 
cese  /^-angulo.  Sekve,  la 
uombro  A,  konsistas  cl 
identaj  ciferoj,  kaj  ne  po- 
vas esti  utiu  el  la  mP —  m 
uombroj  nun  koiisiderataj. 


De  lio  rezultas  luj  ke 
tiuj  niP  —  m  uombroj  estas 
p-opigeblaj. 

Ci  tio  povas  nur  okazi, 
se  niP — m  estas  entjero 
dividebla  per  p. 

K.  o.  D.  p. 


^-  ) 

suite,  le  /l'^^^'ohitlre  de  A,, 
c'est-à-dire  le  A'*"®  cliiil're 
de  Aa,  est  rt.  Mais  le 
A'^"^  chiflVe  de  Aa  est  le 
^/^ièmc  ^-hiffre  de  A,,  elc. 
Ou  voit  cjue  loii  peut 
expriuier  géométriquemeii  t 
ce  fait,  et  dire  : 

Joignons  par  des  droites 
le  point  ai  au  point  a^,  le 
point  aA  au  point  cL2hy  etc.  : 
les  chiflVes,  inscrits  à  côté 
des  sommets  du  polygone 
régulier  étoile  ainsi  formé, 
sont  identiques. 

Mais,  comme  p  est  un 
nombre  premier,  ce  po- 
lygone a  nécessairement 
p  sommets.  Par  consé- 
quent le  nombre  A  i  se 
compose  de  clntlVes  iden- 
tiques et  ne  peut  être  Tun 
des  mP — ni  nombres  ac- 
tuellement considérés. 

De  là  résulte  immédiate- 
ment que  ces  mP  —  ni  nom- 
bres peuvent  être  répartis 
par  groupes  de  p. 

Cela  ne  peut  avoir  lieu 
que  *si  mP  —  m  est  un 
nombre  entier  divisible 
par  p.  c.  Q.  V.  D. 
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[J2a] 

UN  PARADOXE  DD  CALCUL  DES  PROBABILITÉS; 

Par  m.  g.  LEGHALAS. 


Sous  le  tîlre  qui  précède,  M.  de  Moiilessus  a  com- 
plété d'une  façon  fort  intéressante,  dans  les  Noui^elles 
annales  de  Mathématiques  de  janvier  igoS,  ce  que 
dit  Joseph  Bertrand  du  problème  : 

Quelle  est  la  probabilité  pour  quUine  corde  quel- 
conque d'un  cercle  soit  plus  grande  que  le  côté  du 
triangle  équilatéral  inscrit? 

Mais  il  n'a  fait  que  poursuivre  le  développement  ma- 
thématique indiqué  par  le  célèbre  professeur  sans  eu 
faire  la  critique.  Or  il  nous  semble  qu'il  y  a  quelque 
chose  à  dire  à  ce  point  de  vue. 

C'est  avec  pleine  raison  que  Joseph  Bertrand  a  dit  : 
«  L'infini  n'est  pas  un  nombre;  on  ne  doit  pas,  sans 
explication,  l'introduire  dans  les  raisonnements  »,  et 
la  raison  en  est  que  l'on  peut  dérouler,  pour  ainsi 
dire,  l'infini  d'une  infinité  de  manières,  conduisant 
aux  résultats  les  plus  variés. 

Si,  par  exemple,  je  prends  la  suite  naturelle  des 
entiers  et  si,  après  l'avoir  arrêtée  à  un  nombre  quel- 
conque et  avoir  groupé  d'une  façon  quelconque  les 
entiers  ainsi  choisis,  je  marque  l'un  d'eux  au  hasard, 
il  y  aura  toujours  (*)  une  chance  égale  à  ~  pour  que  le 


(')  Approxiniativciiicnl,  bien  cnlcndu,  si  je   inc  suis  arrête  ajwci 
lin  nombre  inipuii*. 
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nombre  marqué  soit  pair.  Si,  au  coulraîre,  je  cousidèrc 
la  suite  illimitée  des  entiers  et  si  je  la  suppose  classée 
de  telle  sorte  que  deux  groupes  de  deux  nombres  im- 
pairs soient  constamment  séparés  par  un  seul  nombre 
pair,  la  chance  en  question  ne  sera  plus  que  de  j,  bien 
que  les  deux  séries  infinies  comprennent  identiquement 
les  mêmes  nombres. 

Cet  exemple  suggère  deux  réflexions.  La  première 
confirme  pleinement  la  remarque  de  Bertrand  :  du 
moment  que  Finfini  s'introduit  dans  un  problème  dt; 
probabilité,  celui-ci  devient  susceptible  de  multiples 
solutions,  parce  que  son  énoncé  peut  se  préciser  de 
multiples  façons.  Mais,  en  même  temps,  nous  voyons, 
dans  notre  exemple,  qu'il  peut  fort  bien  y  avoir,  parmi 
tous  les  énoncés  complétés,  un  énoncé  qui  réponde  seul 
réellement  à  la  pensée  de  celui  qui  le  pose  sous  sa  forme 
générale. 

Si  pratiquement  on  ne  peut  réaliser  la  suite  illimitée 
des  entiers  sur  laquelle  nous  venons  de  raisonner,  on 
admet  qu'au  contraire  on  peut  opérer  sur  le  continu, 
qui  recèle  Tinfîui  dans  ses  flancs,  et  le  problème  posé 
par  Bertrand  sur  les  cordes  plus  grandes  que  le  côté  du 
triangle  équilaléral  va  donner  lieu  aux  mêmes  distinc- 
tions et  conduire  aux  mêmes  conclusions. 

De  même  que,  dans  le  cas  de  la  suite  des  entiers, 
nous  disions  que  le  problème  véritable  posé  par  l'énoncé 
général  supposait  ces  nombres  rangés  selon  leur  ordre 
naturel,  de  même  ici  nous  dirons  qu'un  point  marqué 
au  hasard  sur  une  ligne  a  d'égales  chances  de  tomber 
hur  un  quelconque  des  segments  égaux  de  longueur 
quelconque  dans  lesquels  aura  été  divisée  celte  ligne, 
qu'un  point  marqué  au  hasard  sur  une  surface  a  des 
«•hances  égales  de  tomber  dans  un  quelconque  des  poly- 
goiH'S  égaux  dans  lesquels  ou  aura  décomposé  celle  sur- 
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face.  Semblablement,  une  droite  tracée  à  partir  d'un 
point  a  des  chances  égales  de  tomber  dans  l'un  quel- 
conque des  angles  égaux  faisant  le  tour  du  cadran 
autour  de  ce  point. 

Telles  sont  bien  du  reste  les  hypothèses  faites  par 
Bertrand  et  par  M.  de  Montessus;  mais  alors  Tindéter- 
mination  résultant  de  la  continuité  est  levée,  et  les 
paradoxes  qu'on  fait  ressortir  doivent  être  purement 
apparents  et  s'évanouir  devant  un  examen  attentif  des 
divers  cas. 

Pour  montrer  qu'il  en  est  bien  ainsi,  nous  choisirons 
d'abord  deux  méthodes  de  tracé  de  la  droite  dite  quel- 
conque, pour  lesquelles  la  solution  du  paradoxe  soit 
facile.  Supposant  d'abord  donnée  la  direction  de  la 
corde,  ce  qui  ne  change  rien  à  la  probabilité,  nous 
pouvons  achever  de  la  déterminer  en  prenant  au  hasard 
son  point  d'intersection,  soit  avec  une  droite,  telle  que 
le  diamètre  perpendiculaire,  soit  avec  la  circonférence 
même  du  cercle.  Ce  point  ayant,  dans  chacun  des  cas, 
d'égales  chances  de  tomber  sur  un  segment  quelconque 
du  diamètre  ou  sur  un  arc  quelconque  du  cercle,  on  voit 
immédiatement  quon  obtiendra  des  probabilités  de  ^  et 
de  I  comme  réponses  au  problème. 

Or  ici  le  choix  n'est  pas  difficile.  Si,  par  exemple, 
nous  avons  partagé  le  diamètre  et  la  demi-circonférence 
en  180  parties  égales,  nous  aurons,  d'une  part,  des 
parallèles  équidistantes  et,  d'autre  part,  des  parallèles 
d'autant  plus  serrées  qu'elles  sont  plus  éloignées  du 
centre.  Il  est  clair  que,  en  déterminant  la  corde  par 
un  point  pris  au  hasard  sur  le  plan  et  non  sur  telle  ou 
telle  ligne,  ce  point  aura,  en  vertu  même  des  hypo- 
thèses de  Bertrand,  d'égales  chances  de  tomber  dans 
une  quelconque  des  premières  bandes,  tandis  qu'il  en 
aura  d'inégales  de  tomber  dans  les  diverses  bandes  de 
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Taulrc  division.  Il  en  serait  de  même  si  l'on  jclail  au 
hasard  sur  le  plan  nue  droite  do  la  db*ectioii  voulue. 
Il  n'est  donc  pas  douteux  que  la  seconde  mélkodc  pro- 
posée doive  être  écartée. 

Si,  au  lieu  de  ne  considérer  qu'une  dîrecaion,  on  con- 
sidérait tonte  une  série  de  parallèles  faisant  le  tour  du 
cadran  et  formant  entre  elles  des  angles  successifs  de  i", 
on  obtiendrait  deux  réseaux  recouvrant  le  cercle,  Tuii 
homogène  et  l'autre  à  mailles  plus  serrées  vers  la  cir- 
conférence que  vers  le  centre.  Le  premier  «eul  peut 
mesurer  la  probabilité  de  chute  fortuite  d'une  droite 
d'ans  une  région  ou  dans  Tautre.  Nous  pouvons  dès 
maintenant  affirmer  que  ~  est  la  probabilité  pour  qu'une 
corde  dépasse  le  coié  du  triangle  équilatéral,  et  qu'on 
devra  trouver  cette  mesure  toutes  les  fois  qu'on  adop- 
tera un  mode  de  tracé  conduisant  à  un  réseau  homo- 
gène. Il  nous  reste  à  confirmer  cette  affirmation. 

Voici  un  cas  qui  nous  a  fort  embarrassé  avant  que 
nous  n'eussions  reconnu  le  principe  des  réseaux  homo- 
gènes :  c'est  le  second  de  Bertrand.  On  mène  une  corde 
quelconque  d'un  point  pris  sur  la  circonférence.  Comme 
le  dit  justement  Bertrand,  le  choix  du  point  n'importe 
pas. 

«  Si  Ton  trace,  continue-t-il ,  les  deux  côtés  du 
triangle  équilatéral  ayant  pour  sommet  le  point  donné, 
ils  forment  entre  eux  et  avec  la  tangente  trois  angles 
de  60**.  La  corde,  pour  être  plus  grande  que  le  côté  du 
triangle  équilatéral,  doit  se  trouver  dans  celui  des  tix)is 
angles  qui  est  compris  entre  les  deux  autres.  La  proba- 
bilité pour  que  le  hasard  entre  trois  angles  égaux  qui 
peuvent  également  la  recevoir  la  dirige  dans  celui-là 
semble,  par  définition,  éi^ale  à  ^  (')•    » 


(  '  )  Calcul  des  probabilités,  p.  3. 
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Âu  poliil  de  vue  où  nous  iiou«  sommes  ))lai-é,  nous  ne 
dirons  pas  qu'elle  semble,  mais  qu'elle  est. 

Rapproché  de  celui  du  premier  cas,  ce  résultat  sur- 
prend, car  le  fait  de  passer  par  nu  point  d'une  circon- 
férence est  essentiel  à  loute  corde,  et  le  choix  du  point 
est  incontestablement  sans  influence  sur  la  pix)babililé. 
D'autre  part,  on  applique  bien  les  règles  du  hasard  au 
choix  d'une  corde  passant  par  ce  point.  Mais  «therchons 
à  quel  réseau  répond  celte  construction,  et  pour  cela 
répélons-la  en  prenant  successivement  toutes  les  exlré- 
mités  d'arcs  de  i**  comptés  successivement  à  partir  du 
point  primitif.  Ou  obtient  ainsi  idontiquemeni  le  mènje 
réseau  que  dans  le  cas  des  parallèles  passant  pai*  des 
points  équidistants  sur  la  circonférence  :  c'est"  dire 
(ju'il  n'est  pas  homogène  et  doit  conduire  en  efl'et  au 
rapport  \, 

M.  de  Moiitcssus  (et  la  cl i ose  est  très  intéressante) 
a  d'ailleurs  étudié  le  problème  dans  le  cas  le  plus 
général  :  une  corde  quelconque  menée  d'un  point  quel- 
conque du  plan.  11  semble  bien  qu'il  n'y  ait  là  aucune 
détermination  spéciale.  Aussi  trouve-t-il  la  ])robabi- 
liléf 

Ou  se  rend  du  reste  aisément  compte  que  la  for- 
mule conduit  à  un  réseau  qui,  n  la  limite,  est  homo- 
gène, car  on  a  des  points  uniformément  répartis  sur 
tout  le  plan  et  servant  de  centres  à  autant  de  roses  des 
vents.  Cela  ne  donne  pas  l'homogénéité,  il  est  vrai, 
entre  tous  les  éléments  du  réseau;  mais,  au  fur  et  à 
mesure  que  les  points  d'irradiation  et  que  les  rayons 
eux-mêmes  se  multiplient,  le  champ  de  l'hétérogénéité 
se  réduit  au  delà  de  toute  limite. 

Ainsi  donc  l'infini  et  le  continu  troublent  bien  les 
problèmes  de  probabilité,  mais  beaucoup  moins  que  ne 
le  prétend  Bertrand.  En  ce  qui  concerne  particulière- 
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ment  le  continu,   il  suffil  d'en  poser  rhomogénéité, 
comme   le   fait   Bertrand  lui-même,   pour  qu'aussitôt 
toute  indétermination  disparaisse. 


[C2h] 
DU  GALGIIL  EXPLICITE  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES  Dil  TYPE 

f     z^r  sïnjz  dz,        ^q=   1     zi  cosj'z  dz, 

AVEC    QUELQUES    APPLICATIONS   A   LA   RECBERCBE    DE 
DÉVELOPPEMENTS   EN  SÉRIES   TRIGONOMÉTRIQUES; 
Par  m.  E.  ESTANAVE. 


Les  intégrales  dont  il  va  être  question  se  rencontrent 
dans  le  développement  des  fonctions  en  séries  trigono- 
métriques. 

Dans  les  expressions  de  H^  et  J^,  q  et  y  désignent  des 
nombres  entiers.  Eu  appliquant  la  méthode  de  l'inté- 
gration par  parties,  on  a 

H,n  =  I      5'"  siny  z  dz 

/       1  .  \«      m    r'' 

=  ( .z"^co^jz\   H — ri     z»^-i  cosj  Z  dz  ; 

de  même 

Jn=   /     z'^  coy  Z  dz  —  I -.  Z»  sinj  zj ri      z'^-^  sinj  z  dz; 


ou  encore 

ce  sont  les  formules  de  récurrence. 
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On  a 


Ji  = ^         (poury  impair  seulement), 

car  Ji  est  nul  pourjf  pair.  On  peut  écrire 

j,  =  -[i-+-(-,y-^i]^. 

Nous  allons  d'abord    chercher  à   exprimer   H^   en 
fonction  de  H|  et  de  J|,  qui  viennent  d'être  calculés. 
On  a  les  relations 


(0 


H,  =(_,)y^-.?. 

J,  =_[,+(_ 

H,  ^T.H,  +  j.J„ 

J,  =  -|h., 

H,  =u»H,  +  jj., 

h^-j.H„ 

••••••• » 

J/i  =  —  -J  Hrt_i. 

Le  calcul  direct  permet  de  reconnaître  que  les  inté- 
grales Hp  et  J^  se  divisent  chacune  en  deux  catégories, 
suivant  que  p  et  ^  sont  pairs  ou  impairs. 

Occupons-nous  des  intégrales  H^.  En  posant  -  =  X, 
OQ  a 

H4  =  7r»H,  — 3.4X»ir  Hi  — -2.3.4X^1, 

Hj  =  7c*Hi— 5.4X*7r«Hi-H2.3.4.5X*Hi, 

H«  =  TtiHi  — 5.6X»7r»H,-+-3.4.5.6X*iT  Hj-i- 2.3.4.5.6X«Ji, 

H7  =  7:»Hi  — 6.7X«7c*Hi-h4.5.6.77c»X*H,  — 2.3.4.5.6.7X«H,, 

et  ainsi  de  suite.   On   aperçoit  la   loi   de    formation 
des  H2P  et  des   Hzp^i-    Nous  remarquons,   en   effet, 
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que  Hay,  est  un  pol^'iiome  homogène  de  degré  ip  —  i 
en  11  et  \j  dont  les  puissances  de  ic  ont  même  parité  et 
dont  tous  les  coefficients,  sauf  le  dernier,  contiennent  Hi . 
Mettons  ce  terme  en  ix  à  part,  il  a  pour  coefficient  7.p\ 
J.es   coefficients   numériques    des    autres    termes    sont 

—  ~*    p»   ti  étant  Texposant  de  7c  dans  le  terme  consi- 


déré.  Quant  aux  signes,  en  faisant  abstraction  du 
ternie  en  Ji  et  su|)posant  les  H  oi'données  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  ?:,  il  sont  alternativement 
positifs  et  négatifs,  le  premier  étant  toujours  positif. 
Les  signes  des  coefficients  du  terme  en  J|  sont  alternés 
quand  on  passe  de  Hjp  à  Hj^^a-  tîes  considérations,  <pii 
sont  évidentes  pour  /?  =  i ,  p  =  2^  p  =zi^  . . . ,  vont 
nous  permettre,  en  supposant  la  loi  vraie  {>our  />, 
d'écrire  la  formule 

H,p  =  ( -  i)p-i  ip !  Xï/>-i  J,  -^  H,  y  (-  i)p-9'K*^-^ X«Ca^-7'  I^-;  . 

7  =  1 

Nous  pouvons  démontrer  que  celte  loi  est  générale  en 
montrant  que  Ton  a 

q  =  \ 

formule  obtenue  en  changeant/^  en/?  H-  i.  En  ell'et,  si 
l'on  multiplie  la  première  par  {1  p  -\-  \)  {1  p  -\-  1)^-  et 
qu'on  aj<mte  k  la  seconde,  on  a 

(2)  (•2/?-f-I)(a/>^-2)X^H„,^-II,p^.,=  'JtV^«Hi, 

car  le  syml)ole  2,  |>ent  sedédoubler  en  deux  parties  : 
Tune  où  (j  prend  l<*s  \alenrs  1,  j»,  3,   ...,/;  et  r.'uitri» 
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Or,  la  rclalioii  (i)  résulte  des  formules  de  récurrencr. 
Si ,  en  cflct.  on  y  suppose 

m  =  ip-h  iy        n  =  xp  -h  I , 
on  a 

HîAM-j^  're«/'-^nii-f-(2/>-Ha)XJt,,^_,. 
Or 

en  remplaçant,  on  a  la  relation  (2)  ei- dessus;  ce  qui 
établit  que  la  formule  trouvée  pour  H^p  est  générale. 
Ou    établirait    pareillement   la    formule   qui   donne 

if—P 

7=0 

En  la  supposant  vraie  pour  p  et  démontrant  qu^elle 
est  vraie  pour  ^  H-  1 ,  on  aurait  à  montrer  pour  eela  que 

relation  qui  résulte  encore  des  formules  de  réeurrenee. 
Transformons  maintenant  les  formules  qui  donnent 
Hap  et  Hip^i',  pour  cela,  remplaçons,  dans  Ha^+i,  H| 
par  la  valeur  calculée,  ainsi  que  X.  Il  vient 

7=0 

Si  nous  considérons  le  développement  limité  qui  se 
trouve  sous  le  signe  ^,  nous  reconnaissons  qu'il  peut 
s'écrire 


2(-) 


l«-7 


en  posant  n  =  p  -^  j  -\-  i  et  jiz  =  x. 

Or,  ceci  est  le  développement  de  ( —  i)''sin:r  sni\anl 
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les  puissances  de  x,  limité  au  terme  en  x^P'^*.  Dési- 
gnons par  le  symbole  [sinorjap+i  le  développement  de 
sinx  limité  au  terme  en  x^''"*"*.  Alors,  avec  ces  nota- 
lions,  Ha^+i  s'écrit 

Un  calcul  semblable  conduit  à  l'expression  de  Hjp. 
De  môme  Ton  a 

ce  sont  les  formules  qui   permettront  de  calculer  H,„ 
et  J„. 

Nous  pouvons  donc  écrire 

i«/H-i  sin  Jz  dz  =  (-  ■)/'+/>'  -JTJ—  [siny»r]„„,, 
f    z*P      sin  JZ  dz  =  -|^,  {(-  !)'-+  (-i)/'+y-M  [cOSJT.],p\, 

r   ^«p+i  cosyzûf^  =_-  l2^±il:  }(-_  |)P^  (_,)p.-/H-i  [cosyir],^  j. 

On  trouve  dans  les  Nouvelles  Tables  d'intégrales 
définies  de  Biehens  de  Haan  (Table  218)  deux  cas  par- 
ticuliers de  ces  formules,  cas  relatifs  à  p  =z  o  et  ^=  i. 

Applications.    —  jNous  pouvons   nous  servir  de  ces 
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formiiles  pour  établir  des  développemenls  on  scorie.  Si, 
duiis  la  première,  on  fait  ;>  =  o,  on  a 

I     z  Bin  j  js  as  =:- ; 

♦  •  J 

par  suite 

r^'s  1 

/     -  s'm jzdz  =  (— i)y+»  -T. 


2 


Or,   si  Ton  considère   la   fonction  -  développée  en 
série  trigonométrique 

-  =  A|  sinz  -h  Aj  sin-ï^  -h  . . .  -H  Ay  siny  «  -+-...; 

si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  sinjzdz^  et  si 
Ton  intègre  de  o  à  t,  on  a 

par  suite 

A;  =(-!)/+»  i. 

On  a  donc,  en  donnant  ày  les  valeurs  entières  i ,  2,  3, . . ., 

z         .  sin2^        sin'i3        s'in/iz 

-  =  sin^  — 


a  '   1 


^.(_.y..ilIL/i+..., 


développement  connu,  que  nous  retrouvons  ici  pour  la 
vériGcation  des  formules  établies. 

De  même,  si  dans  la  troisième  intégrale  on  fait  /7  =  i , 
on  a 

J    z^co%jzdz  =  {—i)Jj^ 
Ann.  de  Mathémat.,  4"  série,  t.  III.  (Août  igoS.)  a3 
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et,  par  suite, 

(-ly 


5: 


Si  Ton  considère  la  fonction—  développée  en   série 
irigonométrique 

—-  =  Ao-H  Al  cosz  +  As  cosa^  4- AjCos3^  4-.. . , 
4 

on  a,  d'après  la  méthode  de  Fourier, 

A,=  -J^     -^cosy../.=  -^; 


d'où 


«*  .  COSZ         COS3^         cos3« 

=  Ao~ 


4  -"«         i«     ^     a»  3»       ^ 

Pour  déterminer   A©,    on  peut  multiplier  les  deux 
membres  par  dz  et  intégi^iir  de  o  à  ic  ;  on  a 

d'où  le  développement  connu 

z'^  __  -jr*        cos^       cos'2.s       cos3^ 

T  "^  "Ï2  î«~  "^""2«  3«  ^*'* 

De  même,  si  dans  la  quatrième  intégrale  nous  raisons 
p  ==  o,  nous  aurons 

Or,  considérons  le  développement 

5  =  Ao  H-  Al  cos«  -h  Aï  cos'2z  ^-. .  .-f-  Xj cosj'z  -h. .. , 


on  a 

A 


7=^''^cosy.^^.'  =  -^f»-^(-'y-^L 
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ce  qui  conduit  au  développe  m  eut 

^  =  Ao—   7,7 : r  C0S(2/-i-l)i 


;=o 


Pour    déterminer   la  constante  Aq,    multiplions  les 
deux  membres  par  dz  et  intégrons  de  o  à  tc,  on  a 


d'où 


Ao-y, 


-^ ;-  =  CO&Z-h  -^  COS35  -f-  —  C0S5^  -+- 

o         4  "  ^ 


En   considérant  la  deuxième  intégrale  pour  /7=i, 
on  a 

Or,  si  Ton  prend 

5*=  A|  8in.3-f-  Aj  sin2<«  -h.,  .-h  Ay  sïnj'z  -h. .., 
on  a 

On  est  ainsi  conduit,  en  donnant  à  j  les  valeurs  i,  2, 
3,  . . . ,  à  la  formule 

(s'inz        s\n2z        sin^z  \ 
r-^-i — •••) 


■ITTI 


ou,  en  remplaçant  la  deuxième  série  par  sa  valeur,  à 
sinz        sin3^       sin5.3  __  71^(11  —  z) 

résultat  connu. 


Digitized  by 


Google 


(  356  ) 
Nous   avons  ainsi,   pour  la  vérification  des  calculs, 
retrouve  certains  résultats  connus,  en  donnant  à  p  des 
valeurs  particulières. 


[BlOa] 

NOTE  SUR  L*  ÉQUATION  EN  s\ 

Par  m.  J.  S. 


Considérons  la  forme  quadratique  à  //  variables 

(I)  U-hsV; 

U  =  (Sai-a:/)*        (notation  connue), 

V  =237?. 

Soit  A  le  discriminant  de  la  forme  (i). 

A  se  déduit  du  discriminant  de  U  en  remplaçant  au 
par  au  +  5. 

Soient  A/a  le  mineur  de  A  relatif  à  Télément  aix\ 
R  le  déterminant  réciproque  de  A,  c'est-à-dire  ayant 
pour  éléments  les  mineurs  Â/a  de  A. 

On  a  la  relation 

en  écrivant  Aa  au  lieu  de  Aaa  pour  abréger.  Aap  repré- 
sentant le  deuxième  mineur  obtenu  en  supprimant  les 
lignes  et  les  colonnes  de  rangs  a  et  ^. 

La  dérivée  A'  de  A  par  rapport  à  5  a  pour  valeur  SAa. 
On  a  donc  les  deux  relations 

SAÎ-t-2SAaAp=A'», 
2A,Ap-£AÎ|5=Ax5:Aaîi. 
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Eliminons  SAaA^,  on  a 

=  A'«H-AA'. 
On  obtient  la  relation 

A'«-HAA'=2:AÎH-2  2Aâp. 

Parmi  les  conséquences  immédiates  est  la  suivante  : 

Théorème.  —  Une  racine  multiple  rfcr  A  =  o  annule 
tous  les  mineurs  d'ordre  n  —  i . 

Remarque.  —  L'équation  R  =  o  est  l'équation  tan- 
gent! elle  de  U-|-jV=o  dans  l'espace  à  n  dimensions. 


[DSca] 

SUR  LES  INTÉGRALES  DE  FRESNEL; 

Par  m.  V.  JAMET. 


Dans  un  article  paru  au  mois  de  novembre  1896, 
M.  Fabry,  voulant  bien  rappeler  la  tentative  que  j'avais 
faîte  pour  amoindrir  une  petite  difficulté  relative  à 
cette  question,  en  donnait  lui-même  une  solution  simple 
et  directe,  à  laquelle  je  me  propose  d'apporter,  à  mon 
tour,  une  nouvelle  simplification.  Il  s'agit,  au  fond, 
d'établir  que  Tintégrale 


a  la  même  valeur,  quand  on  la  calcule  en  supposant  que 
la  variable  décrit  la  demi-droite  indéfinie  dirigée  sui- 
vant la  partie  positive  de  l'axe  des  x,  que  si  on  la  cal- 
culait en  faisant  décrire  à  la  variable  une  demi-droite 
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indéfinie,  issue  de  Torigine  et  dirigée  suivant  la  bissec- 
trice de  Tangle  formé  par  les  parties  positives  des  deux 
axes  de  coordonnées. 

Or,  si  Ton  prend  sur  cette  bissectrice  un  point  M, 
qu'on  le  projette  en  A  sur  Taxe  Oo:  et  qu'on  fasse 


OA  =  T,        -5  = 

l'intégrale 

(!) 

/-=•-• 

calculée  tout  le  long  du  segment  ÂM,  est  égale  à 
(2)  i<r^'  f   éi^-^i'^djr, 

et  comme  l'intégrale  (1),  calculée  lout  le  long  du  con- 
tour du  triangle  OÂM,  est  nulle,  tout  revient  à  démon- 
trer que  l'expression  (2)  tend  vers  zéro,  quand  x  est  de 
plus  en  plus  grand.  Or  celle-ci  a  un  module  inférieur  h 


•^0 


et  le  théorème  sera  démontré  si  Ton  fait  voir  que  relie 
dernière  expression,  égale  d'ailleurs  à 


tond  vers  zéro,  quand  x  est  de  plus  en  plus  grand.  Mais 
le  premier  de  nos  deux  facteurs  ayant  pour  limite  1,  il 
suffit  d'établir,  pour  toute  valeur  positive  de  jrr,  Tiné- 
galité 

ro-dy 

J  I 
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OU  r illégalité  équivalente 


X 

^0 


A  cet  ellet,  je  pose 

/{x)  =  .v  I     «rV^  — e''-hi 

cl  j'en  conclus 

d'où  il  résulte  que  la  fonction  /'(x),  nulle  avec  x  et  dé- 
croissante quand  x  croît,  est  négative  pour  toute  valeur 
positive  de  x.  Or  la  fonction /(x)  est  nulle  avec  X] 
mais  elle  décroît  quand  x  augmente;  donc  elle  est  néga- 
tive pour  toute  valeur  positive  de  x.  c.  q.  f.  d. 


[05h] 

SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DBS  LIGNES  DE  GOURBURB 
DBS  SURFACES; 

Par  m.   R.  BRIGARD. 


1.  On  doit  à  M.  Raffy  un  théorème  élégant  dont 
voici  l'énoncé  : 

Considérons  une  surface  ayant  ses  lignes  de  cour^ 
bure  planes  dans  un  système.  Si  par  chaque  point  de 
l'une  de  ces  lignes  de  courbure  on  construit  le  plan 
osculateur  à  la  seconde  ligne  de  courbure  passant  en 
ce  point,  tous  les  plans  ainsi  obtenus  sont  parallèles  à 
une  même  droite. 
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M.  Raiïy  exprime  ce  résullat  en  disant  qu'une  famille 
de  lignes  de  courbure  planes  est  cylindrée  (  *  ). 

Je  me  propose,  dans  cette  Note,  de  le  rattacher  à  la 
proposition  générale  que  voici  : 

Soient  m  un  point,  d'une  surface  (S),  [C]e^  [C]  ses 
deux  systèmes  de  lignes  de  courbure,  C  la  ligne  [C] 
et  C  la  ligne  [C]  qui  se  croisent  au  point  m.  En 
chaque  point  de  C  menons  le  plan  osculateur  à  la 
ligne  [C]  qui  passe  par  ce  point  r  ces  divers  plans 
osculateurs  enveloppent  une  surface  dév^eloppable  (T). 
Soit  L  la  génératrice  de  (T)  qui  correspond  au 
point  ni]  soient  enfin  (T')  la  développable  analogue 
à  (T)  qu'on  peut  définir  au  moyen  de  la  ligne  de 
courbure  C,  et  \J  la  génératrice  de  (T')  qui  corres- 
pond au  point  m.  Je  dis  que  les  droites  L  et  U  sont 
rectangulaii  'es . 

2.  Pour  démontrer  ce  lUéorrme,  considérons  la 
représentation  spliérique  de  la  surface  (S). 

Désignons  par  (S)  la  sphère  sur  laquelle  se  fait  la 
représentation,  par  F  et  V  les  courbes  tracées  sur  (S) 
qui  sont  les  images  des  courbes  C  et  C,  par  [F]  le  sys- 
tème des  lignes  F,  par  [F']  celui  des  lignes  F'.  [F]  et  [F'] 
forment  deux  systèmes  de  lignes  orthogonales. 

On  sait  que  les  lignes  de  courbure  d^une  surface  et 
leurs  images  spliériques  se  correspondent  par  parallé- 
lisme des  tangentes  et,  par  suite,  des  plans  osculateurs. 
Il  résulte  de  In  que  si  nous  menons  en  chaque  point 
de  F  le  plan  osculateur  à  la  ligue  [F']  qui  passe  en  ce 
point,  la  développable  (6)  enveloppée  par  ces  plans  a 


(')  Voir  Comptes  rendus,  1899,  p.  285.  Tout  rcccniment,  M.  Haffy 
a  déterminé  toutes  les  surfaces  qui  présontent  un  réseau  doublement 
cylindre  {Bulletin  de  la  Soc.  math,  de  France,  1903,  p.  77). 
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ses  génératrices  parallèhs  à  celles  de  (T).  Eu  parti- 
culier, la  génératrice  A  qui  correspond  au  point  [x, 
commun  aux  courbes  V  et  F',  est  parallèle  h  L.  Soient 
de  même  (9')  la  développable  analogue  défînie  au 
moyen  de  la  courbe  F'  et  A'  celle  de  ses  génératrices 
qui  correspond  au  point  {x  :  A'  est  parallèle  à  L'.  Nous 
avons  à  montrer  que  les  droites  A  et  A!  sont  rectan- 
gidaires, 

3.  Traçons  à  cet  effet  la  courbe  Fi,  appartenant  au 
système  [F]  et  infiniment  voisine  de  F.  Soit  de  même  F', 
la  courbe  [F']  infiniment  voisine  de  F'  {voir  la  figure). 


^t, 


Désjgnous  par  [jl,  lx,,  Uj,  ^\  les  sommets  du  quadrila- 
tère infiniment  petit  formé  par  les  courbes  F,  F',  F|,  F'^; 
traçons  enfin  les  cercles  Q,  Q',  Û|,  û', ,  osculatenrs  aux 
courbes  F,  F',  Ff,  F',,  respectivement  aux  points  jx,  jx', 

Prenons  comme  infiniment  petit  principal  Fun  des 
arcs  upii,  [X[Xf,  supposés  de  même  ordre.  Je  dis  que 
l'angle  sous  lequel  l'un  quelconque  des  cercles  û,  Û| 
est  coupé  par  lUui  quelconque  des  cercles  û',  Q\  ne 
diffère  d'un  angle  droit  que  d'un  injîninwnt  petit 
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d'ordre  supéiieur  au  premier,   (L'un  de  ces  angles, 
celui  des  cercles  Û  et  û^,  est  rigoureusement  droit.) 

Considérons,  par  exemple,  les  cercles  û|  et  Û,,  et 
soit  1JL3  leur  point  de  rencontre.  Le  «Tercle  û|  étant 
osculateiir  à  Fi  en  [jL|,  les  courbes  û|  et  Fi  se  con- 
fondent, dans  les  environs  du  point  [Xi,  aux  infiniment 
petits  du  troisième  ordre  près.  II  j  a  la  môme  relation 
entre  Q',  et  F'^,  dans  les  environs  du  point  |x',.  On  a 
donc,  aux  infiniment  petits  du  troisième  ordre  près, 

arc  fi,  ftj  =  arc  fx,  ji,, 
arc  [!.',  {iit=  Brc[JL',  fi,. 

Cela  posé,  menons  trois  arcs  de  grands  cercles, 
tangents,  le  premier  h  û|  et  F|  en  [X|,  le  deuxième  à  û| 
en  ^3,  le  troisième  à  F|  en  ^3.  Soient  0  et  ft'  les  angles 
que  font  respectivement  le  deuxième  et  le  troisième  de 
ces  arcs  avec  le  premier.  $i  Ton  appelle  p  le  rayon 
spliérique  du  cercle  û|,  c'est-à-dire  le  rayon  de  cour- 
bure spliérique  de  la  courbe  F|  au  point  |jL|  ,  on  a 

arc!Aifi|  =  0(p-4-£), 
arc  fX|fX3=  0'(p-h  b'), 

e  et  e'  étant  des  infiniment  petits.  Les  premiers  membres 
étant  égaux,  on  voit  que  Ton  peut  écrire,  en  négligeant 
les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  premier, 

Autrement  dit.  Tare  de  grand  cercle  tangent  à  T% 
en  {I2  ^^  l*arc  de  grand  cercle  tangent  à  û|  en  1x3  font 
entre  eux  un  angle  infiniment  petit  d'ot*dre  supérieur 
au  premier. 

On  voit  de  même  que.  Tare  de  grand  cercle  tangent 
à  Q',  en  jjlj  et  l'arc  de  grand  cercle  tangent  à  V\  en  \i^2 
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font  entre  eux  un  angle  iniiniuicnl  pelil  d^ordre  supé- 
rieur au  premier.  Il  en  résulte  immédiatement  que 
Tangle  en  [X3  des  eereles  Û|  et  Û',  et  Tangle  en  [jia  des 
courbes  Fi  et  r\  sont  égaux,  au  même  ordre  d'approxi- 
mation :  comme  le  second  de  ces  angles  est  droit,  notre 
proposition  est  établie,  en  ce  qui  concerne  les  cercles  Û| 

eio;. 

On  venait  de  même  (et  plus  simplement  encore)  que 
l'angle  sous  lequel  se  coupent  les  cercles  Qf  et  û|,  et 
celui  sous  lequel  se  coupent  û  et  il\  sont  droits,  tou- 
jours en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supé- 
rieur au  premier. 

Cela  établi,  appelons  a  et  ^  les  points  communs  aux 
cercles  Û  et  Û|,  c'est-à-dire  les  points  où  le  cercle  Q 
touche  son  enveloppe,  quand  on  passe  de  la  courbe  F  à 
la  courbe  F|.  Soient  a'  et  ^'  les  points  analogues  rela- 
tifs au  cercle  û'. 

Parles  points  a  et  ^  on  peul  faire  passer  deux  cercles 
(li  et  û|  )  coupant  orlhogonalement  deux  cercles  passant 
par  a'  et  ^'(û'ei  û'^  ).  Autrement  dit  (a,  jî)  et  (a',  ^')  sont 
tes  couples  de  points  bases  de  deux  faisceaux  de  cercles 
orthogonaux  tracés  sur  la  sphère  (51). 

On  sait  que,  dans  ces  conditions,  les  droites  a^  et  a'^' 
sont  conjuguées  par  rapport  à  la  sphère  (S)  et,  par  suite, 
rectangulaires  (*). 

Mais  la  première  de  ces  droites  est  visiblement  la 
droite  commune  aux  plans  osculateurs  à  F  et  F4,  res- 
pectivement aux  points  [jl  et  jx^.  C'est  donc  la  généra- 
trice de  contact  du  plan  osculateur  à  F  en  |jl,  avec  la 
surface  (0),  c'est-à-dire  la  droite  désignée  plus  haut 
par  A.  De  même,  a'â'  n'est  autre  que  la  droite  A'.  //  est 


(  '  )  Des  deux  couples  (a,  ?),  (a',  ?')  l'un  est  nécessairement  réel, 
l'aiitrc  imaginaire. 
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donc   établi  que  A  et  h!  sont  rectangulaires,  ce  qui 
démontre  le  théorème  énoncé  à  la  fin  du  «"  I . 

4.  Montrons  à  présent  comment,  de  celte  propo- 
sition générale,  on  déduit  immédiatement  le  théorème 
de  M.  Ra«y. 

Supposons,  par  exemple,  que  toutes  les  lignes  de 
courbure  [C]  sont  planes.  Conservons  toutes  les  nota- 
tions employées  dans  le  n*'  1.  Quel  que  soit  le  point  m 
sur  C,  la  droite  désignée  par  L  est  invariable,  puisque 
c*est  la  droite  d^ntersection  du  plan  de  C  et  du  plan 
de  C|  qui  est  la  ligne  de  courbure  [C]  infiniment  voi- 
sine de  C. 

La  droite  U  est  donc  perpendiculaire  à  une  droite 
fixe,  c'est-à-dire  parallèle  à  un  plan  fixe.  Par  suite,  la 
suiface  développable  (T')  est  à  plan  directeur  :  cest 
nécessairement  un  cylindre,  ce  qui  est  le  résultat  de 
M.  Raffy. 

P^iifin,  si  les  lignes  [C]  et  les  lignes  [C'J  sont  toutes 
]>lanes,  nous  retrouvons  le  théorème  bien  connu,  dii  à 
O.  Bonnet  : 

Quand  une  surjacc  a  ses  lignes  de  courbure  planes 
dans  les  deux  systèmes,  les  plans  des  lignes  de  cour- 
bure, dans  chaque  système,  env^eloppent  un  cylindre; 
de  plus,  les  deux  cylindres  ainsi  mis  en  évidence  ont 
leurs  génératrices  rectangulaires. 

Note  de  la  Rédaction.  —  La  Rédaction  recevrait  et 
insérerait  avec  plaisir  une  démonstration  analytique  du 
théorème  établi  géométriquement  dans  la  Note  précé- 
dente. 
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G0RRK8P0NBANGE. 


M.  de  Saint-Germain.  —  A  propos  de  l'intéressant  pro- 
blème de  Mécanique  traité  par  M.  Andoyer  dans  le  numéro 
de  juin  des  Nouvelles  Annales,  je  voudrais  faire  remarquer 
avec  quelle  facilité  les  équations  générales  de  M.  Appell  con- 
duiraient aux  équations  du  mouvement. 

Conservons  les  notations  de  M.  Andoyer  et  reportons-nous 
aun  résultats  donnés  par  M.  Appell  dans  le  i*'  fascicule  du 
Journal  de  Liouville  pour  1900  :  les  quantités  désignées 
par  P,  Q,  R  sont  :  —  0',  o,  o  et  la  partie  utile  de  la  fonc- 
tion 2 S  (énergie  des  accélérations)  est 

•2S  =  m[y'»-+-(R  — p)»0'«] 

-\-  \{p'*->r  çr'*-+-r'*)-|-2A0'(rçr'—  qr')-^ 

Pour  que  la  sphère  ne  glisse  pas  sur  le  cOindre.  on  doit 
avoir 

:F'-h7p=o,        (R  — p)0'  — /?p  =s  o; 

tirant  de  là  /?,  9,  p\  q'  et  posant  r  s  X',  on  aura 

aS  =  m[x'*-f-(R-p)«e'*] 

^A(iiziPi!o'.^f;!^>y, 

P 
Comme  A  est  égal  à  -zni^^  et  le  travail  virtuel  du  poids  à 

oU  =  n\g\—  cosp  Sx  -+-  (  R  —  p)sinp  sinO  06], 
les  équations  de  M.  Appell  deviennent 

-    -  E=  imx" — r?  mpX' 0'  =  —  «li'cos 3, 
-j^==^;«(R-p)»0'=«,^(R-p)sinpsinO, 


JS         .  /.,      .r'0'\ 
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En  reniellani  /•  pour  X'  et  faisant  des  simplifîcations  cvi- 
denles,  on  retrouve  les  équations  excellemment  étudiées  par 
M.  Andoyer.  Nous  n'avons  pas,  il  est  vrai,  la  réaction  nor- 
male N  du  cylindre  sur  la  sphère  :  mais  remarquons  que  le 
centre  de  gravité  se  meut  sur  un  cylindre  de  rayon  R  —  p. 

Soient 

V  sa  vitesse  à  Tinstant  t  ; 

i  l'angle  qu'elle  fait  avec  Oat; 

Ri  le  rayon  de  courbure  de  la  sectioD  normale  passant  par  v. 

Une  des  équations  intrinsèques  du  mouvement  sur  une  sur- 
face donne 

-=— -  =  N  -h  mg  sin  p  cosO. 

On  a  d'ailleurs,  eu  égard  à  la  formule  d'Euler, 
I  sin*t 

i^sini  =  (R  —  ?)6'; 

il  en  résulte 

N  =  m(R  — p)0''— /w^sinpcosO  : 

c'est  précisément  la  valeur  (2)  de  —  Z. 

Si  l'on  avait  pu  regarder  les  candidats  à  l'Agrégation  comme 
familiarisés  avec  les  équations  de  M.  Appell  et  ses  résultats 
principaux,  peut-être  le  problème  n'eût  pas  paru  un  peu  dif- 
ficile. 


CERTIFICATS  DE  MÉCANIQUE  RATIONNELLE. 


LUle 


Épreuve  écrite.  —  Étudier  l'effet  d'un  système  de  per- 
cussions sur  un  solide  mobile  autour  d'un  axe  fixe.  Théorie 
du  centre  de  percussion. 
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Problème.  —  Un  point  matériel  libre  est  défini  par  ses 
coordonnées  polaires  (/vOi?)«  ^^  ^st  sollicité  par  une  force 


q 

/ 

dérivant  de  la  fonction  de  force  U 


U  =/(/•) - 


/•«  r*sin*0 


les  fonctions  f,  g,  h  ne  dépendant  chacune  que  de  la  va- 
riable  mise  en  évidence. 

I*  Former  l'expression  de  la  force  vive  du  point  et  les 
équations  de  Lagrange  relatives  aux  paramètres  r,  0,  o; 
2'  Montrer  que  ces  équations  s'intègrent  par  quadra- 
tures. 

Solution. 

L'équation  de  Lagrange  relative  à  ^  donne  immédiatement 
rintégrale  première 

(i)  r*8in*0.ç>'*='2/i(o)H- A. 

En  tenant  compte  de  la  valeur  de  o'*  fournie  par  cette  équa- 
tion, réquation  de  Lagrange  relative  à  6  donne 

(a)  r*.o'«=9.^(e)--A_  +  B. 

Enfin  réquation  des  forces  vives  s'écrit,  eu  égard  à(i)cià(2), 
(3)  r'>='2/(r)- J, -f-C, 

A,  B,  G  désignent  des  constantes.  (3)  donne  /*  en  fonction  de  /, 
(•2)  donne  6  et  (i)  donne  o,  et  cela  au  moyen  de  trois  quadra- 
tures. (Novembre  1901.) 
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ËPREUVR  KcniTic.  —  I.  Distribution  des  accélérations  dans 
le  cas  du  mouvement  f^énéral  d^un  solide,  ^application  au 
cas  des  mouvements  parallèles  à  un  plan. 

II.  Les  extrémités  d'une  barre  AB  glissent  sans  frotte^ 
ment  :  l'une  A  sur  une'  droite  verticale  Oz,  l'autre  B  sur 
un  plan  horizontal  xOy.  Cette  barre,  de  longueur  /,  est 
homogène  et  pesante;  sa  densité  est  Vunité.  Au  point  B  est 
appliquée  une  force  dirigée  suivant  BU  et  proportionnelle 
à  la  distance  BO. 

i"  En  désignant  par  ^  et  f^  les  angles  OAB  et  a?OB,  on 
formera  les  équations  canoniques  du  m.ouvement  de  la 
barre  relatives  à  ces  paramètres; 

*>^  On  exprimera  en  fonction  de  9,  par  des  quadratures, 
le  temps  et  V angle  ç  {conditions  initiales  quelconques)^ 

3*  On  formera  et  intégrera  V équation  de  Jacobi  associée 
à  la  fonction  d'Hamilton  rencontrée  au  i**.  On  reconnaîtra 
V identité  des  équations  finies  du  mouvement  obtenues  par 
la  méthode  de  Jacobi  avec  les  résultats  obtenus  au  2'. 

(Juillet  i^oa.) 

ËpnBUVE  ÉcmTR.  —  Pendule  sphérique. 

Problème.  —  Un  losange  formé  de  quatre  tiges  pesantes 
et  homogènes,  de  poids  p  et  de  longueur  a,  articulées  à 
leurs  extrémités,  a  un  sommet  fixe  en  O  ;  le  sommet  opposé  C 
est  assujetti  à  glisser  sur  la  verticale  de  O.  Au  sommet  G 
est  appliqué  un  poids  V. 

Le  plan  du  losange  est  animé  d'un  mouvement  de  ro- 
tation uniforme  autour  de  la  verticale  OC. 

I*  Mouvement  du  losange  dans  son  plan; 

2*  Position  d'équilibre  stable; 

3"  Vitesse  de  rotation  pour  laquelle,  dans  cette  position 
d'équilibre,  l'écariement  des  sommets  A  et  B  est  égal  à  a\ 

4"  Durée  des  petites  oscillations  du  système  supposé  lé— 
gèrement  dérangé  de  sa  position  d'équilibre  stable  dans 
cette  dernière  hypothèse. 

Solution. 
r  Si  0  est  l'anjrle  d'une  des  barres  avec  OC,  le   temps  e«t 
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donné  en  fonction  de  0  par  une  quadrature  hypcrelliptique 


Va'- 
3  COS2O)  H 1  5in*0 

^  rfO; 


7.p)  cosO  H-  ■^-- sin*0  -r-  h 


2"  0090=  -^ —  si  la  valeur  de  cos6  est  plus  petite 

que  i;  sinon  la  position  d'équilibre  stable  est  0  =  o; 


3"     WÏ: 


ap 


40  j^^a/'111}1^:1i1J!}. 

Y    A'(P-i-.A/>)  (Novembre  1902.) 


CERTIFICATS  DASTRONOMIB. 


Grenoble. 

Cou  POSITION.  —  Résolution  du  système  suivant 
aix-\-biy  z=  m        (i  =1,  -2,  3,  ...,  fx), 

par  la  méthode  des  moindres  carrés.  Principe  de  la  mé- 
thode. 

Calcul  des  erreurs  moyennes  des  valeurs  déterminées 
pour  X  et  pour  y. 

Épreuve  pratique.  —  Calcul  de  la  longitude  et  de  la 
latitude  héliocentriques  de  Mars  pour  le  i*'  mai  1888, 
€Ï  midi  {T.  moyen  de  Paris). 

Solution. 
On  a,  pour  les  éléments  de  Mars  en  1888  : 

To^    48!23'53'', 


e  =  0,093261 1, 

i    =      1 . 5 1 .   2 , 
«  r^  1886%)  184, 

m  =  33'J.  17.54  . 

Afin,  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  III.  (Août  igoS.)  24 
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Enfin,  pour  le  i*^  janvier  i85o,  à  midi  (T.  moyen  de  Paris), 
on  avait,  pour  la  longitude  moyenne  de  la  planète  dans  son 
orbite, 

/o^  83'»4o'3i'.  (Juillet  1902.) 

Toulouse. 

Éprkuve  écrite.  —  I.  Définition  du  jour  sidéral.  Montrer 
qu'il  n^est  pas  constant  et  expliquer  les  causes  de  sa  varia- 
tion, 

II.  On  a  fait  une  observation  d'une  planète  nouvelle,  ce 
qui  en  a  donné  une  direction  géocentrique  définie  par  sa 
longitude  X  et  sa  latitude  p.  Cette  direction  per^e  le  plan 
de  l'orbite  d'une  autre  planète  d'éléments  connus  en  un 
point  P. 

On  voudrait  savoir  si  l'observation  faite  se  rapporte  à 
la  planète  d'éléments  connus  : 

1°  Démontrer  qu'il  faut  pour  cela  que  l'on  ait 

q  cos'l  E  _  H  siny 

cos«-l(M  —T:-i-p(,)  ~     si'»-? 

2*  Donner  les  formules  qui  serviront  à  calculer  effec- 
tivement les  angles  Z£,  z  et  y^  en  fonction  des  données  1  et  ^ 
et  des  éléments  de  la  planète  connue. 

Dans  ces  expressions,  on  a  désigné  par 

ic  la  longitude  du  périhélie  de  l'orbite  connue; 

^  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  connue; 

q  la  distance  du  périhélie  de  l'orbite  connue; 

u  l'argument  de  la  latitude,  sur  Vorbite  connue  du  rayon 

vecteur  qui  joint  le  Soleil  au  point  P; 
E  l'anomalie  excentrique  du  même  rayon  vecteur; 
R  le  rayon  vecteur  de  la  Terre  à  V époque  de  l'observa- 

tion; 
z  et  y  respectivement,  l'angle  en   P  et  le  supplément  de 

l'angle  à  la  Terre  dans  le  triangle  ayant  pour  sommets 

le  Soleil,  la  Terre  et  le  point  P. 

ÉpRF.i'VE   PRATiQl'E.  —  D'après  Lalande,   les  coordonnées 
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moyennes  de  rétoile  ol  Bouvier  étaient  en  1 800,0  : 

Ascension  droite a  =  i4''6'"3i*,'xo 

Distance  polaire />  =  Cg^^ô'  12',  3 

On  demande  les  coordonnées  moyennes  de  cette  étoile 
en  1900,0. 

Solution. 

On  a,  d'après  Struve,  pour  ]85o,o  : 

En  temps.  En  arc. 

ni 3*,  07230  n 20',  o65o 

m  et  n  désignant  les  constantes  des  formules  de  précession. 

(Novembre  1901.) 

Montpellier. 

Eprecvb  kcritr.  —  I.  Établir  la  relation  qui  lie  V ano- 
malie excentrique  u  à  l'anomalie  moyenne  p  dans  le 
mouvement  elliptique.  Résoudre  V équation  obtenue  y  ou 
équation  de  Kepler.  Exprimer  u  en  fonction  de  p  et  de 
l'excentricité  e, 

IL  De  V interpolation.  But  et  moyens.  Formule  de 
Newton  et  formules  usuelles  qui  en  dérivent, 

Éprbuvb  pratique.  —   On  détermine  la  hauteur 
/i=42'2i'36',5 

de  V étoile  Aldébaran  à  7** 28" 35*, o  en  temps  sidéral. 
Les  coordonnées  équatoriales  d* Aldébaran  étant 

A  =  4'^29'"i6%20,         fD  =-4-i6«i6'52',8. 

On  demande  :  i'*  de  calculer  la  latitude  du  lieu  d'obser- 
vation; 2"  V erreur  qu'affecte  la  latitude  si  l'erreur  de  la 
détermination  de  l'angle  horaire  =  ~h  i',o  et  si  Ih  =  +  4*^0. 

(Juillet  1901.) 
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Grenoble. 

Composition.  --  Théorème  de  Le  gendre.  Résolution  d'un 
triangle  géodésique.  Mesure  d'un  arc  de  méridien  et 
détermination  de  Vamplitude  de  Varc  mesuré. 

îilpREUVE  PRATIQUE.  —  Détermination  de  la  latitude  X 
d\in  lieu  à  Vaide  du  temps  T  qui  s'est  écoulé  entre  le 
lever  et  le  coucher  d'une  étoile  de  déclinaison  (Ô.  Calcul 
de  l'azimut  A  du  coucher  de  cette  étoile. 

Influence  sur  la  latitude  X  et  sur  V azimut  A  d*une 
erreur  e  dans  l'évaluation  de  la  durée  T. 

Application  numérique  : 

T  =   9^  io™3o*,  97  sidérales,         Ê=d=i', 

(£)  =  i9°45V,8.  (Juillet  1901.) 

LUle. 
Épreuve  écrite.  —  I.  Théorie  des  éclipses  de  Lune. 

II.  On  considère  un  point  P  qui  décrit  une  ellipse  sui- 
vant la  loi  de  Kepler.  Calculer j  en  fonction  de  l'anomalie 
vraie,  les  projections  de  la  vitesse  de  P  sur  les  deux  axes 
de  l'ellipse. 

Vérifier,  à  l'aide  de  ces  expressions,  la  signification  des 
constantes  qui  figurent  dans  les  intégrales  du  mouvement 
et  montrer  que  Vhodographe  est  une  circonférence. 

Exprimer  les  mêmes  projections  en  fonction  de  l'ano- 
malie excentrique  de  P\  en  déduire  la  traj'ectoire  de  l'ex- 
trémité d'un  segment  dont  l'origine  est  fixe,  la  direction 

parallèle  à  la  vitesse  V  du  point  P,  et  la  longueur  —V; 

/•  désigne  le  rayon  vecteur  de  P  issu  du  foyer,  a  le  demi- 
grand  axe  de  l'ellipse  que  décrit  ce  point. 

Épreuve  pratique.—  Calculer  l'heure  sidérale  à  laquelle 
l'étoile  7.  Aigle  passe  dans  le  premier  vertical  de  Lille 
{c'est-à-dire  dans  le  vertical  perpendiculaire  au  méri- 
dien), et  la  distance  zénithale  de   l'étoile  à  cet  instant. 
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Coordonnées  de  l'étoile  : 

Ascension  droite i9*'45"'54*,2o 

Déclinaison  boréale 8*36'i5',o 

Latitude  de  Lille  :  5o°38'44'.  (Juillet  1901.) 

ÉpREt'VE  THÉORIQUE.  —  Résolution  de  Véquation  de  Kepler; 
méthode  des  approximations  successives  ;  développements  en 
série. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  V ascension  droite  et  la 
déclinaison  d'un  astre  situé  sur  Vécliptique  et  ayant  pour 
longitude  i*''25'"3o*,6. 

Inclinaison  de  l'écliptique  sur  Véquateur  :  9.3" 27' 8*, o3. 

(Novembre  1901.) 


CONCOURS  B'ADIISSION  A  L'ÉCOLE  XORMALB  SUPÉRIEURE 
n  1903. 


On  considère  deux  surfaces  du  second  ordre  (P),  (Q)  défi- 
nies en  coordonnées  rectangulaires  par  les  équations 

(P)  ^-«-3x-a«  =  o, 

(Q)  2^* — 37* — zx  —  ajr=o^ 

où  a  désigne  une  constante.  Soit  (C)  la  courbe  d'intersection 
de  ces  deux  surfaces. 

I.  Former  les  équations  des  projections  orthogonales  de 
cette  courbe  (C)  sur  le  plan  des  xy  et  sur  le  plan  des  zx. 
Construire  ces  courbes. 

II.  Considérant,  en  particulier,  la  projection  de  (C)  sur  le 
plan  des  zx,  on  déterminera  Taire  comprise  entre  Taxe  des  Xy 
la  branche  supérieure  de  la  courbe  et  les  droites  qui,  dans  ce 
plan,  ont  pour  équations 

a?  =  a,        X  =  a  /ï. 
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III.  Soit  M  un  point  de  (G);  par  ce  point  passent  deux 
génératrices  rectilignes  de  la  surface  (F*)  qui  rencontrent  la 
courbe  (G)  en  deux  points  Mi  et  M',,  autres  que  M.  Quel  est 
le 'lieu  (R)  de  la  droite  MiM'i  quand  le  point  M  décrit  la 
courbe  (G)?  De  quoi  se  composent  les  intersections  de  la  sur- 
face (R)  avec  chacune  des  surfaces  (P)  et  (Q)? 

IV.  Par  le  point  Mj,  précédemment  défîni,  passe  une  généra- 
trice de  (P),  autre  que  la  droite  M|M;  soit  Ms  le  point  d'inter- 
section,  autre  que  Mj,  de  cette  génératrice  et  de  la  courbe  (G); 
par  le  point  IVIi  passe  une  génératrice  de  (P),  autre  que  la 
droite  MiMt;  soit  IVl)  le  point  d'intersection,  autre  que  Mi, 
de  celte  génératrice  et  de  la  courbe  (G);  on  continue  de  la 
même  façon,  ....  Démontrer  que  la  ligne  polygonale  MMfMs  ... 
se  ferme  et  qu'il  en  est  de  même  de  la  ligne  polygonale 
obtenue  par  la  même  construction  en  remplaçant  simplement 
le  point  M|  par  le  point  M\, 


CONCOURS  6ENERAL  DB  1903. 


Composition  de  Mathématigues  spéciales. 

On  donne  une  sphère  S  de  centre  P  et  un  paraboloïdc  H 
dont  l'équation,  en  coordonnées  rectangulaires,  est 

avec 

4 

Par  le  point  P  on  mène  un  plan  Q  perpendiculaire  à  une 
génératrice  rectilignc  G  du  paraboloïde  II  et  rencontrant  cette 
droite  au  point  g.  Soit  F  le  cercle  situé  dans  le  plan  Q,  ayant 
pour  centre  le  point  g  et  coupant  à  angle  droit  la  sphère  £. 

1°  Trouver  l'équation  de  la  surface  S  engendrée  par  le 
cercle  r  quand  la  droite  G  décrit  le  paraboloïde  R, 
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2*  I/équation  de  cette  surface  est  de  la  forme 

-4-  A''5Î-i-2CarH-9.C>-h'2C'5    f-  D  =  o, 

les  coefficients  A,  A',  A'  étant  lies  par  une  relation. 

3**  Trouver  toutes  les  droites  qui  peuvent  cire  placées  sur 
la  surface  S. 

4*^  Montrer  que  la  surface  S  admet  di\  familles  de  sections 
circulaires;  les  plans  des  cercles  d'une  même  famille  se  coupent 
suivant  une  même  droite. 


ASRieATlO.'V  us  SGIKNGSS  MATilÉMATIQUBS 
(CONCOURS  BK  1903). 


Mathématiques  élémentaires. 

On  donne  deux  droites  fixes  D  et  D'  non  situées  dans  un 
même  plan,  un  point  fixe  A  sur  D  et  un  point  fixe  A'  sur  D'. 
Soient  (S)  une  sphère  dont  le  centre  est  situé  sur  D  et  qui 
passe  par  A,  (S')  une  sphère  dont  le  centre  est  situé  sur  D'  et 
qui  passe  par  A'. 

i""  Montrer  qu*il  existe  deux  sphères  (S)  tangentes  à  une 
sphère  (S')  sup|>osée  donnée. 

•/•  Trouver  les  lieux  géométriques  des  points  de  contact  des 
sphères  (S)  et  (S'),  lorsqu'elles  varient  tout  en  restant  tan- 
gentes. 

3"*  Soit  M  le  point  de  contact  d*une  sphère  (S)  avec  une 
sphère  (S').  Sur  la  ligne  des  centres  de  ces  deux  sphères  on 
porte,  à  partir  du  point  M,  une  longueur  constante  MM'=  a. 
Trouver  le  lieu  du  point  M'  lorsque  les  deux  sphères 
varient. 

4**  Sur  les  droites  D  et  D'  on  porte,  à  partir  de  A  et  A',  res- 
pectivement, deux  longueurs  égales  AP  et  A' F'.  Trouver  le 
Heu  du  centre  de  la  sphère  S  tangente  à  D  en  P  et  à  D'  enP', 
lorsque  P  et  P'  décrivent  respectivement  D  et  D'. 
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Ma  thé  ma  tiq  ues  sp  écia  les . 

On  considère  une  droite  fixe  A  et  deux,  droites  fixes  B  et  B' 
qui  rencontrent  A  mais  qui  ne  sont  pas  situées  dans  un  même 
plan. 

On  sait  que  si  Ton  considère  «ne  surface  du  second  ordre  S 
qui  passe  par  les  trois  droites  A,  B  et  B',  son  centre  G  est 
situé  dans  le  plan  P  parallèle  aux  deux  droites  Bet  B'etéquî- 
distant  de  ces  deux  droites. 

ï"  Lorsque  le  centre  G  décrit  une  droite  dans  le  plan  P,  la 
surface  S  passe  par  une  quatrième  droite  fw^  s*appuyant 
sur  B  et  B'. 

2*  Lorsque  le  point  G  décrit,  dans  le  plan  P,  une  courbe  (T) 
de  classe  m,  la  surface  S  enveloppe  une  surface  réglée  £  d'ordre 
im  et,  par  chacune  des  trois  droites  A,  B  et  B\  il  passe  m 
nappes  de  cette  surface  £. 

Montrer  que  la  surface  S  peut  être  considérée  comme 
engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  en  s'appuyant  sur  les 
deux  droites  B  et  B'  et  en  restant  tangente  à  un  cylindre  de 
classe  m  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  A.  Trouver 
réquation  de  ce  cylindre. 

3""  Dans  le  cas  particulier  où  la  courbe  (F)  est  une  conique, 
la  surface  £  est  du  quatrième  ordre  et  admet  la  droite  A 
comme  droite  double. 

Tout  plan  passant  par  A  coupe  alors  cette  surface  en  dehors 
de  A,  suivant  une  conique;  trouver  le  lieu  du  centre  de  celte 
conique. 

Que  deviennent  les  résultats  précédents,  lorsque  la  conique  (r) 
est  tangente  soit  au  plan  déterminé  par  les  droites  A  et  B,  soit 
au  plan  déterminé  par  A  et  B',  soit  à  ces  deux  plans  à  la  fois? 

Nota.  —  Les  candidats  devront  traiter  le  problème  par  la 
Géométrie  analytique  :  il  leur  sera  tenu  compte  des  remarques 
géométriques. 

Composition  sur  r  Analyse  et  ses  applications 
géoniétriq  ucs. 

On  considère,  avec  les  notations  de  Wcierstrass,  la  fonction 

G  0"-»  // 
j=^- — , 

7  (  a  ---  a  ;  3*^^  M  —  0  )  :^  i^u  -^  a  -\-  b) 
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OÙ  C  est  une  constante  et  où  a  et  6  sont  les  affixes  de  deux 
points  situés  dans  le  parallélogramme  des  périodes 

O,     2CO,     atu',     a<ij-i-au)' 

ou  sur  les  côtés  de  ce  parallélogramme  issus  du  point 
d*affixe  O. 

i"  Décomposer  cette  fonction  en  éléments  simples  et  exa- 
miner les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter  suivant  les 
valeurs  de  a  et  b,  en  laissant  de  côté  les  déterminations  de  a 
et  b  pour  lesquelles  le  dénominateur  de  x  s'annulerait  en 
même  temps  que  u.  * 

'2"  Exprimer,  dans  chacun  de  ces  cas,  la  fonction  x  en  fonc- 
tion rationnelle  de  p a  et  de  p'a. 

3°  On  suppose  que  w  et  -:-  sont  des  quantités  réelles  et  posi- 
tives, et  Ton  considère  en  particulier  la  fonction 

3'  W.  a*  (I)'.  O*  C  (iJ  -+-  to'  )  3'*  W 


7  {^U  iti)^  {U    ~  iti   )  ^  i^U  -i-tD-hCO  ) 

on  désigne  de  plus  par  j'  la  dérivée  de  cette  fonction  par  rap- 
port à  u.  Trouver  la  relation  algébrique  qui  existe  entre  x 
et^,  construire  la  courbe  représentée  par  cette  équation,  et 
indiquer  dans  quels  intervalles  varie  u  lorsque  le  point  (a:,  y) 
décrit  les  différentes  branches  de  celte  courbe.  Quels  sont  les 
points  multiples  de  cette  courbe? 

Mécanique  rationnelle. 

Une  sphère  solide  homogène  de  masse  m  et  de  rayon  a  est 
mobile  autour  de  son  centre  O  supposé  fixe.  Dans  la  sphère 
est  creusé  un  canal  rectiligne,  de  section  infiniment  petite, 
suivant  un  diamètre  DD';  deux  insectes  ayant  chacun  la 
même  masse  m  que  la  sphère  se  trouvent  dans  ce  canal  en  deux 
points  I  et  V  symétriques  par  rapport  au  centre  O.  A  l'instant 
initial  ^  =  o,  la  sphère  est  animée  d'une  rotation  a>o  autour 
d'un  axe  instantané  donné  et,  à  partir  de  cet  instant,  les 
insectes  marchent  dans  le  canal,  suivant  une  loi  donnée,  en 
prenant  appui  sur  ses  parois  et  restant  toujours  symétriques 
par  rapport  au  centre  O.  Trouver  le  mouvement  du  système, 
en  réduisant  les  insectes  à  des  points  matériels. 
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On  prendra,  comme  axes  liés  à  la  sphère,  un  a\c  O^  dirigé 
suivant  le  diamètre  DD'  et  deux  autres  diamètres  Ox  et  Oy 
formant  avec  0-3  un  trièdrc  trireclangle  ;  on  appellera /?,  7,  r 
les  composantes  de  la  rotation  instantanée  ta  de  la  sphère 
suivant  les  axes  Oxyz\  enfin,  on  désignera  par  ^  et  — z  les 


cotes  des  deux  insectes,  en  supposant  que  z  est  une  fonction 
donnée  du  temps  z  =:f(t). 

On  traitera,  en  particulier,  les  questions  suivantes  : 

i"  Soit  Off  le  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement 
de  tous  les  points  du  système  par  rapport  au  point  O;  étudier 
le  mouvement  du  point  9  dans  l'espace  absolu  et  par  rapport 
aux  axes  Oxyz. 

•2<»  Montrer  que  p,  q^  r  peuvent  être  exprimés  en  fonction 
de  t  par  des  quadratures. 

*>"  Exprimer  ensuite  en  fonction  de  t  les  angles  d*Euler  0, 
9,  4^,  en  choisissant  convenablement  les  axes  fixes. 

4"  Étudier,  en  particulier,  le  cas  où  Taxe  de  la  rotation  ins- 
tantanée initiale  de  la  sphère  est  dans  le  plan  xOy, 

5°   Achever  les  calculs  en   supposant  la   rotation    initiale 

quelconque,  mais  en  imaginant  que  la  loi  du  mouvement  des 

insectes  soit 

z  —  ae-^', 

où  k  est  une  constante  positive. 

Quel  est,  dans  cette  hypothèse,  le  mouvement  limite  vers 
lequel  tend  le  niouvemeiit  du  système? 


Digitized  by 


Google 


(  379  ) 
SOLITIONS  DE  QUESTIONS  PHOPOSÊES. 


1912. 

(IMI,  p.  19s.) 

Étant  donnés  trois  points  fixes  A|,  At,  At  et  trois  plans 
fixes  P|,  P,,  F,,  trouver  le  lieu  d'une  droite  G  telle  que  les 
projections  des  points  A|,  Aj,  Aj  sur  cette  droite  soient  res- 
pectivement dans  les  plans  Pj,  P,,  P3. 

[P.  Appell(>).] 

SOLUTION 

Par  M.  G.  Font£NR. 

La  méthode  suivante  peut  donner  Péquation  tangentielle  de 
la  surface,  débarrassée  du  facteur  étranger  à  Tombilicale;  je 
montrerai  seulement  que  la  surface  est  de  neuvième  classe,  par 
suite  du  neuvième  ordre. 

Rapportons  la  figure  au  trièdre  des  plans  P,  et,  désignant 
par  ai,  p,  y  les  cosinus  des  angles  des  axes,  posons  pour  une 
direction  (/,  m,  n) 

L  =  /     -h  Y/H  -T-  p/i, 

M  —-^l-^ni     -i-  a/i, 

N  =  p/  -f-  am  -»-  /i, 

O  =  /L-hmM-h/iN; 

soient  X,  Y,  Z  des  quantités  lices  k  Xy  y,  z  comme  L,  M,  N  le 
sont  à  /,  m^  n.  Le  plan 

ax  -+-  by  -\-  cz  —  rf  =  o 
devant  contenir  une  droite  G,  définissons  cette  droite  en  cou- 


(')  Cf.  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  1900, 
p.  265. 
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pant  le  plan  considéré  par  le  plan 

ux  -^  vy  -^  wz  =  o, 
et  posons 

(i)       bu>  —  cv  =  l,         eu  —  aw  =  m-t        av  —  bu  ^  n, 

/,  niy  n  élant  ainsi  les  coefficients  directeurs  de  la  droite  G. 

Celte  droite  coupe  le  plan  Pi  en  un  point  Mi  dont  les  coor- 
données sont  données  par  les  formules 

r  ___     z    _  d 
~"   *        iv  ~  —  f  ~"  7  * 

et  les  coefficients  directeurs  de  la  droite  AjMi  sont 
l^u     ly\  —  dw,     IZi-^-dv, 

l'indice  i  se  rapportant  aux  coordonnées  du  point  Ai;  la  con- 
dition de  perpendicularité  des  droites  AiMi  et  G  est 

hlxi  -hM(/^i  —  é/w)  4-N(/5i-h  dv)  =  o 

ou 

/(L  jr,  -h  M71  H-  N^i)  =  ûf(M  w  —  Np), 

ou  encore 

(2)  /(/XiH-A/iYi-f-«Z,)  =  ^/(Miv  — Ni'). 
On  a  de  même  les  conditions 

(3)  /n(/X2-f-/nYJ-^-/^ZJ)  =c?(N/i  —  Lï«^), 

(4)  /i(/X3-t- mYa-H/iZ,)  =  <f(Li'  —  Ma). 

Il  faut  éliminer  /,  m,  /z,  a,  p,  w  entre  les  équations  homo- 
gènes (i-4)'  L'élimination  de  u,  p,  w  donne  les  trois  équa- 
tions homogènes  en  /,  m,  n 

(5)  ai  -h  bm-i-cn  =  Of 

(  a/(/X,-f-  //iY,-+-/iZ,)-f-ôm(/X5i-h...) 

(  -f-c/i(/X,4-...)-^^^  =  <», 

(  /L(/X,-hmYi-hnZ,)-+-mM(/Xj-+-...) 

^"^        I  -+-   /l\(/X3-H...)  =0; 


Digitized  by 


Google 


(.38.  ) 

on  obtient  les  deux  dernières  en  ajoutant  les  équations  (a-4) 
multipliées  par  a,  6,  c  d'une  part,  par  L,  M,  iN  d'autre  part. 
Quand  on  élimine  /,  //?,  /t,  pour  avoir  l'équation  tangentielle 
de  la  surface  en  coordonnées  a,  6,  c,  dy  comme  les  équations 
sont  des  degrés  i,  a,  3  en  /,  /n,  n,  les  coefficients  de  l'équa- 
tion (5)  entrent  au  sixième  degré  dans  le  résultant,  ceux  de 
Téquation  (6)  y  entrent  au  troisième  degré,  et  la  relation 
entre  a,  6,  c,  d  est  du  neuvième  degré.  On  la  calculerait  assez 
facilement. 

La  relation  (6)  montre  que  le  cône  directeur  de  la  surface 
est  du  troisième  ordre  seulement;  le  plan  de  Tinfini  contient 
donc  six  droites  G  :  a  priori  ce  sont  les  tangentes  à  l'ombili- 
cale aux  points  où  elle  est  coupée  par  la  trace  du  cône  direc- 
teur sur  le  plan  de  l'infini,  et  Thypothcse  12(/,  m,  n)  =  o 
introduite  dans  le  calcul  donne  bien  a,  6,  c  proportionnels 
à  L,  M,  X. 

Le  plan  de  Finfini  éiant  ainsi  un  plan  tangent  sextuple, 
l'équation  tangentielle  de  la  surface  renferme  d  au  troisième 
degré  seulement;  et,  en  effet,  la  seule  des  équations  (5-7) 
qui  contienne  d  est  l'équation  (G)  dont  les  coefficients  entrent 
au  troisième  degré  dans  Téquation  tangentielle. 

Chaque  plan  F  contient  trois  droites  G,  que  l'on  obtient 
géométriquement  comme  tangentes  communes  à  trois  para- 
boles ;  les  plans  P  sont  donc  des  plans  tangents  triples  et 
l'équation  tangentielle  de  la  surface  renferme  chacune  des 
quantités  a,  6,  c,  au  sixième  degré  seulement. 

1922. 

(190S,  p.  96.) 

Tout  octaèdre  à  faces  triangulaires  dont  tes  douze  arêtes 
sont  tangentes  à  une  quadrique^  a  ses  diagonales  concou- 
rantesy  et,  réciproquement  y  si  un  octaèdre  a  ses  diaf^onales 
concourantes,  ses  douze  arêtes  sont  tangentes  à  une  qua- 
drique. 

En  déduire  le  théorème  suivant  : 

«  Étant  données  deux  quadriqueSj  il  est  en  général  im- 
possible d* inscrire  à  l'une  un  octaèdre  dont  les  arêtes  sont 
tangentes  à  la  seconde;  si  la  construction  est  possible,  elle 
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l'est  d'une  infinité  de  manières,  et  l'octaèdre  dépend  alors 
d* un  paramètre,  » 

Il  y  a  exception  si  les  deux  quadriqaes  sont  inscrites 
Vune  à  Vautre  :  dans  ce  cas,  l'octaèdre,  quand  sa  construc- 
tion est  possible,  dépend  de  trois  paramètres, 

(R.  Bricaro.) 

SOLUTION 
Par  M.  G.  Fontbnk. 

Après  avoir  résolu  {Nouvelles  Annales^  1899,  p.  72)  le 
problème  de  Toctaèdre  à  diagonales  concourantes  circon- 
scrit à  une  quadrîque  et  inscrit  à  une  autre,  j'avais  posé 
la  question  de  Toctaèdre  inscrit  à  une  quadrique  et  dont 
les  arêtes  sont  tangentes  à  une  autre.  M.  Bricard  obtient  la 
réponse  à  cette  question  en  posant  d'abord  un  fait  fon^ 
damentaL 

1.  Soient  AA',  BB',  CC,  les  diagonales  d'un  octaèdre  cir- 
conscrit à  une  quadrique.  La  quadrique  étant  tangente  aux 
côtés  des  deux  triangles  GAB,  CAB,  si  les  points  de  contact 
sont  Y,  «>  P»  a'i  P'ï  les  deux  droites  a^  et  a'  P'  rencontrent  AB  en 
un  même  point  qui  est  le  conjugué  de  y  par  rapport  à  A  et  B  ; 
les  deux  droites  ol%'  et  ^^'  sont  donc  dans  un  même  plan  et  ren- 
contrent par  suite  la  diagonale  GC  en  même  point.  Les  cordes 
de  contact  pour  les  quatre  couples  de  tangentes  (AG,  AC'>, 
(BC,BG'),  (A'G,A'G'),  (B'C,B'C')  rencontrent  donc  en  un 
même  point  la  diagonale  GG';  les  points  A,  B,  A',  B'  sont  dès 
lors  dans  un  même  plan  qui  est  le  plan  polaire  du  point  consi- 
déré, et  les  diagonales  AA',  BB'  se  rencontrent.  Donc...  La 
réciproque  est  évidente,  un  octaèdre  à  diagonales  concourantes 
pouvant  être  transformé  par  homographie  en  un  octaèdre 
régulier. 

Si  l'on  se  donne  G  et  G',  les  deux  cônes  de  sommets  G  et  C' 
circonscrits  à  la  quadrique  se  coupent  suivant  deux  coniques. 
Les  quatre  points  A,  B,  A',  B'  sont  sur  une  même  de  ces  deux 
coniques;  les  deux  points  G  et  G'  doivent  être  tels  qu'il  existe 
des  contours  quadrangulaires  inscrits  à  l'une  des  deux  coniques 
et  circonscrits  ù  la  section  de  la  quadrif|ue  par  le  plan  de  celle 
conique. 
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2.  Considérons  alors  un  octaèdre  inscrit  à  une  quadrique  S' 
et  dont  les  arêtes  sont  tangentes  à  une  quadrique  S;  soit  I  le 
point  de  concours  des  diagonales.  Le  contour  quadrangu- 
laire  ABA'B'  étant  inscrit  à  la  section  ?'  de  la  quadrique  S' 
par  un  plan,  et  circonscrit  à  la  section  <r  de  la  quadrique  S  par 
ce  même  plan,  le  point  I  est  un  sommet  du  triangle  conjugué 
commun  aux  deux  coniques;  de  même....;  le  point  l  est  donc 
un  sommet  du  tétraèdre  conjugué  commun  aux  deux  qua- 
driques. 

Le  problème  est  réduit  à  obtenir  un  trièdre  lA,  IB,  IC, 
tel  que  le  plan  de  chaque  face  coupe  S'  et  S  suivant  deux, 
coniques  <r'  et  9  admettant  des  contours  quadrangulaires  de 
Poncclet,  tel  en  outre  que  les  arêtes  lA  et  IB,  par  exemple, 
portent  les  diagonales  du  contour  situé  dans  leur  plan. 

Les  deux  quadriques  étant  rapportées  au  tétraèdre  conjugué 
commun,  et  leurs  équations  étant 

(S)  aa?* -+-67»  H-..  .  =  o, 

(S')  a'a'«-h6>î-+-...  =  o, 

les  plans  ux  -^-vy  -^  wz  =0  qui  les  coupent  suivant  deux 
coniques  ayant  la  propriété  indiquée  sont  les  plans  tangents 
au  cône 

(S)  (b'cd  -i-  c' bd  —  d'bc)  u*' -^ . .  .-^ . .  .=  o. 

Le  trièdre  lA,  IB,  IG  doit  être  circonscrit  au  cône  et  con- 
jugué au  cône 

(S')  ax^-\- by*-h  cs^=  o; 

l'invariant  6  de  ces  deux  cônes  doit  donc  être  nul,  ce  qui  donne 
la  condition 

a\       b'       c'       3  d' 

a        b        c       1  a 

par  suite,  les  racines  du  discriminant  de  la  forme  XS  -t-  S'=  o 
doivent  vérinerla  condition 

(I)  x-hX'+}/-|r'--=o, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 
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LN!*quation  (S)  se  réduit,  à  une  identité  si  l'on  a 


a!       //        c' 

a' 

cH 

—    =    —    :=z    — ^ 

2  — 

rT  - —  • 

a         h        c 

a 

d 

c'est-à-dire  si  les  deux  quadriques  sont  inscrites  Tune  à  l'autre 
et  vérifient  la  condition  (i);  le  tricdre  est  alors  astreint  seu- 
lement à  rester  conjugué  au  cône  £'.  On  peut  prendre  deux 
sphères  concentriques,  de  rayons  R  et  R  /!ï. 


«UESTIOiVS. 


1975.  D'un  point  P  du  plan  d'une  parabole  on  abaisse  les 
trois  normales  à  la  courbe  dont  les  pieds  sont  A,  B,  C.  Par 
chacun  des  pieds  A,  B,  G  on  mène  la  droite  symétrique  res- 
pectivement de  FA,  PB,  PC  par  rapport  à  la  direction  de 
l'axe  de  la  parabole.  Démontrer  que  ces  trois  droites  con- 
courent en  un  point  P' et  que  la  projection  de  la  distance  PP' 
sur  l'axe  est  constante.  (E.-N.  Barisien.) 

1976.  I  et  O  sont  les  centres  des  cercles  inscrit  et  circon- 
scrit au  triangle  ABC.  On  projette  sur  10  les  points  de  contact 
du  cercle  I  et  des  côtés  du  triangle  :  la  somme  algébrique  des 
rayons  projetants  est  nulle.  (G.  Fleuri.) 


ERRATA. 


Page  229,  ligne  7  en  remontant  :  r^  doit  être  mis  on  facteur  de 
la  dernière  fraction  de  la  ligne  précédente,  qui  se  serait  terminée 
par  :  =  o. 
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Publication  honorée  d'une  souscription  du  Ministère 
de  PInstruction'  publique. 


TOME  X.  —    ANNÉE  11)03. 

PRIX     POUR     UN     a:*     (i2    NUMKR08)    : 

Paris,  7  fr.  —  Oépartemcnis  et  Union  postale,  8  fr.  50. 
Un  numéro  spécimen  est  envoyé  sur  demande 
Chacune  des  années  précédentes  se  vend 7  f r. 


\\\\.  taisant  et  Lemoine  onieu  l'idée  de  mettre  en  rapporl  scientifique  les 
iiidtliomaticiens,  au  moyen  d'un  organe  international  dont  le  titre,  l'ïnter- 
(KDiAiRB  DES  M  ATHFMAT  ICI  EN  S ,  indi(|ue  le  but.  Ce  recueil  mensuel  n'admet 
lauires   articles  que    des   questions   posées  par  les   mathématiciens  à  leurs 

ojiesues,  soit  pour  en  indiquer  l'intérêt  général,  soit  pour  les  besoins  de 
eu^^  recherches  personnelles,  et  les  réponses  à  cesquestions.  La  Mathématique 
^3l  >i  vaste  maintenant  que  nul  n'en  connaît  complètement  ménie  une  des 
Tanriies  et  qu'une  question  de  détail  peut  arrêter  longtemps  un  savant  de 
iremiçr  ordre,  si  ce  détail  sort  du  cadre  de  ses  études  ordinaires,  taudis 
iuelle  ne  serait  qu'un  jeu  pour  un  autre. 

Cette  publication  répond  évidemment  à  un  besoin,  car,  dés  que  les  rédac- 
ciirs  se  sont  occupés  d'obtenir  dans  leurs  relations  les  questions  »|ui  forme- 
'inent  les  premiers  numéros,  et  de  les  communiquer  autour  d'eux,  pour  avoir 
l'a'lrjues  réponses  dés  Torigine,  ils  ont  trouvé  un  accueil  qui  a  dépassé  leurs 
e>p«jrances  les  plus  optimistes;  la  liste  des  correspondants  ellectifs  du  journal, 
>'>ie  déjà  longue,  comprend  les  noms  de  membres  de  l'Institut  et  d'un 
ii'ind  nombre  de  géomètres  connus,  mêlés  à  beaucoup  d'autres  moins  en  vue, 
Mr  le  but  et  l'essence  même  de  ['Intermédiaire  des  mathématiciens  ts\. 
i  être  utile  à  tous  ceux  qui  cultivent  la  Mathématique.  L'idée  était  si  nou- 
>»-ile  que  les  rédacteurs  de  V Intermédiaire  n'ont  dû  viser  que  desd«îbuls 
irjt^  modestes,  puisque. le  prix  annuel  de  l'abonnement  n'est  (|ue  dé  7  francs 
puiir  Paris,  8  fr.  5o    pour  la   province  et  les  pays    de  l'Union    postale. 

On  peut  adresser  les  questions  et  communications  soit  à  M.  VA.  Maillet, 
n.rue  de  FoDtenay,à  Bourg-la-Keine.  soit  à  M.  Grévy,  fta,  rue  Saint-Plaridc, 
i>  Paris. 
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composés  de  polygones  curvilignes;  par  M.  Zaremba.  —  Sur  l'habillage  des 
surfaces;  par  M.  Servant. 

Sur  les  fonctions  de  n  variables  représentées  par  des  séries  de  polynômes 
bomogèoes;  pur  M.  Dulac   —  Sur  les  intégrales  de  S.  Lie;  par  M.  Saltykow. 

—  Sur  les  relations  entre  les  inlégrales  complèlcs  de  S.  Lie  et  de  Lagrangc; 
par  M.  Saltykow, 

Atti  délia  reale  accademia  dei  Lincei,  vol.  XII,  fascicule  13.  —  Ricerche 
î^ruppali  relative  aile  ecfuazioni  dclla  Dinamica:  par  M.  Fabini.  —  Sul  miilo 
d'un  sistcma  olonomi  di  corpi  rigidi;  pur  M.  CoiUarini. 

Le  trasformazioni  infinitesime  applicate  ad  una  forma  <lifîerenziale  di 
ordine;par  M.  Ernesto  Pascal.  —  Ricerche  gruppali  sulleequazioni  délia  Dina- 
mica: par  M.  Fabini.  —  Sulle  série  di  funzioni  analiiiche;  par  M.  Severini. 


OUVRAGES    RÉCENTS. 

Anxcairk  pour  l'an  1908,  publié  par  le  Bureau  des  Longitudes,  conlenanl 
les  Notices  suivantes  :  Étoiles  /liantes  et  comètes,  par  \\  Radau.  —  Discours 
prononcés  aux  obsèques  de  M.  Cornu;  par  MM.  Bassot  et  Poincare.  — 
Discours  prononcés  aux  obsèf{ues  de  M.  Faye;  par  MM.  Bouqlkt  dk  i.a 
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Pour  célébrer  cette  solennité,  le  Conseil  académique  a,  dans  sa  séance  du 
22  février  1902,  nommé  un  comité  de  Professeurs  de  l'Université,  sons  la  pré- 
sidence du  professeur  Frldljof  Nanscn.  Ce  Comité  décida  dans  sa  première 
séance,  le  3  mars,  de  publier  comme  Mémorial  .u  centenaire  ce  qui  nous 
reste  des  lettres  d'ABEu.  Ce  travail  a  été  confié  à  deux  des  membres  du 
Comité,  L.  Sylow  et  Ellino  Holst.  Le  premier  s'est  chargé  d'exposer  lii 
marche  des  études  et  des  travaux  d'Xhel,  en  s'aidant  de  ses  lettres  et  de  ses 
manuscrits;  le  second  d'écrire,  comme  Introduction  au  Livre,  une  biographie 
d'ABEL  servant  de  commentaire  à  ses  lettres.  Au  cours  du  travail,  on  a  en 
outre  découvert  toute  une  série  de  documents  officiels  i:oncernant  Abkl;  cette 
colleciion  a  été  insérée  dans  le  Mémorial  par  les  soins  de  M.  Cabl  Stormui, 
chargé  de  cours  à  l'Université  et  secrétaire  du  Comité,  qui,  à  cette  occasion, 
est  entré  dans  le  comité  de  rédaction. 

BorssiNKSQ  (J.  ),  Membre  de  l'Institut,  Professeur  à  laFacnliédes  Sciences 
de  l'Université  de  l*aris.  -  Théorie  analytique  de  la  Chaleur^  mise  en  har- 
monie avec  la  Thermodynamique  et  avec  la  TIvéorie  mécanique  de  la 
Lumière.  (Cours  dk  Physique  mathkmatiquk  dk  la  Faculté  des  Scienckb). 
iJeu.v   volumes   griunl    in -8  se  vendant  séparémeni: 

Tomf:  I  :  Problèmes  généraux.  Volume  de  xxvn-333  pages  avec  i4  ligures: 
1901. 

Tome  II  :  ftejroidisaement  et  échauffement  par  rayonnement.  Conduc- 
tibilité des  tiges,  lames  et  masses  cristallines.  Courants  de  confection. 
Théorie  mécanique  de  la  Lumière.  Volume  de  xxxu-625  pages;   1903. 

Dans  le  Tume  II  qui  vieut  de  paraître,  c'est  surtout  la  théorie  mécanique 
de  la  lumière  quiareçu  un  développement  considérable. 

Ce  second  Volume  contimt,  à  raison  même  des  questions  qui  s*y  trouvent 
traitées,  plus  de  formules  que  le  Tome  I.  Mais  il  est  fidèle  au  même  esprit, 
consistant  à  ne  faire  intervenir  l'Analyse  que  dans  la  mesure  où  elle  semble 
nécessaire  pour  fixer  l'intuition  et  arriver  aux  résultats  numériques.  Les 
questions  y  sont  donc,  comme  dans  le  premier  Volume,  *  présentées  autant 
que  possible  d'une  manière  concrète,  à  la  fois  géométrique  et  physique. 

Duhem  (Pierre),  Correspondant  de  l'Institut.  Recherches  sur  l'Hydrody- 
namique, i"  série  :  Principes  fondamentaux  de  V Hydrodynamique.  Pro- 
pagation des  discontinuités,  des  ondeSy  des  quasi-ondes  In-'j,  avec  ligures; 
190^.  (Paris,  Gauthier-Villars,  ) 

Kn  donnant  à  la  Méc{mi(|ue  rationnelle  une  forme  nouvelle  et  beaucoup 
plus  générale  que  celle  qu'elle  avait  reçue  jusqu'ici,  la  Thermodynamique 
oblige  à  une  revision  de  toutes  les  sciences  que  l'on  regardait  autrefois  comme 
des  branches  de  la  Mécanique.  En  diverses  publications,  l'auteur  a  déjà  entre- 
pris une  telle  revision  pour  les  principes  de  l'Hydrostatique.  Il  nous  propose 
aujourd'hui  de  soumettre  à  une  analyse  semblable  les  fondements  de  la 
dynamique  des  fluides. 

Lalandk,  Tables  de  Logarithmes  pour  les  nombres  et  les  sinus^  à  cinq 
décimales;  revues  par  le  baron  Reynaud.  Nouvelle  édition  augmentée  <le 
Formules  pour  la  Hésolulion  des  triangles,  pav  Hailleul,  Typographe.  In- 18 
1903.  {L'introduction  de  cet  Ouvrage  dans  les  Écoles  publiques  est  auto- 
risée par  décision  de  Af.  le  Ministre  de  l'Instruction  publique.)  Paris, 
Gauthier-Villars.  '  / 

'    i.ANni:,  Tables  de  Logarithmes  étendues  à  sept  décimales,  par  M.  Afarie^ 
'^*  ^"s   d'une    Instruction    par  le    b:iron  Beynaud.   Nouvelle  édition  aug- 
"*;le  Formules  pour  la  liésolution  des  triangles^  par  Bailleul,  typo- 
•  In-ia;   1903.  (  Paris,  Gaiithi«M'-Villars.  )  ^ 
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Ces  Tables  suol  précédées  d'une  Instruction  divisée  en  trois  Parties.  Les 
deux  preiniéres  Iraiient  de  la  disposition  et  des  usager  des  Tables  de  loga- 
ritliine.s,  des  nombres  et  des  lignes  trigonométriques.  Dans  la  troisième  Partie 
OQ  a  fait  connaître  tes  limites  des  erreurs  qui  peuvent  résulter  de  l'emploi  des 
lof^arithmes  à  sept  décimales,  et  Ton  a  indiqué  quelles  sont  les  lignes  trigo- 
nométriques qui  conduisent  aux  valeurs  les  plus  approchées  des  angles  que 
l'on  cherche.  Il  a  été  ajouté  des  Tableaux  à  l'aide  desquels  on  peut  effectuer 
les  calculs  trigonométriques  avec  an  très  grand  degré  d  approximation. 

Pkhrin  (Jean),  Chargé  du  Cours  de  Chimie  physique  à  la  Kaculté  des 
Striences  de  Paris.  —  Traité  de  Chimie  Physique.  Les  Principes.  Grand 
in-8  de  \xvi-3oo  pages,  avec  38  fij-ures;  iyo3. 

M.  Perrin  a  rassemblé  dans  ce  Livre  les  principes  dont  Tétude  et  la  discus- 
sion semblent  former  une  intro  ■uciion  naturelle  aux  différentes  sciences  phy- 
siques. Déjà  semblables  par  iVxtrème  généralité  d'où  ils  tirent  leur  grande 
portée  philosophique,  ces  principes  ont  encore  ceci  de  commun  que  chacun 
d'eux  peut  être  suggéré  par  la  seule  comparahon  des  faits  connus,  sans  que 
jamais  on  ait  besoin  de  se  représenter  k^  monde  autrement  qu^il  ne  nous 
af^iaraU.  Avec  tous  on  retrouve  la  même  marche  tente  et  sûre  du  particulier 
vers  le  générai,  la  même  défiance  de  tout  mystère  et  de  toute  métaphysique, 
le  même  dédain  de  tout  ce  qui  ne  peut  se  réduire  à  delà  sensation  effective- 
ment réalisable. 

Ce  Traité  contient  l'exposition  des  plus  importantes  matières  d'étude  qui 
trouvent  leur  place  entre  les  limites  qu'on  vient  d'assigner  à  la  Chimie  phy- 
sique. 

l^*  principes  généraua;  sont  énoncés  et  discutés  dans  le  présent  Volume. 
Une  Préface  particulière  indique  dans  quel  esprit  est  conduite  cette  discussion. 

KoBiN  (G.),  Chargé  de  Cour»  i^  U  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  Œuvres 
scientifiques  réunies  et  publiées,  aous  les  auspices  du  Ministère  de  l'Instruction 
publique  par  Louis  Haffy,  Professeur  adjoint  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
Paris.  —  Mathéniatiques,  Théorie  nouvelle  des  fonctions^  exclusivement 
fondée  sur  l'idée  de  nombre.  Grand  in-8;  1908.  (Paris,  Gauthier-Villars.) 

CVst  la  pensée  même  de  Robin  sur  un  sujet  capital  que  l'on  trouvera  dans 
cet  Ouvrage. 

It  a  été  ré'ligé  en  vue  de  lecteurs  possédant  déjà  une  certaine  habitude  des 
Mathématiques,  et  capables,  par  conséquent,  de  suppléer  quelques  raisonne- 
ments intermédiaires.  Toutefois,  dans  les  premiers  Chapitres,  l'exposition  a 
reçu  la  forme  la  plus  explicite  :  de  cette  façon,  le  lecteur  pourra  se  con- 
vaincre que  Ja  théorie  nouvelle  n'exige  pas  pins  de  développements  de  détail 
que  n'en  comporte  la>  doctrine  classique.  Elle  a  été  d'ailleurs  soumise  à 
l'épreuve  de  renseignement,  tant  à  la  Sorbonne  qu'à  l'Ecole  Normale,  sans 
que  le»  élèves,  habitués  pourtant  à  d'autres  méLhodes,  y  aient  trouvé  la 
inoiodre  difficulté. 

ViOLEiNK  (A.-P.),  Nouvelles  Tables  pour  les  calculs  d'intérêts  composés, 
d'annuités  et  d'amortissement;  8*  édition  entièrement  refondue  par  A.  Arnai:- 
DKAU.  In-4;  1903.  (Paris,  Gaulhier-Vitiurs.) 

Le  succès  obtenu  par  les  précédentes  éditions  des  Tables  de  Violeioc  nous  a 
engagé  à  les  publier  de  nouveau  en  tenant  compte  des  besoins  actuels  aux- 
quels elles  doivent  satisfaire.  Cet  Ouvrage  rendra  de  véritables  services  aux 
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[A8i] 

SUR  LÉQUATIOX  (x-hiy-x^-i  =  o; 

Pau  m.  MIRIMANOFF. 


1.  On  connaît  la  démonstralion  q 


'17  1    ^^I&^'^^^- 
u  Lulcr  a  oCTiioo  >- — - 


du  célèbre  ihéorème  de  Fermât  relatif  à  la  congruence 
x^  —  cF^o        (mod/), 

l  étant  un  nombre  premier. 

Elle  s'appuie  sur  ce  fait  que  dans  le  polynôme 

P(a:)  =  (ar-+-iy— ar'— I, 

tous  les  coefficients  sont  divisibles  par  /,  et  que,  par 
conséquent,  on  a  identiquement 

(a:  H-i/— (a? -+-i)  =  3?'— j?         (mod/)- 

On  rencontre  le  polynôme  P(^)  dans  l'étude  de 
questions  moins  élémentaires. 

Considérons,  par  exemple,  le  quotient 

a' —  a 

Si  a  est  entier,  r/  est  entier.  On  peut  se  proposer  de 
calculer  le  reste  de  ^(mod/).  Le  polynôme  P(a:)  joue 
un  rôle  important  dans  la  solution  de  ce  problème  (M. 

On  le  rencontre  encore  dans  l'étude  de  la  fameuse 
équation  de  Fermât 


(')  p.  Bachmann,  Niedere  Zahlentheorie,  t.  I,  p.  i6i  {Teubner's 
Sammlung  von  Lehrbuchern  ). 

Ann,  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  III.  (Septembre  igoS.)       25 
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Dans  ces  problèmes,  on  envisage  tantôt  le  poljnome 
même,  tantôt  la  congruence  identique  P(j:)  ^  o,  tantôt 
la  congruence 

^^^o         (raod/). 

Le  polynôme  et  la  congruence  possèdent  des  pro- 
priétés curieuses  qui  sont  étroitement  liées  à  celles  de 
Péquation 

(I)  P(^)  =  o. 

Peut-être  y  aurait-il  quelque  intérêt  à  faire  une  étude 
directe  de  cette  équation.  Essayons  d'en  établir  les  pro- 
priétés les  plus  caractéristiques. 

2.  Supposons  /  >  3.  Observons  d'abord  que  le  poly- 
nôme P(x)  s'annule  pour  x  =  o  et  pour  x  =  —  i . 
D'autre  part,  l'équation 

n*a  qu'une  seule  racine  réelle,  x  = • 

Par  conséquent,  l'équation  P(x)  =  o  sl  deux  racines 
réelles  et  /  —  3  racines  imaginaires. 

L'équation  (i)  a-t-elle  des  racines  multiples? 

Toute  racine  multiple  annule  la  dérivée  P'{x)^  elle 

est  racine  de 

(a- -h  I )a7'^»  —  x' —  I  =  o 

OU  de 

Xf-l  —  1  =  0 

et  de 

(a?-+-i)'-»  — I  =  o. 

Par  conséquent,  j;  et  x  -h  i  sont  figurées  par  deux 
points  situés  sur  la  circonférence  de  rayon  i  dont  le 
centre  est  à  l'origine,  et  l'on  voit  que  les  racines  mul- 
tiples de  (i)  sont  racines  de  x^  +  x  ;+•  i  =  o. 
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D'autre  part,  elles  annulent  jc'*'  —  i,  d'où  Ton  con- 
clut que  /  —  1  doit  être  divisible  par  3. 

Mais  le  polynôme  P(x)  est  divisible  par  x^  4-  x  -h  i 
pour  tout/>3. 

Si  donc  / —  I  est  divisible  par  3,  Téquation  (i)  a  deux 
racines  doubles,  P(j:)  est  divisible  par 

x{x  -4-  i)  (a7«-+-  a?  -+- 1)'. 

Si,  au  contrw'e,  /  —  i  n'est  pas  divisible  par  3,  l'équa- 
tion (i)  n'a  pas  de  Racines  multiples,  P(jk:)  est  divisible 

par 

x{x  -^  i)  (ar'-f-  X  -h  i). 


3.  Divisons  l'équation  (i)  par  /;  elle  deviendra 

(3) 


1.2  i.i,a 


— ar*  -t-  ar  =  o. 

1.2 

C'est  une  équation  réciproque. 

D'autre  part,  le  polynôme  P(x)  ne  varie  pas  lors- 
qu'on remplace  x  par  —  i  —  x.  Soit  a  une  4'acine  de  (i). 
Il  résulte  de  la  remarque  que  nous  vei^i^s  de  faire  que 
l'équation  (i)  admet  aussi  les  racip<^s 


Mais  ces  racines  ne  so<tt  pas  nécessairement  distinctes. 

Elles  se  réduiseni  à  deux  : 

1®  Lorsque  a  <;st  égal  à  o  ou  à  —  i  ; 

2®  Lorsque  a  est  racine  de  x^  -|-  x  4- 1  =  o. 

Elles  se  réduisent  à  trois  : 

3**  Lorsque  a  est  égal  à  l'un  des  trois  nombres  sui- 

vaçts  :  I,  —  2,  — -. 

Dans  tous  les  autres  cas  les  six  racines  sont  distinctes. 
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Mais  le  troisième  cas  ne  peut  pas  se  présenter.  D'autre 
part,    P(J^)   est    toujours    divisible,   pour   />'3j    par 

x{x-{-i)  et  x^-l-x-f- I. 
Si  donc  on  pose 

E(x)  =  1  »^(^) 

l'exposant  e  étant  égal  à  i,  lorsque  / —  i  ^o  (mod3), 
et  à  2,  lorsque  /  —  i  ^  o  (mod3),  Téquation 

(4)  E(x)  =  o 

n^a  que  des  racines  imaginaires  inégales  qui  peuvent 
être  divisées  en  groupes  comprenant  chacun  six  racines. 

Soit  A  .le  nombre  des  groupes^  le  degré  de  (4)  est 
égal  h  6  k. 

Si  / —  I  ^  o  (mod3), 

Si  l —  I  ^  o  (inod3), 

A  chaque  groupe  de  six  racines  correspond  un  poly- 
nôme du  sixième  degré  ei{x)  et  Ton  peut  écrire 

K(x)  =  fc,(a-)  ei(x). .  .ék{x). 
4.  Dans  l'équation  (i),  posons  x  =  —  z,  elle  devient 

Le  premier  membre  ne  varie  pas  lorsqu'on  rem- 
place z  par  I  —  z'y  de  plus,  l'équation  est  réciproque. 
Si  donc  elle  est  vérifiée  en  posant  z  =  a,  «IJe  admet 
aussi  les  racines 

I                      —  I  -h  a           I            —  a 
—  ,      I  —  jj     ,     ,     . 

a  a  I  —  a        1  —  a 
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Posons  a  =  A'^((i)),  ^  étant  lé  module  d'une  intégrale 
elliptique,  co  le  rapport  des  périodes. 

Les  six  racines  du  groupe  sont  respectivement  égales  à 

A'(o))  étant  le  module  complémentaire. 

Ce  sont  les  six  valeurs  du  carré  du  module  qui  se 
déduisent  de  A:^(o))  par  les  transformations  du  premier 
degré. 

On  voit  que  la  théorie  de  Téquation  (i)  peut  être 
rattachée  à  celle  des  fonctions  elliptiques. 

Nous  nous  bornerons  à  cette  remarque. 

5.  Reprenons  l'équation  E(jî)  =  o.  Le  coefficient  de 
son  premier  terme  étant  égal  à  Tunité,  ses  racines  sont 
des  nombres  algébriques  entiers  et  même  des  unit^ 
complexes,  puisque  le  dernier  terme  de  Yj{x)  esi^ussi 
égal  à  I . 

Il  en  résulte  que  les  coefficients  des  polypomes  Gi{x) 
sont  des  nombres  algébriques  entiers.  Je  ptontrerai  qu'ils 
sont  tous  réels.  Pour  que  les  coel5<îîents  d'un  poly- 
nôme e,(x)  soient  réels,  il  faut  et^  suffit  que  les  racines 
de  ei{x)  =  o  forment  trois  couples  de  racines  imagi- 
naires conjuguées. 

On  en  déduit  la  condition  suivante  : 

Les  racines  de  l'un  des  couples  ont  Vanité  pour 
module. 

Reprenons  Téquatiou 

Posons 

T  =  coso  4-  £  sincp. 
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A  chaque  valeur  réelle  de  o  correspond  une  racine  de 
module  i .  Le  nombre  des  couples  de  module  i  es(  égal 
à  celui  des  racines  cp  comprises  entre  o  et  ic. 

Mais  Féquation  P{x)  =  o  devient 

■2'-*  (  cos  -  )  =  cos  — ^ 


OU 


en  posant 


Considérons  les  courbes 

(  a  )  jr  =z  2'-*  (cos  CD  y, 

(b)  y  =  cos/io, 

«0  étant  l'abscisse  et^  l'ordonnée. 

T^es  deux  courbes  passeut  par  les  points  w  =  ^  » 
y=  -*ta)=  -,j^  =  o.  Considérons  la  partie  du  plan 
comprise  entre  les  parallèles  w=  j  et  ci)=  ^. 

Lorsque  Tabscis^e  co  croît  de  ^  à  -*  la  courbe  (a)  se 

rapproche  de  plus  en  ylus  de  l'axe  des  w,  tandis  que 

l'ordonnée  de  (b)  oscille  entre  -h  i  et  — i  (elle  a  ^^ 

pour  période  j.  On  en  déduit  facilement  que  le  nombre 

des  points  d'intersection  distincts  situés  à  l'intérieur  du 
domaine  considéré  est  égal  à  /:+  2,  A"  étant  le  nombre 
des  polynômes  ei{x).  Mais  les  points  extrêmes  corres- 
pondent aux  racines  de  x  -f- 1  =  o  et  de  o:^  -h  x  4-  i  =  o. 
On  doit  les  écarter. 

Il  en  résulte  que  chacune  des  équations  ei{x)  =  0 
admet  un  couple  de  racines  de  module  i.  On  voit  eu 
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même  temps  qu*îl  est  inutile  de  considérer  Tintervalle 

compris  entre  o  et  —»  puisque  le  nombre  des  points  d'in- 
tersection situés  entre  les  parallèles   o  =  o  et  îû=  -^ 

ne  saurait  être  supérieur  à  A:  +  2.  Le  théorème  est 
démontré. 

Considérons  Tune  des  équations  ei(x)  =  o.  Soit 

af=  COSÇ/-4-  fsino/ 

celle  de  ses  racines  de  module  i  qui  est  située  dans  la 
partie    supérieure   du    plan.    D'après  ce  qui  précède, 

l'argument  Qpi' est  compris  entre  -7- et  tc.  Rangeons  les 
racines  a/  dans  l'ordre  des  arguments  croissants.  A  cha- 
cune des  racines  a/  correspond  un  polynôme  déter- 
miné e,(x). 

Les  racines  a/  sont  situées  sur  la  circonférence  de 
rayon  i  dont  le  centre  est  à  l'origine.  On  pourra  le' 
construire  à  l'aide  des  deux  courbes  (a)  et  (i). 

Mais  chacune  des  équations  ei{x)  =  o  ad^et  six 
racines  imaginaires  qui  s'expriment  très  siq;>f>lement  en 
fonction   de  a,-.   Soient  a^   la   racine   -*  ^._^^  >    aj   la 

racine • 

Menons  la  droite  D  représente  par  l'équation 

2 

Soit  D,  la  droite  passant  parle  point  a,  et  le  point  e^K 
Les  droites  D  et  D,  se  coupent  au  point  a) .  Le  point  aj 
est  le  symétrique  de  a;  par  rapport  à  la  droite  D. 

Les  trois  autres  racines  du  groupe  sont  les  conjuguées 
imaginaires  de  ai,  a^  et  aj . 

On  voit  qu'il  est  facile,  à  l'aide  des  courbes  (a)  et  (b)^ 
de  construire  les  6k  racines  de  l'équation  E(a:)  =  o. 
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6.   Quelle  est  la  forme  des  polynômes  e/(x)? 

Ces  polynômes  appartiennent  à  la  catégorie  des  poly- 
nômes du  sixième  degré  qui  possèdent  les  propriétés 
suivantes  : 

i^  Les  termes  équidistants  des  extrêmes  ont  les  mêmes 
coefficients; 

a^  Le  coefficient  du  premier  terme  est  égal  à  i  ; 

3**  Le  polynôme  ne  varie  pas  lorsqu'on  remplace  x 
par  —  I  —  X. 

On  constate  faciletncnt  que  ces  polynômes  sont  de  la 
forme 

t  étant  un  paramètre. 

Â  chacun  des  polynômes  ei{x)  correspond  une  valeur 
déterminée  ^/du  paramètre  t. 

Nous  savons  que  £/  est  un  nombre  algébrique  entier 
réel;  ti  est  lié  à  une  racine  quelconque  x  de  ei{x)  =  o 
par  la  .elation 


(5)  «,-6=- 


(a?»-Ha?-f-  i)». 


et,  pour  X  =  OLi, 


(6) 


,,-6=^ iZ., 


icos«2i 


Oi  étant  l'argument  de  a/. 

Si,  dans  Téquation  ei(x)  =  o^  on  pose  x  =  —  A^  (a>), 
comme  dans  le  n^  4,  on  trouve 

gi  et  gz  étant  les   invariants  de  Weierstrass  et  I(a>) 
Tinvariaul  de  Klein, 


Digitized  by 


Google 


(393) 
Supposons  que  / —  i  ne  soil  pas  divisible  par  3  et  soil  a 
une  racine  de  x^-j-  x  +  i  =  o.  En  prenant  la  dérivée 

du  polynôme  —/— '  on  trouve,  pour  j:=  a, 

•}  ^  =a(a-+-i)(gia-Hi)E(a); 

or, 

e/(a)  =  */— 6. 

On  en  conclut 

(8)  (/i-6)(f,-6)...(rA— 6)  =  i; 

ti —  6  est  dans  ce  cas  une  unité  complexe. 
Maïs  îl  n'en  esi  plus  ainsi  lorsque  /  —  i  ^  o  (niodS). 
On  a  alors 

(8')  (^i-6)(/,~6)...(/t-6)=^. 

On  trouve  de  même  que  dans  le  premier  cas 

(9)  ^,^.^(/  +  .7)(/-5)         (,^,,,,. ..,,., 

et  dans  le  second 

(9)  2:^■= 

Pour  former  l'équation  qui  a  pour  racines  ^i,  «o,  . .  , 
tjiy  on  peut  se  servir  de  la  melliode  classique  qui  est 
exposée  dans  le  Tome  II  du  Cours  d'Algèbre  supérieure 
de  J.-A.  Serret  (p.  544  à^  'a  5^  édit.). 

7.  Une  dernière  question  se  pose  : 

L'équation  F.{x)  =  o  est-elle  réductible  {dans  le 
domaine  des  nombres  entiers  ordinaires)? 

Soil  iy(x)  un  diviseur  irréductible  de  E(x).  Les 
coefilcients  de  D(.r)  étant  entiers  et,  par  conséquent, 
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réels,    si    réqualioii   D(a:)  =  o   admet  une   racine  de 
ei{x)  =  o,  elle  admet  aussi  sa  conjuguée. 

Mais  les  racines  de  ei{x)  =  o  forment  trois  couples  : 

i"  Le  couple 

ai     et     — 

a* 

(couple  de  pivmière  espèce)  ; 
a®  Le  couple 

3t/ 


,              1 

a    = 

ei         - 

-.-a', 

(couple  de  deuxième 

espèce); 

3°  Le  couple 

'       «1 

et         — 

< 

«;  +  . 

=  —  I  —  a/ 


(couple  de  troisième  espèce). 

Supposons  que  l'équation  D(a:)  =  o  admette  deux 
couples  de  racines  de  ei{x)  =  o;  jedisqu^elle  les  admet 
tous  les  trois.  Supposons,  par  exemple,  qu'elle  admette 
les  couples  i*»  et  a**.  Le  polynôme 

F(j-)  =  D(— I  — a:) 

s'annule  pour  x  =  aj.  F(x)  admet  donc  toutes  les 
racines  de  D(x)  =  o.  Par  conséquent, 

F(a,.)  =  o, 
d'où 

D(-i-a,)  =  o, 

et  Ton  voit  que  D(a:)  =  o  admet  les  racines  de  troi- 
sième espèce.  Les  autres  cas  se  traitent  de  la  même 
manière. 

Reste  à  voir  si  le  nombre  des  couples  communs 
à  D(a:)  =  o  et  à  ei{x)  =  o  peut  être  égal  à  i . 

Tonte  racine  de  D(a?)=o  vérifie  l'une  des  k  équa- 
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lions  ei{x)  =  o.  Soiciii  ei^(a?)==o,  e/,(x)==o,  .,., 
ei^{x)  =  o  celles  d'entre  elles  qui  oui  des  racines  com- 
munes avec  D(j:)  =  o.  Je  dis  que  chacune  de  ces 
m  équations  fournit  n  D(a:)  =  o  un  même  nombre  de 
couples.  Si  donc  D(x)  n'était  pas  égal  au  produit 

le  nombre  des  couples  fournis  par  chacune  des  m  équa- 
tions serait  égal  à  i .  De  plus,  ces  m  couples  appartien- 
draient tous  à  la  même  espèce  (la  démonstration  est 
exactement  semblable  à  celle  que  nous  avons  indiquée 
au  commencement  de  ce  Paragraphe). 

Le  polynôme  n{x)  se  décomposerait  en  un  produit 
de  trois  facteurs  irréductibles  tels  que  D(x),  correspon- 
dant aux  couples  de  première,  de  deuxième  et  de  troi- 
sième espèce. 

Considérons  celui  de  ces  facteurs  dont  les  racines  sont 
toutes  de  première  espèce.  Nous  nous  appuierons  sur 
le  théorème  suivant  : 

Une  unité  complexe  de  module  i  dont  toutes  les 
conjuguées  ont  l' unité  pour  module  est  une  racine  de 
Vunilé{'), 

En  vertu  de  ce  théorème,  les  racines  de  notre  facteur 
sont  des  racines  de  l 'unité. 

D'autre  part,  aucune  des  racines  de  E(j:)  =  o  n'est 
une  racine  de  Tunité.  On  en  conclut  que  tout  diviseur 
irréductible  de  E(x)  est  égal  au  produit  d'un  certain 
nombre  de  polynômes  ei(x). 

Si  donc  E(j:)  se  décompose  en  facteurs,  l'équation 
en  t  est  réductible. 


(*)  Kronecker,  Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Afathe- 
matik,  t.  LUI. 
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Tout  porte  à  penser  que  rcquation  en  t  [et,  par  suite, 
réquation  E(a:)  =  o]  est  irréductible  dans  le  domaine 
des  nombres  entiers. 

8.  Exemples.  —  Soit  /  =  1 1  : 

=  j-(j'-f-i)(x«-+- j'-hi)E(x); 

la  formule  (8)  donne 

f  — G  =  i, 
d'où 

E(a^)  =  a7«-+-  Zx^-h-  jar^-h  ga^'-f-  7^'-+-  3^-  -h  i 

(le  coenîcient  de  a?'  =  2^  —  5). 

L^équation  E(ir)  =  o  est  irréductible. 
Soit  maintenant  /=:  i3  : 

— - — — ■  =ir(j?-hi)(ap»-ha7-i-i)*E(j:). 

La  formule  (8')  donne 

d'où 

E(a7)  =  ar«+3a75-f-8jrV-Hiiir3-t-8j7î-+-3x-M  ; 

réquation  E(a?)  =  o  est  irréductible. 
Soit  enfin  l  ==  l'j  : 

(x  -+■  l)*" —  X^"^ —  I 

^ — =iF(rr-+-i)(ar«-h  jr-»-i)E(x), 

E{x)  =  ei(x)ei{x). 


Les  formules  (8)  et  (9)  donnent 
L'é(juation  E( x)  =  o  est  irréductible. 
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P.  S»  —  Je  viens  d'apprendre  que  M.  Bondz,  à  Upsal, 
s'est  occupé  du  même  sujet.  Dans  un  opuscule  intitulé  : 
OJver  diophantiska  ekvationen  x"+y"=iz"  (Upsala, 
Lindequistska  bokhandein,  1902),  le  géomètre  suédois 
établit  une  partie  des  résultats  que  je  fais  connaître 
dans  cette  Note.  Comme  moi,  il  considère  les  deux 

courbes^  =  2'"*  (cos  î  j  et  >'=  cos-;-^-^  mais  l'analogie 

ne  va  pas  plus  loin.  Je  tiens  à  signaler  à  l'attention  des 
lecteurs  des  Nouvelles  annales  le  travail  de  M.  Bendz. 


[L«6b] 

SUR  LE  RAYOX  DE  COIHIBURE  ÏÏHM  GO.VIQUE; 

Par  m.  Paul-J.  SUCHAR. 


1.  Soit 
(1)    f{sr,y)  =Aa:ï-+-2Bj7j-+-  Cy^-h  2Da?-h2Ej^-h  F  ==  o 

Téquation  d'une  conique. 

Nous  allons  d*abord  montrer  que  le  discriminant  de 
la  conique  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(2)  A  =  A/;*-2B/i/;+c/i«, 

où/^,  f^  sont  les  demî-dérivées  partielles  de  (i). 

En  effet,  si  h  est  le  Hessien  de  la  forme  (1)  rendue 
homogène,  on  aura 

/j»  fxy  fxz 
fyx  fy*  fyz 
fzx     fzy     f'i^ 


2' 


ou  encore,  en  ayant  égard  au  ihéorcmc  bien  connu  sur 
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Jcs  fonctions  homogènes, 


xyz 

^/;.   yfly  -/i= 

*•/;«    r/?.     Vy'x 

_  I 

~  z 

/;.     fxy    fx 

flx  /;.  /; 

fzx    fzy     fy 

ou  encore 

xys* 

i 

f'y    fy'    fy 

fx      fy        0 

en  ayant  égai-d  à  la  relation 

^/i+^/;+*/ 

z'  =  0 

pour  les  points  de  la  conique.  Si  donc  nous  développons 
ce  dernier  déterminant  et  nous  faisons  z  =  i,  on  ob- 
tiendra Texpression  (2),  en  remarquant  que  l'on  a 

fx*  =  A,  f!ey=  B,  fyt  =  C. 

2.  On  sait  que  le  rajon  de  courbure,   en  un  point 
d*une  courbe  plane,  est  donné  par  la  formule 


d^y A_ 


et,  d'après  (i)  et  (2),  on  a 

dx-     /;  ' 

donc,  le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  conique, 
exprimé  en  fonction  des  coordonnées  du  point,  est  de  la 
forme 

(3)  p  =  ^(/i'-^/;Ml 

où/Jl,  fy,  sont  les  dcmî-dérivées  partielles  de  (i). 


Digitized  by 


Google 


(  399  ) 

3.  Celte  dernière  expression  va  nous  perineitre  de 
déterminer  un  certain  nombre  d'expressions  différentes 
pour  le  rayon  de  courbure^  utiles  à  connaître. 

Soit,  en  effet,  a  Fangle  de  la  tangente  à  la  conique 
avec  une  droite  fixe,  que  Ton  prendra  pour  axe  des  x. 
Nous  aurons,  en  ayant  égard  à  (2),  la  suite  des  rap- 
ports 

cos'a  sinacosa       sin^a 


Acos*a  -*-  9.Bsiiiacos3  -h  G  sin*a 


Il  résulte  donc,  d'après  (3),  pour  le  rayon  de  cour- 
bure à  une  conique  en  fonction  de  l'angle  a,  Texpres- 
sion 

(4)  P  = 


(A  cos*a  H-  2B  sina  cosa  -h  G  sin*a)* 

Cette  expression  devra  être  modifiée  s'il  s^agit  d'une 
parabole,  car  alors  l'expression  entre  parenthèses  est 
un  carré  parfait. 

4.  L'expression  qu'on  vient  de  trouver  pour  le  rayon 
de  courbure  n'appartient  qu'aux  coniques.  En  d'autres 
termes,  si  en  chaque  point  d'une  courbe  plane  le  rayon 
de  courbure  est  de  la  forme 

K 

P= ï' 

(A  cos*a -h  2B  sina  cosa -h  G  sin^a)* 

où  K,  Â,  B,  C  sont  des  constantes  et  a  l'angle  de  la 
tangente  à  la  courbe  avec  une  droite  fixe,  les  courbes 
correspondantes  sont  des  coniques. 

En  effet,  si  p  est  la  distance  de  l'origine  des  axes  à  la 
tangente  en  un  point  de  la  courbe  cherchée,  le  rayon 
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de  courbure  est  donné  d'après  Eulcr  par  la  formule 


dOL^ 


-*-/>  =  p; 


on  aura  donc  1  equalion  diflférenuelle  dos  courbes  cher- 
chées en  coordonnées  tangenlielles 

d^p  K 

(  A  cos'  a  4-  2  B  sin  a  cos a  -4-  C  sin* a )* 

Supposons  B^  —  AC^o,  on  remarque  alors  que  la 

fonction 

K  i. 

p  =  .  p  __  p^  (  A  cos' a  "ha B  sioacosa-h  Csin'a)' 

est  une  solution  particulière  de  l'équation  précédente; 
par  conséquent,  l'intégrale  générale  sera 

p  -=.  a  cosa  -h  b  sina 

K  ^• 

-h  ,  p p^  (A  cos'a  -+-  2B  sina  cosa  +  Gsin^a)', 

où  a  et  &  sont  des  constantes.  Nous  remarquons  que 
celte  fonction  n'est  autre  chose  que  la  condition  qui 
exprime  que  la  droite 

a;  sin  a  —  y  cos  a.  i=:  p 

est  tangente  à  la  courbe  cherchée.  Si,  au  lieu  des  coor- 
données p  et  a,  nous  introduisons  les  coordonnées  de 
droite,  comme  on  a  Thabitude  eu  posant 


sina  cosa 

=  w, =  V, 

P  P 


on  aura  aJors 


aie 


relation  algébrique  et  du  second  ordre;  donc  les  courbes 
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dierchées  sont  des  coniques.  Si  B^ — AC=:o,  on  rai- 
sonnera de  la  même  manière  sur  Téquation  modifiée. 

5.  Nous  allons  maiulenant  démontrer  quelques  ihéo- 
rcmes  sur  les  rayons  de  courbure  d'une  conique. 

Théorème  I.  —  Si  dans  le  plan  (Vnne  conû/ue  on 
prend  un  point  et  l'on  considère  la  polaire  de  ce  point 
par  rapport  à  la  conique;  le  rayon  de  courbure  en 
chaque  point  est  proportionnel  au  cube  de  la  dis- 
tance à  la  polaire  et  im^ersement  proportionnel  au 
cube  de  la  distance  du  pôle  à  la  tangente  à  la  conique 
au  point  considéré. 

En  eflel,  soieniy^J., /^.,  /]j'  les  deiiii-dénvécs  parlieUes 
de  la  conique  (i)  rendue  liomogène.  Nous  aurons  la 
suile  des  rapports 

sin3  cosa  p 

OÙ  p  est  su[)posé  lié  à  a  par  la  relation  qui  exprime  que 

la  droite 

X  sin  a  — j'  cosa  =  p 

« 
est  tangente  à  la  coni(|iie  (  i  );  eniin  a^  b  et  c  les  coor- 
données homogènes  d'un  point  du  |>lan.  INous  aurons, 
d'après  (3), 

^  ^        A  (asioa  —  6  cosa  —  cpy^ 

L'expression  entre  parenllièses  du  numérateur  n'esl 

i 
autre  chose  (pie  le  produit  de  la  con.staule  (f]'^-  -hf^')' 

par  la  distance  d'un  point  de  la  conique  à  la  polaire 

donnée,  et  celle  du  dénominateur  est  le  produit  de  c 

par  la  distance  du  point  doinié  des  coordonnées  a,  />,  c 

à  la  tangente  à   la  conique  au  point  considéré.   Nous 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  l.  lîl.  (Septembre  igoS.)         26 
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aurons  doue,  eu  dësignaiu  par  D  et  d  ces  distances, 


(6)  P  = 


__   ifa'^fj})'  /D V 


et  le  théorème  est  démontré. 

Une  première  conséquence  est  le  théorème  suivant  : 

En  chaque  point  d'un  cercle,  le  rapport  -7  est  con^ 
stant. 

Remarquons    encore   que   si   le  point   (a,  i,  c)   est 

sur  la  conique,  le  coefficient  -^-^ — r^''        de  (6)  est, 

d'après  (3),  le  rayon  de  courbure  en  ce  point.  Il  s'en- 
suit alors  comme  conséquence  le  lliéorème  : 

En  deux  points  quelconques  d'une  conique,  le  rap^ 
port  des  rayons  de  courbure  est  égal  au  rapport  des 
cubes  des  longueurs  des  tangentes  en  ces  points. 

6.  TuKonkMElI.  — En  chaque  point  d'une  conique, 
le  rayon  de  courbure  est  inversement  proportionnel 
au  cube  de  la  dislance  de  son  centre  à  la  tansente  à  la 

m  O 

conique  au  point  considéré* 

En  effet,  reprenons  Texpression  du  rayon  de  cour- 
bure sous  la  forme  (5)  et  supposons  que  le  point 
donné  (a^  b^c)  coïncide  avec  le  centre  de  la  conique,  la 
polaire  sera,  connue  on  sait,  rejetée  ii  Tinfi ni  et  le  numé- 
rateur de  celle  expression  se  rëdnit  h 

k  cause  tic   la  condition  /f[=^  o,  /l=^  o.  Si  donc  nous 
faisfnis  z  =r^  1 ,  nous  aurons,  en  ayant  égard  à  (i). 


Digitized  by 


Google 


(  4o3  ) 
mais  cette  expression  n'est  autre  chose  que  A'.  On  aura 
donc  finalement 

A* 

et  le  théorème  est  démontré.  Ou  doit  remarquer  que  la 
troisième  coordonnée  c  dans  ce  cas  a  pour  expression  la 
caractéristique  AC  —  B^  de  la  conique. 

?•  Ce  théorème  nous  conduit  aisément  à  une  con- 
struction géométrique  du  centre  de  courbure.  Suppo- 
sons la  conique  rapportée  à  son  centre  et  k  ses  axes  et 
soient  a  et  b  les  demi-axes.  On  aura  alors 

et,  par  conséquent, 

Nous  avons  posé  /?  à  la  place  de  d. 

Soient  OM  = /•  {Jîg,  i)  le  rayon  vecteur  d'un  point 


de  la  conique  et  r'  le  dumi-diamèlrc  conjugué  à  la  di- 
rection OM,  enfin  o  Tangle  de  la  tangente  avec  le  rayon 
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vecteur.  Le  ihéorème  d'Apollonius  nous  donne 

rr  sino  =  a^ 
et,  comme  on  a  p  =  rsin^,  on  aura  donc 

il  résulte  de  là  la  construction  suivante.  Sur  la  tangente 
en  M  on  porie  MR'=/-',  on  mène  la  perpendicu- 
laire R'P=:/;,  on  joint  P  à  M  et  Ton  mène  la  perpen- 
diculaire R'G  à  PM,  le  point  de  rencontre  G  avec  la 
normale  MC  est  le  centre  de  courbure.  En  ellet,  l'angle 
en  G  étant  égal  à  R'MP,  le  triangle  rectangle  R'RK^ 
nous  donne 

/  '  =  MG  tang(^^)  =  MC  -^. 

8.  Une  autre  conséquence  du  théorème  1  est  le  lliéo- 
rènie  connu  qui  s'énonce  comme  il  suit  : 

En  chaque  point  d'une  conique,  le  rayon  de  cour-- 
bure  est  inv^ersentent  proportionnel  au  cube  du  sinus 
de  l'angle  de  la  tangente  à  la  conique  avec  le  rayon 
vecteur  qui  joint  le  point  de  contact  au  foyer  de  la 
conique. 

Supposons,  en  ellet,  que  le  point  de  coordonnées  a, 
J,  c  coïncide  avec  un  fover  de  la  conique  (i),  la  polaire 
coïncidera  alors  avec  la  directrice  correspondante.  La 
distance  D  qui  Ogure  dans  la  formule  (6)  est,  d'après  la 
définition  môme  de  la  coniqne,  proportionnelle  à  la 
dislance  du  point  de  la  conique  an  foyer  correspondant, 
et  la  formule  (6)  nous  <>on(iuit  alors  à  ce  dernier  théo- 
rème. 
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9.  Supposons  que  le  point  donné  (a,  b^  c)  est  rejeté  à 

l'infini  dans  la  direction  -y  la  polaire  correspondante 

est  alors  un  diamètre  de  la  conique,  et  la  formule  (5) 
se  réduit  à 

^       A  (a  sina  —  b  cosa)» 

Il  résulte  de  là  le  théorème  suivant  : 

En  chaque  point  d'une  conique,  le  rayon  de  cour- 
bure est  proportionnel  au  cube  de  la  distance  du  point 
à  un  diamètre  donné  et  inversement  proportionnel  au 
cube  du  sinus  de  l'angle  de  la  tangente  à  la  conique 
avec  la  direction  conjuguée  au  diamètre  donné. 

Ou  encore,  si  le  diamètre  donné  est  un  axe  de  la 
conique,  on  aura  le  théorème  connu  : 

En  chaque  point  d'une  conique,  le  rayon  de  cour- 
bure est  proportionnel  au  cube  de  la  portion  de  la 
normale  à  la  conique,  comprise  entre  son  pied  et 
l*ajce  donné. 

Il  résulte  de  ce  dernier  théorème,  comme  consé- 
quence, le  théorème  connu,  à  savoir  : 

En  chaque  point  d'une  conique,  le  rapport  des  por- 
tions d'une  normale  comprises  entre  son  pied  et  les 
axes  est  constant, 

10.  Il  résulte  enfin  un  dernier  théorème  du  théo- 
rème I,  qu^on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Si,  par  un  point  du  plan  d'une  conique,  on  mène  les 
deux  tangentes,  le  rayon  de  courbure  en  chaque  point 
de  la  conique  est  proportionnel  à  la  puissance  |  du 
produit  des  distances  de  ce  point  aux  deux  tangentes 
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et  inv^ersement  proportionnel  an  cube  delà  distance  du 
point  pris  dans  le  plan  à  la  tangente  à  la  conique  au 
point  considéré. 

En  effet,  l'équation  d'une  conique  bi-tangente  k  Fen- 
semble  des  deux  droites, 

pevt  se  mettre  sous  la  forme 

aa?*-*-  aftay  H-  c^*=  {dx -^  «>'*♦-/)*» 

et  la  droite 

fix  -t^  e^  -h  /  =  o 

n'estaulre  chose  que  la  polaire  de  l'origine  par  rapport 
à  la  conique.  On  aura  donc,  d'après  le  théorème  I,  eu 
ayant  égard  aussi  à  l'équation  de  la  conique 

3 

^      («ar'-f-  ibxy  -\~  cy^y 

p-  y^  ' 

où  p  est  la  distance  de  l'origine  des  axes  à  la  tangente  à 
la  conique,  ce  qui  démontre  le  théorème.  Il  est  à  reraar^ 
quer,  ce  qui  d'ailleurs  est  évident,  que,  lors  même  que 
les  deux  tangentes  sont  imaginaires,  le  produit  des  dis- 
tances à  ces  droites  est  réel. 

Une  conséquence  de  ce  dernier  théorème  est  : 

Le  rapport  du  produit  des  distances  d'un  point  d'un 
cercle  à  deux  tangentes  menées  par  un  point  du  plan 
au  carré  de  la  distance  de  ce  point  à  la  tangente  au 
cercle  au  point  considéré  est  constant, 

11.  Les  réciproques  de  ces  théorèmes  sont  aussi 
vraies.  Nous  allons  nous  borner  à  démontrer  la  réci- 
proque des  théorèmes  I  et  II. 
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Nous  nous  proposons  donc  de  démon irer  la  pro[>osi- 
lion  suivante  : 

Si,  dans  un  plan,  on  se  donne  un  point  et  une  droite 
et  si,  en  chaque  point  d'une  courbe  située  dans  ce  plan, 
le  rajon  de  courbure  est  donne  par  une  expression  de 
la  forme 

où  K  est  une  constante,  D  la  distance  d'un  point  de  la 
courbe  à  la  droite  donnée  et  d  la  distance  du  point 
donné  à  la  tangente  à  la  courbe  au  point  considéré,  la 
courbe  est  une  conique. 

Nous  avons  besoin,  pour  dtnnuM*  la  solution,  d'cinblir 
uu  tliéorème  sur  les  polaires  rétîpro(|ues. 

Supposons  une  courl)e  plane  rapportée  à  un  syslèintî 
d'axes  polaires  {/ig-  2)  et  soient  /•  et  0  les  coordonnées 

Fi  g.  a. 


d'un  point  M,  MP  la  tangente  à  la  courbe,  OP  = /;  la 
distance  du  point  O  à  la  tangente,  enfin  M|  le  point 
correspondant  de  la  polaire  récipnxjue  par  rapport  au 
cercle  directeur  de  centre  O  et  de  rayon  égal  à  i, 
Mf  P|  perpendiculaire  à  OM  est,  comme  on  sait,  la  tan- 
gente en  M|  h  la  polaire  réciprocpie;  posons  encore 
OM,  =  ri  etOPi=/?|.  l-a  similitude  de?)  triangles  OMP 
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t;t  OMiPf  cl  le  lliéorèmc  bien  connu  sur  li;s  pôles  el 
polaires  (Vun  cercle  nous  donnent 

(8)  prx  =  pir-ï 
el 

(9)  />  =  rsin9,        /?,=  risin<p, 

où  o  est  l'angle  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur, 
angle  qui,  d'ailleurs,  se  conserve.  Si  p  est  le  rayon  de 
courbure  au  point  M  et  pi  au  point  M|,  on  a  le  lliéo- 
rèine  suivant  : 

Le  produit  des  rayons  de  courbure  en  deux  points 
correspondants  d'une  courbe  et  de  sa  polaire  réci- 
proque par  rapport  à  un  cercle  directeur  de  rayon 
égal  à  1,  est  inversement  proportionnel  au  cube  du 
sinus  de  l'angle  de  la  tangente  en  un  point  d'une  des 
courbes  avec  le  rayon  vecteur  qui  joint  le  point  de 
contact  au  pôle  de  la  transformation. 

En  elFet,  le  rajon  de  courbure  en  un  point  d'une 
courbe  plane  est  donné  aussi  par  la  formule 

rdr 

on  aura  par  analogie,  pour  la  polaire  réciproque, 

r\drx 

d'où,  en  ayant  égard  à  (8)  et  (9),  on  trouve 

12.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  démon- 
trer le  théorème  du  n^  11.  Prenons  pour  origine  des 
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axes  le  point  donné  el  soit 

ax  -h  by  =  c 

la  droite  donnée.  Le  rayon  de  courbure  en  un  point  de 
la  courbe  cherchée  sera  donné  par 

__  K  (ax-^by  —  c)* 

Considérons  encore  la  polaire  réciproque  des  courbes 
cherchées  par  rapport  au  cercle  de  rayon  i  et  dont  le 
centre  est  k  l'origine  des  axes.  Le  rayon  de  courbure  au 
point  correspondant  k  x  et  y  sera,  d'après  (lo), 

_  (at^i,ty  pi 

^*"'  K  sin*f^{ax -^  by  —  c)** 

ou  encore,  en  passant  en  coordonnées  polaires  et  en 
ayant  égard  à  (8)  et  (9), 

^*""  K  (acose-t-6sinO  — c/7i)»' 

Les  polaires  réciproques  étant  supposées  rapportées 
aux  mêmes  axes  que  les  courbes  cherchées,  si  l'on 
désigne  par  0|  Tangle  de  la  tangente  M|P|,  avec  l'axe 
polaire,  cet  angle  0|  est  lié  à  0  par  la  relation 

on  aura  donc  finalement,  en  posant 


(n)  Pi: 


R 

K' 


(a  sin^i—  ôcosOf  — c/7i)»' 
or  l'expression  entre  parcnlbèses  n'est  autre  chose,  à  un 
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facteur  consUiit  près,  que  la  dislance  du  point  dont  les 
coordonnées  homogènes  sont  a^  6,  c  &  la  tangente  en  M| 
h  la  polaire  réciproque,  de  sorte  <|ue,  si  la  réciproque 
du  théorème  I  est  vraie,  la  réciproque  du  théorème  II 
sera  aussi  vraie. 

Remarquons  eniin  que  Téquation  différentielle  dus 
polaires  réciproques  est,  d'après  Euler, 

^Pi k; 

Si)  dans  cette  équation,  nous  faisons  le  cliangemenl 
de  la  fonction,  en  posant 

cpi  =  eu -h  asinOi—  ôcosOi, 
Téquation  prccéd(ïnt<i  se  transforme  en  la  suivante  : 

qui  est  intégruhle  par  des  quadratures  et  nous  donne 

a*=  A  cos*ô|-f-  «B  sinOi  cosO|-h  G  sin*fl|, 

d'où 

(cpi  —  a  sinOiH-  ^  cos6j)* 

=  c*(  A  cos*0|-+-  2B  sinOi  cosOi-h  sin*0»); 

si,  dans  cette  dernière  relation,  nous  remplaçons  0|  i*n 

fouclion  6  et  /;|  par-,  «l'aprcs  (8),  on  obtiendra,  pour 

les  courbes  clierchées,  ré(|uatioii  d'une  conique  ex- 
primée en  coordonnées  polaires  et,  par  conséquent,  la 
réciproque  du  ihéorénie  I  est  vraie. 

La  polaire  réciproque  de  celte  coniq^ue  étant  aussi 
une  conique,  la  formule  (i  i)  et  le  théorème  II  nous 
montrent  que  les  coordonnées  homogènes  a,  b  ci  c 
qui  figurent  dans  la  droite  donnée  sont  les  coordon- 
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nées  du  ccnire  de  ces  coniques,  polaires  réciproques. 
Il  résulte  de  là  la  proposition  géométrique  suivante  : 

Les  polaires  réciproques  de  toutes  les  coniques  qui 
ont  un  point  et  une  droite  donnes  pouf*  pôle  et  polaire 
par  rapport  à  un  cercle  directeur  de  rayon  i ,  et  dont 
le  centre  est  le  point  donné,  sont  des  coniques  qui  ont 
un  même  point  fixe  pour  centre. 


GORRESPONDANCÏ. 


M.  A.-H.  Couvert.  —  Au  sujet  des  questions  1628 
et  1491.  —  M.  Barisien  a  énoncé  et  résolu  la  question  1628 
dans/.  M.  S,,  1894,  page  89,  exercice  III;  une  seconde  solu- 
tion se  trouve  également  dans  /.  AI.  S,,  18941  page  140,  ques- 
tion 351,  §  II.  Les  deux  solutions  sont  d'ailleurs  identiques. 

La  question  1491  est  étudiée  dans  /.  Af.  S.,  1886,  page  89 
(question  d'examen  a*). 

J'ai  cru  devoir  vous  envoyer  ces  renseignements,  parce  que, 
dans  le  Tableau  de  correspondance  publié  en  1900,  les  ques- 
tions 1491  et  1628  sont  considérées  comme  non  résolues  et  que 
depuis  aucune  solution  n'en  a  été  donnée  dans  les  iV.  A. 

Â  un  abonné)  à  la  Bourboule,  —  Prière  de  vouloir  bien 
me  faire  connaître  votre  nom  et  votre  adresse  :  il  vous  sera 
répondu  par  Lettre  particulière.  R.  B. 


GERTIFIGITS  DANALYSE  IKFL^ITESIMALE. 


Marseille. 


ÉpRKUVE  ÉCRITE. —  1*  Évaluer  la  longueur  d'une  tangente 
commune  à  deux  sphères  fixes  en  fonction  de  V angle  0  que 
fait  avec  la  ligne  des  centres  le  rayon  aboutissant  à  Vun 
des  points  de  contact. 
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'i'^  Si  cette  tangente  touche  une  courbe  C  sur  rune  des 
sphères,  l'arc  de  cette  courbe,  compté  depuis  une  origine 
convenable,  est  égal  à  la  longueur  de  la  tangente  com-- 
mune, 

3*"  La  tangente  commune  touche  la  seconde  sphère  en  un 
point  qui  décrit  une  courbe  Ci  développante  de  G. 

4^  Le  plan  osculateur  en  un  point  de  la  courbe  G  est  le 
plan  tangent  à  la  seconde  sphère  au  point  correspondant 
de  Gi. 

5'  Calculer  le  rayon  de  courbure  de  C  au  moyen  du 
théorème  de  Meusnier. 

6*  Calculer  le  rayon  de  torsion  de  G. 

Solution. 


/«4-r|=0M   =  a»-*- r«— a ar  ces 0, 
/«=  a«-h  r«  — rf  —  2ar  ces 6. 

4^ 


a*  MMi  étant  la  tangente  en  M,  Tangle  avec  O^  est 

ds 
cosv  =  -7-. 
*       ds 

Mais  MMi  est  aussi  la  projection  de  OOt  sous  Tangle  y»  donc 
aussi 

MM,        / 

cosY  =  — 

On  a  donc 


OOi       a 


ds  ~~  a 


ds^ 


adz 
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Or  on  a 

donc 
d'où 


(  1'3) 

t  dt  =^-^  ar  sinO  rfO, 

z      =  rcosO, 

dz    =  ~~  rsinO^O; 

t  dt  =  —  a  dz, 

ds  =  —  dt,        Sq—  s  =  t. 


y*  II  résulte  de  la  seconde  question  que  Mi  décrit  une 
courbe  C|  développante  de  G. 

4"*  La  développante  Mi  est  une  trajectoire  orthogonale  des 
génératrices  de  la  surface  développable  engendrée  par  MMi 
tangente  en  M  à  la  courbe  G.  Le  plan  osculateur  à  la  courbe  G 
est  le  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  MMf.  On  peut  le 
déterminer  comme  plan  tangent  à  la  surface  développable  au 
point  Mf.  Il  contient  en  ce  point  : 

a.  La  génératrice  MiM; 

b.  La  tangente  à  la  courbe  Mf. 

Les  deu\  tangentes  sont  dans  le  plan  tangent  à  la  sphère 
en  Mf.  Donc  le  plan  tangent  à  la  sphère  en  Mi  est  le  plan 
osculateur  au  j)oint  M  à  la  courbe  G. 

5**  Cherchons  l'équation  du  plan  tangent  à  la  sphère  en  Mf 
La  sphère  est 

a-J-h^J-t-C^i—a)'—  r\  =  o. 

Le  plan  tangent  au  point  (^i^i  ^i)  est 

Xa:,-t- Y^'j  4- (Z  -  a)  (;:,  -  a)  -  rj  =  o, 

où  Ton  a 

dx 

dy 

dz 

La  distance  de  ce  plan  ù  l'origine  est  donnée  par 

r         /  ^         ïif        {a{z  —  a)-¥at-f-^r\\ 
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mais  on  a 

ffî  —  £ 
ds  '^  a 
donc 

dz 
at-^  z=z  i'*z=z  a'-H  r* —  rî  —  2a/'cosO  =  a*-i-  /•* —  /•?  —  a«^ 
ds  *  ' 


M 


Donc 


,j_  (a«  —  a*-+-  rj-*-  a«-f-  r« —  r}  —  2a 5)*  _  (r* — a^)* 


rî  rî 


D'après  le  théorème  dfi  Mcusnier 

R.=  r«~rf«=^'^'~^^;-^^^' 

__  (/Ti-f-r* — a-«)(rri  —  r*-f-a«) 

on  peut  remplacer  si  J'on  veut  z  par  rcosO. 

6^  On  a  pouV  la  torsion 

,      -dK  1         i   dK  dz 

ds  r       d   dz  ds 

Toul  est  connu.  On  a 


a 

d  ~  r^-az' 

R 
r/R 

y/r^r\--{r^—a. 

3)' 

a(r-—az) 

</5 

r,x^r^r]-(r^- 

a.y^' 

rt^c 

__  v^''*-^ '•*—'•? 

— 

'laz 

r/s 

a 
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Donc 


I 


Ti         a  r'  —  az  v^a* -t-  r*  —  r\  —  laz 


T        r'^—az  ri  y/r*r\  —  (r*—az)^  .    « 

—  4  /«'  -^  ^'^ —  ^?  •—  ^^ 

On  peut  remplacer  si  Ton  veut  z  par  r  cosO. 

/*^  /-î — Â 
Épreuve  pratique.  —  Calculer   I     -~^ — â-^^* 

Jo      cosÔ 

Solution. 
•'      cos6  eW,  et  l'on  fait  sin6  =  x^y  il  vient 


'^  ix^  dx 


r  — 

t/ft  ' 


/.  ■  -^^ 


On  remarquera  que 

'?.X^ 


1  __  X*        I  —  x^        I  -i-  a:* 
et  Ton  obtient  rapidement 

r   V^,/ô  =  ilogi±.^-arctangv/^ÛrÔ. 
J^      cosO  «2     "i  — y/sine 

(Juillet  1903.) 

Montpellier. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Déterminer  l'intégrale  générale  de 
réquation  différentielle 

x^^  -f-  3:r3 4^  —  ix^  -^  —  ixy  =  (ar  -H  a)*. 
dx^  dx'  ax 

II.  O/i  considère  la  sphère 

372  _u  j^î  _l- ^1  =  R2 


et  l'ellipsoïde 


sin'fJ      •'^  cos=(J 
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o<a<p<  ^. 

On  demande  de  calculer  la  portion  de  volume  comprise 
€1  V intérieur  de  l'ellipsoïde  et  de  la  sphère. 

ÉpRECVË  PRATIQUE.  —  On  demande  de  trouver  les  sur- 
faces S  qui  coupent  orthogonalement  toutes  les  surfaces 
représentées  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équation 

y 

z  =  /rare  tang   -• 

Trouver  celles  des  surfaces  S  qui  contiennent  la  droite 

7  =  0,        -5  =  a. 

Ces  dernières  surfaces,  quand  a  varie,  forment  une  sur- 
face S;  trouver  les  surfaces  2  qui  coupent  orthogonale- 
ment  toutes  les  surfaces  de  la  famille  S. 

(Juillet  1903.) 

Grenoble. 
Kprel've  écrite.  —  Etant  donnée  l'équation 
9^(1  — aj^)«y«=  a  — 3^  ; 

\°  Déterminer  les  lieux  des  points  d'inflexion  et  des 
points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales  ainsi  que 
l'enveloppe  de  ces  courbes. 

a"  Intégrer  cette  équation  et  vérifier,  à  l'aide  de  l'inté- 
grale générale,  les  résultats  précédemment  déduits  de 
Inéquation  différentielle. 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  l'intersection  S  du 
cône  x^-\-y^  =  z^  et  du  cylindre  parallèle  à  Oz  qui  a 
pour  trace,  sur  le  plan  des  xy^  la  courbe  r  =  ke^.  On 
demande  de  déterminer,  pour  un  point  quelconque  M 
de  S'  :  la  tangente,  le  plan  osculateur  et  sa  caractéris- 
tique, les  rayons  de  courbure  et  de  torsion,  et  enfin  le 
rayon  de  la  sphère  osculatrice.  On  cherchera  en  outre  le 
lieu  Si  de  la  trace  M|  de  la  tangente  à  la  courbe  S. 

(Juillet  igo3.) 
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Lyon. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Former  et  intégrer  r équation  aux 
dé rii^ées  partielles  du  premier  ordre,  gui  définit  les  fonc- 
tions homogènes,  à  n  variables,  du  degré  m  d^homogé- 
néité, 

II.  Intégrer  p^-^q^-x-^ y,  où,  p  ^ -^,  ^~  dy' 

Solution. 
On  écrira 

/?» —  X  =  —  q^-^- y  =  a  =  const.  arbitr., 

d'où 

i  1 

/?  =  (ar-f-a)«,         ^  =(j^  — a)', 

et  rintégrale  complète 

1 

IH.  z  étant  une  fonction  donnée  de  /•  =  (a-^-f-^*)'  et 
de  0  =  arctang  — ,    calculer  rexpression 

_  ^        û^ 


Solution. 

""  àr^  "^  /•*  <^0«  '^  rô7' 

IV.  0/i  a  /a  surface 

5/-«=/(0). 

'Calculer  f  de  façon  quen  projection  sur  le  plan  des  xy 
les  deux  lignes  asympto tiques,  issues  dUm  point  de  la  sur- 

face,  se  coupent  à  angle  droit.  Étudier  ces  lignes  asymp- 
totiques  et  montrer  que  la  torsion  en  un  point  ne  dépend 
que  de  r. 

Ann.  de  Mathémat.,  '»•  série,  l.  III.  (Septembre  iyo3.)         27 
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Solution. 
On  a  évidemment 

A5  =  0, 

c'est-à-dire,  tenant  compte  de  la  solution  du  problème  HI  et 
tout  calcul  fait  : 

o  =  A5  =  r-M/''-h4/)         et        r^-if. 
/(O)  =  K  cos2(e  —  Oo)        (K,  60  =  const.  arbitr.). 

Il  suffira,  pour  Tétude  géométrique,  de  faire  K  =  1,  Oo=  o; 
alors 

__  COS2O  _     x^  —  y^ 

^  ■"        /'«        ■"  {x^~\-yi)l' 

Les  lignes  asymptotiqucs  sont  des  cubiques  gauches  qui  se 
projettent  suivant  les  cercles 

/j.î_{_jî_  iK^xûiy)  =  0        (K  =  const.  arbitr.), 
etc.  (Juillet  1903.) 


GBRTIFIGATS  DANALYSK  SDPERKliRK. 


Grenoble. 


Épreuve  écrite.  —  On  considère  la  fonction  pz  de  Weier- 
strass  construite  avec  les  périodes  2(i>,  2(i>';  on  suppose  (u, 

-r-  réelles, 
i 

i**  Montrer  qu'à  deux  valeurs  imaginaires  conjuguées  de 
V argument  z  correspondent  deux  valeurs  imaginaires 
conjuguées  de  la  fonction, 

2"  On  pose  Z  =  pz.  Lorsque  le  point  z  décrit,  dans  son 
plan,  une  ligne  c,  le  point  Z  décrit,  dans  son  plan,  une 
ligne  correspondante  C. 

Démontrer  que  si  c  est  une  parallèle  ou  une  perpendicu- 
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laire  à  Vaxe  des  quantités  réelles  du  plan  des  z,  la  ligne 
correspondante  G  est  une  courbe  algébrique,  les  coor- 
données d'un  point  d'une  pareille  courbe  étant  fonctions 
elliptiques  d'un  paramètre  u. 

Ces  courbes  algébriques  sont,  en  général,  du  quatrième 
degré;  indiquer  les  cas  d'exception. 

3*  Trouver,  dans  le  cas  général,  les  asymptotes  de  ces 
courbes  algébriques,  et  les  tangentes  parallèles  à  ces 
asymptotes. 

4"  Lorsque  Z  décrit  l'une  des  courbes  précédentes,  les 
distances  ri,  /'j,  7*3  de  ce  point  aux  points  d'ajffixes 

6|  =  pW,  ej=p(w-h  Cl)'),  C3=p(./ 

sont  fonctions  du  paramètre  u  du  2". 

Trouver  ces  fonctions  en  employant  successivement  les 
notations  de  Weierstrass  et  celles  de  Jacobi, 

ËPBEUVii  PRATIQUE.  —  Lcs  axcs  Ox^  Oy,  Oz  étant  rectan- 
gulaires,  on  considère  la  surface  de  révolution  admettant 
pour  axe  0«,  et,  pour  méridienne,  la  courbe 

9ai5»— 4a:»  =  o,        y  =0. 

Les  géodésiques  de  cette  surface  tangentes  à  l'un  des 
parallèles  de  rayon  r©  se  projettent  sur  le  plan  xOy  sui- 
vant des  courbes  que  Von  appelle,  dans  la  suite  du  pro- 
blème, courbes  (G). 

i**  Soient  r  et  6  les  coordonnées  polaires  d'un  point  M  du 
plan  xOy^  O  étant  pris  pour  pôle.  Former  la  relation 
différentielle  qui  lie  r  et  b  lorsque  M  décrit  l'une  quel- 
conque des  courbes  (G).  Indiquer  sommairement  la  forme 
de  ces  courbes. 

2**  Exprimer  les  coordonnées  polaires  r,  6  d'un  point  M 
d'une  courbe  (G)  en  fonction  d'un  paramètre,  en  utilisant 
les  transcendantes  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques 
{notations  de  Weierstrass).  Même  question  pour  les  coor- 
données rectangulaires  de  M. 
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SOLUTIONS  De  OUBSTiONS  PROPOSÉES. 


1895. 

(1900,  p.  &74.) 

On  considère  Vhyperhole  èquilatère  (H)  ayant  pour 
sommets  les  foyers  d'une  ellipse  (E).  D'un  point  quel- 
conque P  de  cette  hyperbole  on  abaisse  une  des  normales 
dont  le  pied  est  en  A.  Du  centre  0  de  (E)  on  abaisse  la 
perpendiculaire  OS  sur  la  tangente  en  A  et  OQ  sur  la  nor- 
male en  A.  On  obtient  ainsi  le  rectangle  OQAS.  Montrer 
que  le  produit  des  aires  des  quatre  rectangles  analogues 
correspondant  aux  pieds  des  quatre  normales  est  une  quan- 
tité constante.  (E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 

Par  M.  A.-II.  Couvert. 

Soit  acoscp)  6sin(p  Je  point  A.  Les  distances  de  O  à  la  tan- 
gente et  à  la  normale  en  A  sont  : 

os=  "* 


OQ 


^a*sin'ç  -h  6*cos*«p 
^  c^sintpcos^ 

v/cf' sin* o  -f-  b^ cos*  cp 
On  a  donc 

aire  OQAS  =  OS  xOQ 

.   ,  sinçcoscp  t 

=  abc^     ,  .        * — j-^ — r~  =  abc^  —r-- j--  , 

a*  sm  *  o  -i-  6*  cos*  o  a^  t*  •+-  b* 

en  posant  langcp  =  /.  Si  <i,  /j,  <3,  ti,  sont  les  valeurs  de  t  cor- 
respondant aux.  pieds  des  quatre  normales  issues  d'un  point  de 
coordonnées  as,  y^  nous  nous  proposons  donc  de  calculer 

P  =  U6cM^  ^^^'^^^^ 
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Or  les  quatre  valeurs  de  t  sont  fournies  par  r équation 

(  a'^x^t^—  labryt^ 

{  -+-  (a'j-»-f-  6*j*  — c*)r*—  labxyt  -\r  b^y-  —  o 

(voir,  par  exemple.  Théorèmes  et  problèmes  sur  les  normales 
aux  coniques,  par  Desboves,  p.  lO). 
Dés  lors 

6«r* 


tttit.t,= 


a^x* 


Le  dénominateur  de  P  est  le  produit  des  quatre  détermina- 
tions de  6  zzz-a^t^-h  b^y  quand  on  y  remplace  successivement  t 
par  les  quatre  racines  de  (i).  Pour  avoir  ce  produit,  il  suffit  de 
former  la  transformée  en  0  de  (i).  Or  la  transformée  de 

A£*-hB/»+G/*-h  D/-+-E  =  o 
correspondant  à  la  relation  0  =  a*<*-f-  6*  est 

A*6*-f-...-h[...]e 

-*-[a*E  — 6«(Ca«— A6«)J«-+-  a*6>(B^«— Da»)*=  o. 

Nous  n'avons  indiqué  que  les  termes  extrêmes,  les  seuls 
utiles.  Le  produit  des  quatre  racines  de  cette  équation  est 

Si  nous  appliquons  à  la  transformée  de  (i),  nous  avons 

-ha^b^i — 'iab^xy  ~{-  la^bxy)^  S 

a'^x^ 

Cette  expression  simplifiée  devient 

ft*  ci  -^ -l ! ^L^  . 

G*est  le  dénominateur  de  P.  On  a  donc 
_  a^b'^c^  b^y- 


f,ir^      rttj-*  (jri-^yi^c'i)i-h\x^'y^ 
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OU 


(J7»  — y^ — c^Y-^ix^y^ 

Le  point  x,  y  étant  sur  ( H  ),  on  a 

a:*  —  y^  —  c*  =  o. 
Donc 

^      4 

Le*  produit  est  donc  constant. 

D'une  manière  générale,  le  lieu  des  points  tels  que  le  produit 
des  aires  des  quatre  rectangles  considérés  soit  constant  est  la 
quartique 

(a7*-{-^*)»— Xa:»^*—  2C*(a?«  — ^«)-h  c*=  o, 

où  X  désigne  une  constante.  On  voit  que  pour  X  =  4  cette 
quartique  est  l'hyperbole  H  prise  deux  fois. 

La  forme  générale  de  cette  courbe  est  facile  à  indiquer,  son 
équation  étant  bicarrée  par  rapport  à  chacune  des  coordonnées. 

1913. 

(îfOl,  p.  I9>.) 

Trouver  en  nombres  entiers  les  solutions  de  Véquation 

2a?»=  3y'  —  I. 

(H.-J.  KnANTz.) 

SOLUTION 

Par  le  P.  F.  Pbpin,  S.  J. 

i.  Il  s'agit  de  trouver  en  nombres  entiers  les  solutions  de 
Téquation 

(l)  237»  =  3^*— I. 

Gomme  je  n'ai  pas  la  prétention  de  résoudre  complètement 
cette  question,  je  me  contenterai  d'indiquer  deux  méthodes 
différentes  pour  chercher  les  solutions  demandées.  Nous  par- 
viendrons à  la  solution  or  =  6t,  j^  =  SSg.  On  parviendrait  peut- 
être  à  d'autres  solutions  en  poursuivant  les  calculs  indiqués. 
Mais  il  resterait  toujours  à  décider  si  le  nombre  des  solutionîs 


Digitized  by 


Google 


(  423  ) 

est  fini  ou  infini.  Je  suis  convaincu  que  celui  qui  résoudra  cette 
difficulté  aura  trouvé  quelque  chose  de  nouveau  dans  la  théorie 
des  nombres. 

2.  Première  méthode.  —  On  ramène  la  question  proposée 
à  celle  de  rendre  rationnelle  la  racine  carrée  d'un  polynôme 
du  quatrième  degré  au  moyen  d'une  valeur  rationnelle  de  la 
variable. 

D'abord  on  déduit  immédiatement  de  l'équation  (i)  que  x 
tly  doivent  être  impairs  et  positifs.  Puisque  3  est  résidu  qua- 
dratique des  diviseurs  de  Xy  on  conclut,  par  le  théorème  de 
Legendre,  que  ces  diviseurs  sont  compris  dans  les  deux  for- 
mules 12/ -H  I,  12/-*- II.  Quant  au  nombre  rr,  il  doit  être  de 
la  forme  i2/-hi.  En  effet,  le  produit  ix^  étant  représenté  par 
la  forme  (3,  o,  — i)  ainsi  que  le  facteur  2,  il  faut  que  l'autre 
facteur  soit  représenté  par  la  forme  (i,  o,  — 3),  laquelle  ne 
convient  qu'aux  nombres  de  la  forme  12/  + 1.  Le  cube  x^  et  sa 
racine  x  sont  donc  l'un  et  l'autre  de  la  forme  12/  +  !.  Posons 

X  =  12-5  -h  I. 

I  Par  cette  substitution,  l'équation  (i)  devient 

I 

î  (2)  ^»  =  I-^-24^-^2.l445»H-8.ï445*=?('^). 

I 

I  Cette  équation  admet  la  solution  évidente  ^  =  0,^  =  1.  Elle 

admet  aussi  une  infinité  de  solutions  en  nombres  rationnels. 

On  peut  obtenir  ces  solutions  au  moyen  des  formules  que  j'ai 

publiées,  en  1877,  dans  les  N.  L.  M.  Les  solutions  en  nombres 

entiers  s'obtiennent  alors  comme  cas  particuliers  des  solutions 

rationnelles. 

3.  Nous  chercherons  d'abord  une  solution  de  l'équation  (2) 
par  la  méthode  de  Fermât,  en  posant 

y  =  \-Jt-  12Z  -r-  hz^ 

I  et  en  déterminant  h  de  manière  à  donner  trofs  racines  nulles 

à  l'équation 

(l-hI2-5H- A^»)*—  Cp(z-) 

=  (2A  — 144 ) ««+8(3^  —  144)  «» -4-^*-*^=  O. 
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On  y  parvient  en  prenant  h  =  72,  et  en  supprimant  le  fac- 
teur z^  on  trouve 


Connaissant  deux  solutions, 


r 

-  9 
9 


I  5 

^  =  0,        /  =  i;        ^=—9'        -^^V 

nous  pouvons  employer  les  formules  (II)  (n»  3)  du  Mémoire 
cité  : 

^  f-^  g^(i^hzl=     /?(5o), 

j/-H^<Sl-f-A^Î  =  £/cp(2,),  (£=±1), 

2/o(-5o) 

Prenant  -5©=  O1  011  a 

cp(^o)  =  I,  <p'(5o)  =  24,  /=I,  ^  =  12. 

La  deuxième  équation,  pour  ^1  = »  devient 

8»  9  9 

Pour  A  =  —  18  l'expression  de  z  devient 

24.  18 -f-  8.  144  I  44    ^    1  r 

z  = — =  — I +-=:>. 

18.18  9         9         9 

On  obtient  ensuite  /o(5)  par  la  formule 

i-f-12.5  — i8.!25=±/ïp(5),         v^<p(5)  =  389. 

I>a  formule  x  =  12^+  i  donne  la  valeur  correspondante 

a?  =  61. 

I^  seconde  valeur  de  h,h=  72,  donne  pour  z  la  valeur  pri- 
mitive 5  =  0. 
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4.  Connaissant  trois  solutions  : 

çp(o)  =  i,         «^-l^=g,         ^(5)  =  3891, 

on  peut  appliquer  les  formules  (I)  du  Mémoire  cité  : 

•  ^^^ (-50-+-  >5l  -H  5j), 

Les  quatre  premières  formules  font  connaître  une  quatrième 
solution,  ^,  la  cinquième  formule  donne  la  valeur  rationnelle 
de  /ç(5).  A  raison  des  quatre  combinaisons  de  e  et  de  e',  trois 
solutions  données  ^oi  *\i  ^i  en  font  connaître  quatre;  mais 
quelques-unes  de  ces  solutions  peuvent  s'identifier  avec  des 
solutions  déjà  calculées.  J'ai  montré  dans  le  Mémoire  cité 
(n°  10)  comment  le  théorème  d*Abel  sur  les  sommes  d'inté- 
grales elliptiques  donne  l'explication  de  ce  fait. 

5.  Sans  nous  arrêter  aux  applications  de  ces  dernières  for- 
mules, reprenons  le  système  précédent  (11)  pour  indiquer  une 
méthode  simple  qu'on  peut  en  déduire,  pour  obtenir  successi- 
vement une  suite  indéfinie  de  solutions  de  l'équation  (2). 

Prenons  ^0=  o,  désignons  par  «j  une  solution  connue,  diffé- 
rente de  o,  et  par  â,  les  solutions  qu'on  en  déduit  par  les  for- 
mules (II)  en  y  prenant  e==bi.  La  première  équation  et  la 
troisième  donnent /=  i,  ^  =  12,  de  sorte  que  l'on  a         * 

8.i44-'24A       , 


(  i-h  12-5  -H  hz^  =±  /o(-). 

La  première  formule  donne  la  valeur  de  l'inconnue  auxi- 
liaire, h\  In  seconde  détermine  la  nouvelle  solution  z  et  la 
troisième,  la  valeur  correspondante  de  y  =.  /«»(  3).  Prenons 


I 


•^(-^)=(r 
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Nous  trouvons 

yi  =  ±:45H-i2.9  — 8i,         /t  =  72,         A  =  — 18. 

Pour  k  =  72,  on  a 

8.144  —  '24.72        I        —I        I 

z  = ^ ^-^  -H  _  = h  -  =  o. 

72.72  9  9         9 

On  retrouve  la  solution  primitive. 
Pour  A  =  — 18,  on  a 

_  8.144-4-24.18  _^  I  _  44  ^  I  _  . 
^  -  18^8  "*'9'"79~' 

I  ■+- 12.5  —  18.25  =ii=/©(5),         /<p(5)  =  389. 

Pour  Zi  =  5,  on  a 

I  +  12.5 -f-/î.25=d:  389. 

Avec  le  signe  inférieur  on  retrouvera 

/i  =  — 18         et         z  3= . 

9 

Avec  le  signe  supérieur  on  obtient 

(8.144.25  —  308.24)25 


25/i  =  3o8,         -8  4-5  = 


3o8.3o8 


6.  Dans  les  deux  applications  que  nous  venons  de  faire  des 
formules  (111)  une  seule  des  deux  valeurs  de  e  donne  une  solu- 
tion nouvelle,  l'autre  ramène  une  solution  déjà  calculée.  On  se 
rend  compte  de  ce  fait  en  remarquant  que  les  solutions  déter- 
minées par  .ces  formules  sont  les  nombres  rationnels  z  que  Ton 
peut  associer  à  des  nombres  rationnels  h  de  manière  à  vérifier 
l'équation 

(3)  A«^«H-(24/i  — 8.i44)'5  +  (a/t  — i44)  =  o. 

A  chaque  valeur  convenable  de  h  cette  équation  fait  con- 
naître deux  solutions  z,  Z\  dont  la  somme  est  exprimée  par  la 
formule 

8.144  — 24. /i 


(a)  z-^zx  = 


hh 
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Si  Zi  el  h  sont  deux  nombres  rationnels  vérifiant  Tcqua- 
tion  (3),  la  nouvelle  solutions  est  aussi  rationnelle.  De  même, 
à  chaque  valeur  rationnelle  de  z  Téquation  (3)  fait  corres- 
pondre deux  valeurs  de  h  dont  la  somme  est 

/L^  Il  1^Z-\-7. 

(b)  A-hA,=  --î--; . 


Si  Tune  des  deux  valeurs  de  h  est  rationnelle,  l'autre  le  sera 
également.  Il  suffit  donc  de  connaître  deux  nombres  ration- 
nels A,  z  vérifiant  ensemble  Téquation  (3)  pour  former,  par 
remploi  alternatif  des  formules  (a)  et  (6),  une  suite  indéfinie 
dans  laquelle  chaque  valeur  de  z  sera  comprise  entre  les  deux 
valeurs  de  h  qu'on  peut  lui  associer  de  manière  à  vérifier 
l'équation  (3). 

On  voit  immédiatement  la  solution 

^1  =  7'i»         ^i  =  o- 
La  formule  (a)  donne  ensuite 

36.144  36  9' 

La  formule  (b)  donne  ensuite 

,                  -+-24.9  —  2.81  .        c,  o 

A  4- 72  = 2_^ ,         A  =  54  — 7a  =  — 18. 

Avec  les  valeurs  correspondantes  Zi  = >  A|  =  ^-i8,  on 

déduit  de  la  formule  (a)  une  nouvelle  valeur  de  A,  et  ainsi  de 
suite.  Nous  retrouvons  ainsi  la  méthode  posthume  d'Euler  que 
j'ai  exposée  dans  le  n**  8  du  Mémoire  cité  de  1877. 

7.  Seconde  méthode, —  On  considère  l'équation  proposée 
comme  cas  particulier  de  l'équation 

(4)  aar3=3>'«— «*. 

On  exprime  d'une  manière  générale  toutes  les  solutions  de 
réquation  (4)  en  nombres  premiers  entre  eux.  On  arrive  à  cette 
conclusion  que  : 

Théorème.  —    Toutes  les  solutions  de  Inéquation  H)  en 


Digitized  by 


Google 


(428) 

nombres  premiers  entre  eux  sont  exprimées  par  les  deux 
systèmes  : 


Il  reste  à  trouver  les  systèmes  de  valeurs  de  /  et  de  g,  en- 
tières et  premières  entre  elles,  qui  déterminent  pour  z  des 
valeurs  égales  à  zh  i. 

On  se  trouve  ainsi  amené  à  chercher  les  solutions  en  nombres 
entiers  de  chacune  des  deux  équations 

-=        P-^    9/^*-H  9é'(/*-H^*)  =  ±», 

Le  lecteur  trouvera  dans  le  §  XV  de  la  Théorie  des  nombres 
de  Legendre  (T*  Partie)  la  méthode  à  suivre  pour  résoudre 
ces  équations.  D'après  un  théorème  de  Lagrange,  les  valeurs  du 

rapport  dz  ^  qui  correspondent  aux  minima  de:»  formes  cu- 
biques indiquées  se  trouvent  parmi  les  fractions  convergentes 
vers  les  racines  des  deux  équations  auxiliaires 

^3  —  9  <*  -+-  9  f  —  9  =  o>         5  /'  —  27  ^*  -+-  4 5  f  —  27  =  0. 

Gomme  ces  développements  peuvent  se  prolonger  indéfini- 
ment, et  que,  passé  le  second  degré,  leur  loi  est  inconnue,  on 
ne  peut  pas  affirmer  que  le  même  minimum  ne  se  représentera 
plus  au  delà  d'une  certaine  limite.  On  peut  trouver  par  cette 
méthode  tous  ceux  des  nombres  /,  g  inférieurs  à  une  limite 
donnée  qui  satisfont  à  la  question,  mais  on  ne  peut  pas  démon- 
trer qu'il  n'y  a  plus  de  solution  au  delà  de  cette  limite. 

1924. 

(1902,  p.  96-) 

.Si  la  tangente  en  un  point  M  d'une  hyperbole  rencontre 
une  des  asymptotes  au  point  T  et  si  la  droite  qui  joint  M 
à  l'un  des  foyers  F  rencontre  la  même  asymptote  en  A, 
on  a 

\T  =  AF. 
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Déduire  de  là  le   lieu  des  foyers  des  hyperboles  dont 
on  confiait  une  asymptote^   une  tangente  et  son  point  de 

(M.  d'Ocagnk.) 


contact. 


SOLUTION 

Par  M.  Frizac. 


1.  Les  tangentes  issues  de  T  à  Thyperbole  sont  l'asymptote  et 
la  tangente  MT,  par  suite  TF  est  la  bissectrice  de  l'angle  MFIJ, 


FH  étant  la  parallèle  à  l'asymptote  menée  par  le  foyer.  Donc 

MFT  =  fFH; 
or 

TFII  =  FT\ 
comme  alternes  internes;  donc 

FTA  =  AFT, 

le  triangle  AFT  est  isoscéle  et 

AF  =  AT. 

%  Menons  par  M,  point  de  contact  de  la  tangente,  une  droite 
qui  coupe  l'asymptote  en  A;  on  obtiendra  les  foyers  des  hyper- 
boles satisfaisant  à  l'énoncé  par  l'intersection  de  la  droite  MA 
et  d'un  cercle  ayant  son  centre  en  A  et  pour  rayon  AT  d'après 
le  n°  1.  On  engendre  ainsi  une  strophoïde  oblique  passant 
par  M  et  ayant  le  point  T  pour  point  double  (T  est  le  point 
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d'intersection  de  la  tangente  et  de  l'asymptote)  et  le  lieu  des 
foyers  est  cette  strophoïde. 

Solution  analytique  de  M.  E.-N.  Barisien. 
1925. 

(1»02,  p.  144.) 

U  hyperbole  équilatère  ayant  pour  diamètre  une  corde  MU 
quelconque  d'une  conique  G  et  dont  les  asymptotes  sont 
parallèles  aux  axes  de  cette  conique  passe  par  les  extré- 
mités du  diamètre  de  G  symétrique  par  rapport  aux  axes 
du  diamètre  conjugué  de  la  direction  de  XB- 

(M.  d'Ocagnk.) 

SOLUTION 
Par  M.  R.-M.  Milne. 

Soit  PP'  le  diamètre  de  G,  qui  est  symétrique  par  rapport 
aux  axes  du  diamètre  conjugué  de  AB.  La  tangente  à  G  en  P 
fait  avec  les  axes  le  même  angle  que  AB  :  le  cercle  circonscrit 


au  triangle  APB  touche  donc  G  en  P.  Il  suit  de  là  que  PA 
et  PB  sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  G,  c'est-à-dire 
sur  les  asymptotes  de  l'hyperbole  équilatère.  Donc  enfin  P 
et  P'  appartiennent  à  cette  courbe,  en  vertu  d'une  propriété 
bien  connue. 

Autre  solution  géométrique  et  solution  analytique  de  M.  Frizac. 
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OIIESTIONS. 


1977.  On  donne  dans  un  plan  cinq  droites  a,  b^  c,  rf,  d'  et 
deux  points  Dj,  A]  sur  une  droite  qui  passe  par  le  point  d'in- 
tersection D  des  droites  d  et  d'. 

On  projette  du  point  Di  les  points  (bc),  {ca),  (ab)  {^)  sur 
la  droite  dj  et  du  point  A^  les  mêmes  points  sur  la  droite  «T. 
Soit  a'  la  droite  qui  joint  les  deux  projections  du  point  (6c); 
soient  de  même  b'  et  c',  .... 

Les  huit  droites  a,  6,  c,  d,  a\  b\  c',  d  forment  une  configu- 
ration jouissant  des  propriétés  suivantes,  dont  on  demande  la 
démonstration  : 

1°  On  peut  former  huit  groupes  de  six  droites,  les  droites 
d'un  même  groupe  passant  par  un  même  point,  et  cela  confor- 
mément au  Tableau  suivant  : 

i  {ab){dd)      {bc)(a'd')      {ca){b'd)   )  ,  .      * 

.     >  passent  par  un  même  point  Ai 
/   (db')(cd)       (b'c'){ad)       (c'a'){bd)   \^  ^  v  ^ 

\    (ab){cd)  (bc'){a'd)  {c'a){b'd) 

'f(a'b')ic'd)  (b'c)(ad)  (ca'){bd) 

\  (ab')(c'd)  {b'c)(a'd)  (ca)(bd}     | 

\  (a'b)(cd)  {bc'){ad)  {c'a'){b'd)\  "  * 

j  (ab'){cd)  {b'c'){a'd)  {c'a){bd) 

\{db){c'd)  {bc){ad)  (cd){b'd) 

I   (ab')(cd)  {b'c'){dd)  {c'a){bd) 

]{a'b)(c'd)  {bc)(ad)  (ca')(b'd') 

j    (db){cd)  (bc')(ad)  {c'a')(b'd)  J 

i  (ab'){c'd)  {b'c){a'd)  {ca){bd)    \ 

S   {ab){cd)  (bc')(a'd)  {c'a){b'd) 

]{db'){cd)  {b'c)(ad)  {ca')(bd) 

\   (ab)(cd)  {bc){dd)  {ca)(b'd) 

'  (a'b'){cd)  (b'c')(ad)  {c'd){bd) 

(')  {bc)  est  le  point  d'intersection  des  droites  b  et  c. 


A, 
B. 
C, 
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(    432    ) 
'i'*  Désignons  respectivement  par  A,  B,  G,  D  les  points  (aa'), 
(66'),  {cc*)^  {dd').  Les  trois  points  appartenant  à  l'un  quel- 
conque des  seize  groupes 

AAjAj,  ABiBi,  AG1G2,  AD1D2, 

BB1A2,  BA,Bj,  BDiGs,  BG,  D„ 

GG1A3,  GD,B2,  GA,Gî,  GBiDj, 

DD1A2,  DG1B2,  DBjGî,  DA,D' 

sont  sur  une  même  droite.  (L.  Klcg.) 

1978.  Nous  dirons  que  les  quatre  pieds  des  normales  abais- 
sées sur  une  conique  d'un  point  quelconque  de  son  plan 
forment  un  quadrangle  d'Apollonius. 

Quatre  points  pris  arbitrairement  dans  un  plan  ne  forment 
pas  en  général  un  quadrangle  d'Apollonius. 

Démontrer  que  si  quatre  points  forment  un  quadrangle 
d'Apollonius,  il  en  est  de  même  des  orthocenlre^  des  quatre 
triangles  qui  ont  pour  sommets  les  points  donnés  pris  trois 
à  trois.  (R.  Bricard.) 

1979.  On  considère  une  quadrique  et  un  point  0  sur  cette 
quadrique.  Par  O  passe  un  plan  variable.  On  prend  le  point 
de  Frégier  de  la  section  relatif  au  point  O.  Lieu  de  ce  point? 
Ge  lieu  est  en  général  une  surface  du  quatrième  ordre.  Dans 
quel  cas  se  réduit-elle  à  une  surface  du  troisième  ordre  ou  du 
deuxième  ordre? 

Quel  est  le  lieu  du  même  point  en  supposant  que  le  plan 
variable  soit  astreint  à  passer  par  une  droite  fixe? 

(K.  Gahen.) 

1980.  Déterminer,  de  la  manière  la  plus  générale,  une  courbe 
(plane  ou  gauche)  telle  que  toutes  ses  conchoïdes  par  rapport 
à  un  point  de  l'espace  convenablement  choisi  soient  des  courbes 
sphériques.  (R.  Bricard.) 

1981.  Toutes  les  coniques  réelles  qui  passent  par  le  point 
double  d'un  limaçon  de  Pascal  et  lui  sont  tritangentes  sont 
des  ellipses  égales  entre  elles.  (R.  Bricard.) 
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Ed.  xMAILLET, 

Docteur  es  Sciences, 

ingénieur  des  i'unts  et  Chaussées, 

Uêpétili^r  a  TEcole  Polytechnique, 


A,  GRÉVY, 


Docteur  es  Sciences, 

Ancien  ÉI^Te  de  l'École  Normale  sHpcrieure, 

Professeur  au  Lycée  Saint-Louis 


Publication  honorée  d*une  souscription  du  Ministère 
de  l'Instruction  publique. 

TOME  XI.  —   ANNÉE   i90i. 

PRIX     POUR    UN     AN     (l2    NUMÉROS)    : 

Paris,  7  fr.  —  Départements  et  Union  postale,  8  Ir.  50. 
Un  numéro  spécimen  est  envoyé  sur  demande 
Chacune  des  années  précédentes  se  vend 7  fr. 


\\y\ .  Laisant  ei  Lemoine  onicu  l'idée  de  mettre  en  rapport  scientifique  les 
■iMiliémaliciens,  au  moyen  d'un  organe  international  dont  le  titre,  l'Intkh- 
.*KDiAiRE  DES  MATHEMATICIENS,  indique  le  but.  Ce  recueil  mensuel  n'admet 
■i  autres  articles  que   des   questions   posées  par  les   mathématiciens  à  leurs 

ollegues,  soit  pour  en  indiquer  l'intérêt  général,  soit  pour  les  besoins  de 
t. Ml r?  recherches  personnelles,  et  les  réponses  à  cesquestions.  La  Mathématique 
^<l  si   vaste  mainienant  que   nul   n'en   connaît  complètement  même  une  des 

iranches  et" qu'une  question  de  détail  peut  arrêter  longtemps  un  savant  de 
oreniier  ordre,  si    ce    détail   sort  du   cadre  de  ses  études  ordinaires,  tandit- 

ju  elle  ne  serait  qu'un  jeu  pour  un  autre. 

Celle  publication  répond  évidemment  à  un  besoin,  car,  dès  que  les  rédac- 
c^urs  se  sont  occupés  d'obtenir  dans  leurs  relations  les  quesùons  <|ui  forme- 
rdicnt  les  premiers  numéros,  et  de  les  communiquer  autour  d'eux,  pour  avoir 
quelques  réponses  dès  l'origine,  ils  oui  trouvé  un  accueil  qui  a  dépassé  leur»» 
-i-pérdoces  les  plus  optimistes;  la  liste  des  correspondants  elfectifs  du  journal, 

l'-te  déjà  longue,  comprend  les  noms  de  membres  de  l'Institut  et  d'un 
^rand  nombre  de  géomètres  connus,  mêlés  à  beaucoup  d'autres  moins  en  vue, 
^ar  le  but  et  l'essence  même  de  V Intermédiaire  des  mathématiciens g^\. 
i  'tre  utile  à  tous  ceux  qui  cultivent  la  Mathématique.  L'idée  était  si  nou- 
^'•ll'i  que  les  rédacteurs  de  V Intermédiaire  n'ont  du  viser  (jue  des  débuts 
irtîs  modestes,  puisque  le  prix  annuel  de  l'abonnement  n'est  que  de  7  francî- 
\h>{\T  Paris,  8  fr,  5o    pour  la   province  et  les  pays    de  l'Union    postale. 

'>n  peut  adresser  les  qucsu<jns  et  communications  soit  à  M.  Ed.  Maillet, 
ti,  rue  de  Fontenay,  à  Bourg-la- Ueine.  soit  à  M.  Grévy,  62,  rue  Saint-Placide, 
a  Parts. 
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NOUVELLES  ANNALES  DE  MATHÉMATIQUES. 


>•  9.  SUPPLÉMENT,  Septembre  1903, 


CHRONIQUE. 


Le  Congrès  des  Mathématiciens  de  1904,  à  Heidelberg,  organise 
uoe  exposition  de  modèles  mathématiques,  sous  la  direction  de  MM.  Dis* 
teli,  W.  von  Dyck  et  Mehmke,  et  une  exposition  de  publications  mathé- 
matiques sous  la  direction  de  MM.  Gulzmer  et  Krazer.  Ces  deux  expo- 
sitions promettent  d'être  des  plus  intéressantes. 


Liste  des  certificats  délivrés  à  cette  session  par  la  Faculté  des  Sciences 
de  Paris  :  Calcul  dilTérentiel  et  Calcul  intégral.  Mécanique  rationnelle. 
Astronomie.  Analyse  supérieure.  Géométrie  supérieure^  Mécanique 
rélesle.  Physique  mathématique.  Mécanique  physique  et  expérimentale. 
Physique  générale.  Chimie  générale.  Chimie  appliquée.  Minéralogie. 
Chimie  biologique.  Zoologie.  Botanique.  Géologie.  Physiologie  géné- 
rale. Géographie  physique.  Embryologie  générale.  Histologie, 


M.  li.  Cremona,  qui  vient  de  mourir  à  Rome,  était  universellement 
connu  par  ses  travaux  scientifiques,  notamment  sur  la  Géométrie  pro* 
jectivc  et  sur  la  théorie  des  surfaces.  Il  était  Correspondant  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  de  Paris. 


M.  Bougalev,  professeur  à  TUniversité  de  Moscou,  est  mort  dans 
cette  ville  en  juin  defnier.  Ses  travaux  sur  la  théorie  des  nombres  i*ont 
placé  au  premier  rang  des  mathématiciens  contemporains. 


M.  P.  Painlevé  vient  d'être  nommé  professeur  d'Analyse  à  la  Fa- 
culté des  Sciences  de  Paris. 


M.  H.  Andoyer  a  été  nommé  professeur  d'.Vstronomie  à  l'Université 
de  Paris,  en  remplacement  de  M.  G.  VVolf. 

N.  A,  —  SuppL  (> 
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Nous  apprenons  avec  regret  le  décès  de  M.  Edouard  Wejrr,  profes- 
seur à  l'Institut  teclinoIo{;[ique  de  Prague.  M.  Éd.  Weyr  était  bien 
connu  par  ses  travaux  mathématiques  et  par  sa  collaboration  au  Bul- 
letin des  Sciences  mathématiques  de  M.  G.  Darboux. 


M.  G.  DarbouiL  a  été  nommé  docteur  honoraire  de  l'Université 
d'Heidelberg. 

L'Académie  royale  de  Danemaçrk  propose,  comme  sujet  de  prix 
pour  cette  année,  le  sujet  suivant  :  Etablir  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  la  décomposition  de  deux  polyèdres  en  un  nombre  fini 
de  parties  congruentes  deux  à  deux  ou  apporter  une  contribution  à 
la  solution  de  ce  problème  général  en  donnant  au  moins  les  conditions 
pour  le  cas  où  un  des  solides  est  un  polyèdre  convexe  et  Tautre  un 
cube, 

¥ 

Université  de  Gôttingen  (semestre  d'hiver).  Calcul  différentiel  et 
intégral  (théorie  des  probabilités),  par  M.  F.  Klein.  —  Équations  dif- 
férentielles partielles.  Concept  des  nombres.  Quadrature  du  cercle,  par 
M-  D.  IIiLBKRT.  —  Mécanique.  Géométrie  des  nombres^,  par  M.  H. 
MiNKOWSKi.  .—  Géodésie.  Statistique  mathématique,  par  M.  Brendkl. 
—  Géométrie  descriptive  et  projective,  par  M.  F.  Schilling.  — .  Calcul 
(les  variations,  par  M.  E.  Zërmelo.  — Fonctions  automorphes,  par 
M.  O.  Blumentiial. 


Université  d'Iéna  (semestre  d'hiver)  :  Géométrie  analytique  à  (rois 
dimensions,  par  M.  J.  Tuo&i£.  —  Calcul  intégral.  Déterminants  et  Al- 
gèbre, par  M.  A.  Gutzuer.  —  Équations  différeutîelles  partielles.  Lan- 
gage symbolique,  par  M.  G.  Frege. 


BULLETIN   BIBLIOGRAPHIQUE. 


OUTRAGES   RÊGRNTS. 

Freycinet  (G.  de),  Membre  de  l'Institut.  —  De  V Expérience  en  Géométrie, 
I  volume  in-8;  1908  (Paris,  Gauthier- Villars). 

L'auteur  considère  la  Géométrie  comme  une  science  expérimentale  et  voit, 
dans  les  axiomes  géométriques,  des  vérités  déduites  de  l'observation  et  de 
l'expérience;  celle-ci  se  distingue  d'ailleurs  de  l'expérience  telle  qu'on  la 
conçoit  dans  les  sciences  naturelles  :  l'esprit  y  joue  un  plus  grand  r6le  en 
épurant,  en  quelque  sorte,  les  données  expérimentales  par  une  série  d'abs- 
tractions. 
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Dans  QD  premier  Chapitre,  intitulé  les  Concepts  de  la  Géométrie,  sont 
examinées  les  notions  d'espace,  .de  distance,  de  volume,  etc.,  ainsi  que  les 
définitions  de  la  droite,  du  plan,  du  cercle  et  de  la  sphère, 

Le  deoxième  Chapitre  traite  des  propriétés  qui  servent  à  caractériser  la 
droite  et  le  plan. 

Enfin,  dans  le  troisième  Chapitre,  Fauteur  rappelle  les  phases  par  lesquelles 
a  passé  la  Géométrie,  depuis  les  travaux  des  géomètres  grecs,  jusqu'à  Des- 
cartes  et  Leibnitz,  insistant  sur  ce  fait  que  l'application  de  l'Algèhre  et  de 
TAnalyse  à  la  Géométrie  n^a  en  rien  modifié  son  caractère  expérimental. 

Il  ne  semble  p^s  douteux  que  la  Géométrie  ne  peut  être  enseignée  sans 
donner  aux  êtres  géométriques  un  support  concret,  qui  nous  est  familier; 
mais  est-on  sûr,  en  se  bornant  là,  d'avoir  des  notions  bien  précises  et  ne 
peut-on  craindre  d'habituer  les  élèves  à  se  contenter  de  raisonnements  néces- 
sairement vagues;  le  savant,  en  tout  cas,  exige  autre  chose  et  une  Science 
n'est  vraiment  satisfaisante  qu'autant  qu'elle  forme  un  tout  logique  dont  les 
principes  sont  réduits  au  moindre  nombre  possible;  il  semble  que  les 
Géométrîes  non-euclidiennes,  que  Fauteur  laisse  de  côté  a  priori,  aient  eu  au 
moins  l'intérêt  d'établir  que  le  postulatum  d'Euclide  n'était  pas  nécessaire 
à  la  constitution  logique  de  la  Géométrie. 

Ce  sont  là,  d'ailleurs,  des  questions  sur  lesquelles  il  n'est  guère  permis  de 
discuter»  l'auteur  nous  ayant  nettement  indiqué  ie  point  de  vue  auquel  il  se 
place;  et  il  faut  reconnaître  qu'il  a  su  mettre  en  lumière,  notamment  à 
propos  de  la  ligne  droite,  bien  des  propriétés  que  l'on  admet  d'ordinaire  sans 
les  énoncer;  nous  ne  connaissons  guère  que  le  traité  de  M.  Faifofer  (')  dans 
le<]uel  ces  points  si  importants  sont  nettement  exposés;  il  y  a  tout  intérêt  à  y 
insister  et  à  ne  pas  laisser  croire  aux  débutants  que  ces  postulats  sont  d'ordre 
logique. 

BoREL  (E.).  —  Leçons  st^r  les  /onctions  méroniorphes,  professées  au 
Collège  de  France,  recueillies  et  rédigées  par  L.  Zoretti.  i  volume  in-8;  1908 
(  Paris,  Gauthier-Vil lars  ). 

Ces  Leçons  sont  la  suite  des  Leçons  sur  les  fonctions  entières  du  même 
auteur  :  elles  présentent  le  même  caractère  de  netteté  et  ne  font  appel  qu'aux 
connaissances  générales  d'Analyse  que  l'on  trouve  dans  tous  les  cours;  elles 
les  développent  et  les  précisent  et  sont  le  meilleur  guide  que  puisse  demander 
Téludiant  pour  pénétrer  dans  ces  sujets  difficiJes  dont  l'importance  croit 
chaque  jour. 

Un  premier  Chapitre^  rappelant  les  notions  élémentaires  sur  les  fonctions 
analytiques  et  le  théorème  de  Cauchy,  est  consacré  au  théorème  de  M.  Mittag- 
Leffler  sur  la  décomposition  d'une  fonction  méromorphe  analogue  à  la  décom- 
position d'une  fraction  rationnelle  en  éléments  simples;  l'auteur  en  déduit  le 
théorème  de  Weierstrass  sur  la  décomposition  d'une  fonction  entière  en  pro- 
duit i^  facteurs  primaires. 

Dans  le  deuxième  Chapiti*e  sont  exposés  les  résultats  dus  à  iM.  Hadamard 
relativement  au  rayon  de  convergence  des  séries  entières  et  leur  application 
à  la  recherche  des  pôles;  la  méthode  suivie  diffère  un  peu  de  celle  de  M.  Hada- 
mard et  prépare  les  applications  aux  fonctions  méromorphes  à  coefficients 
entiers.  Le  Chapitre  se  termine  par  la  recherche  des  zéros  des  fonctions 
entières  et  l'exposé  des  résultats  auxquels  est  parvenu  M.  Hadamard  dans  son 
important  Mémoire  sxxrXts  fonctions  entières. 

Après  avoir  rappelé  la  notion  de  l'ordre  et  exposé,  en  suivant  la  méthode 
de  M.  Lindelôf,  certaines  relations  déjà  étudiées  dans  les  Leçons  sur  les  fonc- 
tions entières,  l'auteur,  dans  le  troisième  Chapitre,  reprend  la  démonstration 


(')  Éléments  de  Géométrie,  traduits  par  Vi.  Talanli.  Nony  et  C'%  lyol. 


Digitized  by 


Google 


—    XXXVI    — 

du  théorème  de  M.  Picard  relatif  aux  racines  d'une  équation  et,  s'appuyant 
uniquement  sur  la  théorie  générale  des  fondions,  en  donne  une  généralîsiatîon 
complète,  qui  ne  laissé  échapper  aucun  cas. 

Le  quatrième  Chapitre  est  consacré  à  l'étude  des  séries  de  fractions  ration- 
nelles, dont  les  termes  sont  formes  d'une  fraction  simple  diminuée  du  poly* 
nome  formé  des  premiers  termes  du  développement  en  séries  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  la  variable;  l'élude  des  séries  de  fractions  ration- 
nelles qui  défînissent  des  fonctions  méromorphes  constitue  ia  partie  impor- 
tante de  cet  exposé,  mais  l'auteur  indique  comment  la  méthode  (^ ut  s'étendre 
à  d'autres  cas. 

Enfin,  des  Notes  résument  les  derniers  travaux  relatifs  aux  zéros  des  fonc> 
lions  entières,  au  genre  de  la  somme  de  deux  fonctions  entières,  à  la  somme 
des  résidus  d'une  fonction  méromorphe  et  aux  fonctions  que  M.  Maillet^ 
appelle  quasi-entières  et  quasi-méromorphes. 

JouFFRET  (E.),  Ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique.  —  Traité  élément- 
taire  de  Géométrie  à  quatre  dimensions,  i  volume  in-8;  1903  (Paris,  Gau- 
thier-Yillars). 

Vidée  de  Descartes  de  remplacer  les  problèmes  géométriques  par  des  .pro- 
blèmes algébriques  a  pris  un  tel  développement  que  les  uns  et  les  autres  nous 
semblent  identiques;  l'Algèbre  et  la  Géométrie  se  prélent  une  aide  mutuelle  : 
l'Algèbre  et  l'Analyse  permettent  d'aborder  des  questions  que  la  Géométrie, 
telle  que  1  lente ndai en t  les  Anciens,  est  impuissante  à  résoudre;  la  Géométrie 
nous  fournit  un  langage  concis  qui  donne  aux  résultats  analytiques  une  forme 
commode  et  capable  de  suggérer  de  nouvelles  recherches. 

Il  était  alors  naturel  de  transporter  ce  langage  à  l'étude  des  fonctions  à 
plus  de  trois  variables  et  de  créer  une  série  de  locutions  analogues  à  celles  de 
la  Géométrie  ordinaire  :  c'est  là  qu'il  faut  chercher  l'origine  de  la  Géométrie 
à  n  dimensions,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  se  préoccuper  de  la  réalité 
possible  d'un  espaee  à  plus  de  trois  dimensions;  les  travaux  qui  ont  pour  but 
cette  étude  sont  assez  nombreux  pour  qu'il  soJt  possible  de  donner  l'esquisse 
d'un  traité  analogue  à  nos  traités  classiques  de  Géométrie;  c'est  *oe  qu'a 
essayé  de  faire  M.  JoufTret  et  il  a  pleinement  réussi  à  donner  un  aperçu  de 
l'ensemble  des  travaux  des  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  la  question,  en  se 
bornant  au  cas  de  la  Géométrie  à  quatre  dimensions. 

Après  avoir  défini  les  champs  de  divers  ordres  et  étendu  les  notions  de  paral- 
lélisme et  de  perpendicularité,  il  en  déduit  la  définition  des  systèmes  de 
coordonnées  et  aborde  la  question  plu»  délicate  de  l'angle  de  deux  champs; 
ainsi  que  les  notions  de  Géométrie  descriptive,  qui  permettent  de  représenter 
les  corps  de  l'hyperespace  par  leurs  projections  sur  notre  espace. 

Indiquant  ensuite  ce  que^  sont  les  êtres  de  l'hyperespace,  analogues  à  nos 
courbes  et  surfaces,  l'auteur  traite  avec  quelque  développement  des  polyé- 
droïdes  réguliers;  cet  exposé  est  fait  d'une  façon  particulièrement  intéres- 
sante. 

L'Ouvrage  se  termine  par  une  série  de  considérations  sur  les  applications 
physiques  et  chimiques  de  la  Géométrie  à  quatre  dimensions,  et  l'indication 
de  l'extension  de  la  méthode  à  l'espace  à  n  dimensions. 
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ARITMKTIKO. 


GKNERALAJOJ. 


KaikulL 

Komputi 
(objektojn). 

Mezuri, 

Numerigi, 


OrdigL 


Kvanto 
(komputebla). 

Grande 
(mezurebla). 

Unuo  (da  kvanto, 
da  mezuro). 


Calculer. 

Compter 
(des  objets). 

Mesurer. 

Numéroter. 


Mettre  en 

ordre, 
ordonner. 

Quantité. 


Gpandeur. 


Unité. 


Catcolare. 
Conta  re. 

Misurare. 
Segnare* 

Ordinare. 

Quantità. 

Grandezza. 

Unità. 


Rechneo. 
Zâhlen. 

M esse  n. 

Mit  einer 
Nummer 
verse  h  en. 

Anordnen. 


Quantitât. 
Grosse. 
Kinheil. 


Calculate. 
Reckon. 

Measure. 
Number. 

Order. 

Quantity. 

Magnitude. 

Uniu 


SPECOJ    DE  NOMBROJ. 


Entjera^ 
Entjero, 
Frakcia. 
Frakçio, 


Entier 
(adj.). 

Entier 
(subsi.). 

Fraction- 
naire. 

Fraction. 


Intero. 

Intero. 

Frazionare, 

Frazionc. 


Ganz, 

Ganzes. 

Gebrocben. 

Bruch. 


Integer. 

Integer. 

Fractionai. 

Fraction. 
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Racionaïa, 

Racionalo» 
Neracionala, 

Neracionalo, 

Algebra, 
Transcende  nta. 


Nombrado 
.  (  nombrofaradOf 
nombronomado, 
nombroskribado  ). 

Bazo,. 


Duuma, 
De  Au  ma. 

l/nuo  simpla, 
Unuo  nesimpla. 


Vico    (de   unuo,   dp 
cifero). 

Nul. 


Orda  nonibro. 


Ununura, 


Rationnel, 

Gommensu- 

ra6le. 

Nombre 
rationne]. 

Irrationnel, 
Incommen- 
surable. 

Nombre 
irrationnel. 

Algébrique. 

Transcen- 
dant. 
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Rationale. 


Numéro 
razionale, 

Irrazîonale. 


Irrazionale 
numéro. 

Algebrico. 

Transcen- 
dente. 


Numéra- 
tion. 


NOMBRADO. 

Numera- 
zione. 


Base. 

Binaire. 

Décimale 
(numéra- 
tion). 

Unité 
simple. 

Unité 
composée. 

Ordre. 

Zéro. 


Nombre 
ordinal. 

Unique. 


Base. 


Binario. 


Décimale. 


Unità 
semplice. 

Unità 
composta. 

Ordine. 

Zéro. 


Numéro 
ordînflie. 

Unicor 


Rationai, 

Kommensu- 

rabel. 

Rationale 
Zahl. 

Irrational, 

Incommen- 

surabel. 

Irrationale 
Zabi. 

Algebraisch. 

Transcen- 
dent. 


Zâhlen. 


Basis, 
Grundzahl. 

Binâr, 
Dyadisch. 

Décimal, 
Dekadisch. 


Ëinfache 
ËinlieLt. 

Zusammeo- 
gesetzte 
Einheil. 

Ordnung 
(einer). 

JVull.  . 


Ordnungs- 
zahl. 

Einzig. 


Rationai. 


Rattonal 
number. 

Irrational. 


Irrational 
number. 

Algebric. 

Trans- 
cendeol. 


Numéra- 
tion. 


Base. 

Bînary. 

Dcdmal. 


Simple 
unity. 

Go  m  pou  nd 
unilv. 


Order. 


Nought, 
cipher. 

Ordinal 
number. 

Unique. 
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OPifRACIOJ   ARITMETICAJ   FUNDÂMENTAJ. 


OperaciL 

Opérer. 

Operare. 

Rechnen. 

Ileckon, 
ope  rate. 

Operacio. 

Opération. 

Operazione. 

Opération. 

Opération. 

Adicii  (  '  ) 
(nombron  al  alia). 

Additionner 

'   Addi- 
zionare. 

Addieren, 
hinzu- 
zâhlen. 

Add. 

Adicio» 

Addition. 

Addiziooe. 

Addition. 

Addition. 

Adiciato 
(oto-,  -ito). 

Nombre 
ajouté. 

Addendo. 

Addend. 

Added 
number. 

Signoi^). 

Signe. 

Se^no. 

Zeichen. 

Sign. 

PUigi 
(nombron  pcr  alia). 

Augmenter. 

Aumentare. 

Vermehren. 

Increase. 

Sumo. 

Somme.  - 

Somma. 

Summe. 

Sum. 

Siimero. 

Éléments 

d'une 
somme. 

Sumato. 

Summand. 

Eléments 
of  a  sum. 

Sumigi  (  3  ) 
(nombroJD  kune). 

Sommer 
(addi- 
tionner). 

Sommare. 

Zusammen- 

zâhlen. 
summieren. 

Sum  up. 

Tuta  sumo. 

Somme 
totale, 
Total. 

Totale. 

Gesammte 
Summe. 

Total. 

Subtrahi  (*) 
(n.  de  alia). 

Soustraire. 

Sottrarre. 

Subtra- 
hieren. 

Subtract. 

Subtraho, 

Soustrac- 
tion. 

Sottrazione. 

Subtraktion. 

Subtrac- 
tion. 

(*)  Aldoni  '     I    Ajouter.    lAggiungere.l   Zugeben,    [       Add. 
(tcrmiao  generala).  I  |  |    beilegen. 


(*)  -+-,  —  :  elparolu  :  plus,  minus  (au  plie,  malplie). 


{^)  Kunigi 
(lermino  generala). 

(*)  Depreni. 


Réunir. 
Oter. 


Riunire. 
Toglieré. 


Vereinîgcn. 
Abnehmcn. 


Join. 
Take  awav. 
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Sombre 
foustraîr 

Soltiat^ndn, 

lrabetttla&* 

SulfCriici4^4 
iiumb«r. 

^^^^^^V 

Diminue»*. 

Duiiinuiie. 

Vemiinitein. 

Ucf,%cn. 

^^^^^^H 

Dîiiïmuiion. 

Diminu- 

LÎOIIO, 

VerniuMk- 

Lm^cmu^. 

^^^^^H                 Maipiugntù 

Minuende 

(rare). 

Minuendo, 

MiuueRdus. 

Minut-tid. 

^^^^^H                     Di/ertnca. 

hliïértiicc. 

Diireren7.i. 

Dinrcrcnat, 

DifTer^Qce. 

^^^^^B^ 

ZVbnqiie^ 

DifelUn 

Mnngel, 
Fehier, 

Deûcîewry, 

^^^^^H 

iixcès. 

Ecccsso. 

KlC€*»>. 

Hmce^f^ 

^^^^B                   > 

Kluktplier. 

Molli' 
plieare. 

Muki- 
plicicrcn» 

Miiltipjafc 

^^^^^H 

Miiltî|dica- 
tioiï. 

pTicasÊionc 

Multîplictt- 
tion. 

tionS 

^^^^^F                  Mu  Hlplika  H  tù 

leur. 

plicatorc* 

MultipH- 
calor. 

Maîiiplicr, 

^^^^1                          Âtu  h  ip  Ifka  to 

MuUipli- 

cariife. 

plieando. 

IVIulliptî- 

ciiudui. 

Multipli- 

caf»d« 

1                                       Produio, 

Produîl* 

rioiioito. 

Frodukt. 

,    Prodtirt. 

H                                  Produiigi, 

Kiiîrfi  le  pro- 
duit de. 

PHre  îl  pm- 
dotio  de. 

Iïa5  produit 

VlHl  .  • * 

iiiacbeu* 

Hmàe  U»e 

pr0f{tict  M 

Il                                      Fakloro. 

Facteur. 

fallore. 

Fukior, 

Facior. 

^£                               Oùtù  (  proiluia 
Hl                                 pcrenljeroV 

Kl  oïl)  pic 

(«îiibsU). 

Multiplo. 

Vielfâchcs* 

MiiUi{tle. 

^1                                 OMa  (de). 

Altiliiple 

(adj.). 

Mulilplîcc^ 

VicIfacU. 

Mutlt|ilep 

^M                                 ObUgL 

Multiplier 

par 
ua  entier. 

Moltiplîcart! 
pcr  uno 
iiilcro. 

Durch  eiJi 

multipli- 

cirrcn. 

Mulii|iU^ 

inte^^H 

^H                              («)  MuffigL 

m 

Rcruirc 

Il  ombreux 

fmulti  plier). 

Far 
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SDR  LES  ASYMPTOTIQIIES  DES  SURFACES  PSEIIDOSPHEfinHIES 
DE  RÉVOLUTION; 

Par  m.  Henri  PIGCIOLI. 


Dans  une  Note  insérée  dans  ce  Journal  (*),  partant 
des  formules  qui  lient  les  moments  des  directions  prin- 
cipales d'une  courbe  gauche  par  rapport  à  une  droite 
fixe,  j'en  ai  déduit  le  théorème  que  voici  : 

Toute  courbe  dont  les  normales  principales  ren- 
contrent  une  droite  fixe  jouit  de  la  propriété  que  le 
moment  de  ses  tangentes  par  rapport  à  cette  droite 
est  constant. 

Ce  théorème  est  applicable  aux  géodésiques  des  sur- 
faces de  révolution  et  Ton  peut  aisément  reconnaître 
que  ce  n'est  autre  chose  que  le  théorème  de  Clairaut. 
En  effet,  si  nous  calculons  le  produit  du  rayon  d'un 
parallèle  au  point  de  rencontre  de  celui-ci  avec  la  géo- 
désique,  par  le  sinus  de  Tangle  sous  lequel  la  géodé- 
sique  coupe  le  méridien,  nous  trouverons  pour  ré- 
sultat M| . 


(*)   Voir  4'  série,  t.  II,  1902,  p.  177. 

Je  profile  de  l'occasion  pour  faire  remarquer  que  les  résultats 
obtenus  par  M.  Duporcq  dans  la  remarque  qui  fait  suite  à  ma  Note 
(p.  181)  avaient  été  déjà  trouvés  par  M.  Pirondini  :  Hettifica  di 
un  teorema  e  dimostrazione  di  alcuni  teoremi  geometrici  (  Gioi' 
nale  di  Matematiche,  t.  XXVJII,  i885,  Napoli). 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  III.  (Octobre  igoS.)  28 
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Écrivons  les  formules  qui  lient  les  momenls 

cMx  _       M, 
dl    "       p  ' 

as  T 

el  supposons  qu'il  s'agisse  des  asy m pto tiques  d^une  sur- 
face de  révolution.  Faisant  Ms  nul  dans  la  troisième  des 
formules  (i)  on  trouve 

Mj=  T  cosOj 

ou  bien 

1%  tang02=:  T. 

Il  s'ensuit  pour  la  courbure  totale  de  notre  surface 
l^cxpression  que  voici  : 

K^ ' 

(/jtangO,)»' 

En  particulier,  si  t  est  une  constante  réelle  (ce  qui 
est  le  cas  pour  une  surface  pseudosphérique,  comme  ou 
sait),  on  a  Ténoncé  suivant  : 

En  tout  point  dUine  ligne  asjwptotique  d'une  sur^ 
face  pseudosphérique  de  ré\folution,  le  produit  de  la 
plus  courte  distance  entre  la  normale  principale  à  celle 
ligne  asjniptolique,  au  point  considéré,  et  l'axe  de  la 
surface,  par  la  tangente  tri gonomé trique  de  l'angle 
de  ces  directions,  est  égal  au  rayon  de  torsion  t  de 
l 'asjrmpto  tique. 

L'élimination  de  M^,  M2,  M3  des  formules  (i)  nous 
conduit  à  la  relation 

p  COSG3  =  COIlSt., 

c'est-à-dire  : 

Le  long  d'une  asymptotique  d'une  surface  pseudo- 
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sphérique  de  réçolution,  le  produit  de  son  rayon  de 
première  courbure  par  le  cosinus  de  l'angle  que  sa 
binoimale  {normale  à  la  surface)  fait  avec  l'axe  est 
constant. 

Au  mojen  de  celle  propriété  on  pouirait  calculer 
les  équations  intrinsèques  des  asyniptoliques  des  Irois 
types  de  surfaces  pseudospliériqucs  de  révolution.  Elles 
rentrent  dans  la  classe  de  courbes  définies  parTéquation 

'PS^*G)-^^«=^        (cconsl.), 

le  rayon  Tétant  une  constante.  Cette  équation  se  déduit 
des  formules  de  Serret  entre  lesquelles  on  élimine  les 
cosinus. 


[M»6g] 
SLR  UNE  CERTAINE  COURRE  GAUCHE  DU  SIXIÈME  ORDRE; 
Par  m.  Gh.  BIOCHE. 


J'ai  été  conduit,  à  l'occasion  de  mes  recherches  sur  les 
surfaces  du  troisième  ordre  qui  admettent  pour  ligne 
asymptotique  une  cubique  gauche  (*)9  à  considérer  la 
courbe  d'intersection  de  la  surface  cubique 

XYZ-hKî(X-hY-f-Z)  =  o 

avec  le  cône 

YZ -h  ZX -i- XY  =  o. 

Celle  courbe  constitue,  avec  les  trois  droites  à  l'infini 
sur  la  surface  cubique,  l'intersection  de  cette  surface 

(')  Bull.  Soc,  Math,  de  France,  t.  XXVIf,  1899. 
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avec  son  hessien;  elle  possède  des  propriétés  simples 
qu'il  me  semble  intéressant  d'indiquer. 

1.  On   voit   immédiaiement    que  la   courbe   est  du 

sixième  ordre,  et  qu'elle  possède  quatre  points  doubles  : 

l'un  à  l'origine,  les  autres   h  l'infini   sur  les   axes   de 

coordonnées.    Les   surfaces  dont  elle  est  l'intersection 

ayant  pour  centre  l'origine  et  pour  plans  de  symétrie 

les  plans 

Y=Z,        Z  =  X,        X  =  Y, 

la  courbe  admet  ces  symétries.  Comme  les  plans  passent 
par  le  centre,  elle  admet  comme  axes  de  symétrie  les 
perpendiculaires  h  ces  plans,  autrement  dit  les  trois 
droites  d'intersection  du  plan 

X-hY^-Z  =  o 

avec  les  plans  de  coordonnées. 

2.  On  peut  obtenir  facilement  les  expressions  des 
coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  en  fonction  d'un 
paramètre  arbitraire  en  remarquant  que  les  équations 
des  surfaces  considérées  peuvent  s'écrire 

II        II         il         I    _ 
YZ'^ZX"^XY"^K^"~^' 

I         ï        I 
_+_  +  _  =  o. 

On  a  entre  y*  y'  7  ^^*  relations  analogues  à  celles 
qui  existent  entre  les  racines  qui  donnent  cos^  en  fonc- 
tion de  cosa.  Un  calcul  facile  conduit  alors  aux  formules 

K  cos  —  K  cos  ~  K  cos  — 

X=   i,  Y=  ; ^,  Z=  ^ 


COS 


? 


COS(cp-+-—  j  COSfcp  H-  —  j 
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<p  élant  un  paramètre  variable.  On  dëduîl  de  là  immé- 
diatement que   les  asymptotes   de  la   courbe  sont  les 
droites 

(Y=      K,  IY=-K,  jZ=      K, 

I  Z  =  -  K,  I  Z  =      K,  I  X  =  -  K, 

ix=     K,        |y=-k,        |y=     k. 

Ces  six  droites  sont  situées  sur  la  quadrique 
YZ-hZX-hXY-hK»=o; 

elles  appartiennent  trois  par  trois  aux  deux  systèmes  de 
génératrices. 

3.  On  peut  obtenir  très  facilement  les  résultats  pré- 
cédents en  remarquant  que,  si  Ton  efleclue  la  transfor- 
mation 

XX  =  YY'=ZZ'=K«, 

on  obtient,  comme  transformées  de  la  surface  cubique  et 
du  cône,  la  quadrique  de  révolution 

rZ'-4-Z'X'-hX'Y'-hK*=o 

et  le  plan 

X.T-Y'-+-Z'=o. 

La  courbe  considérée  a  pour  transformée  un  cercle; 
elle  admet  les  symétries  de  la  figure  formée  par  ce 
cercle  et  les  plans  de  coordonnées;  et  l'on  retrouve 
l'expression  des  coordonnées  au  moyen  d'un  paramètre 
variable  en  remarquant  que  les  coordonnées  d'un  point 
du  cercle  sont  données  par 

X  Y  Z  K 

coso 


/  2ir\  /  4tî\  ^ 
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[M>Shp] 

SDR  LES  SURFACES  DU  TROISIÈME  ORDRE 
A  QUATRE  POINTS  DOURLES; 

Par  m.  Ch.  BIOGHE. 


On  sait  que  le  lieu  des  points,  tels  que  leurs  projec- 
tions sur  les  côtés  d^un  triangle  soient  en  ligne  droite,  est 
le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle.  Le  lieu  des  points  de 
l'espace  tels  que  leurs  projections  sur  les  faces  d'un 
tétraèdre  soient  dans  un  plan,  est  une  surface  du  troi- 
sième ordre  ayant  pour  points  doubles  les  sommets  de 
ce  tétraèdre;  cette  surface  n'est  pas  la  surface  la  plus 
générale  du  troisième  ordre  à  quatre  points  doubles,  on 
peut  la  caractériser  par  une  propriété  simple  que  je  vais 
indiquer  après  avoir  fait  sur  les  coniques  circonscrites 
à  un  triangle  et  les  surfaces  du  troisième  ordre  à  quatre 
points  doubles  quelques  remarques  qui  peuvent  donner 
lieu  à  des  exercices  intéressants. 

1.  L'équation  générale  des  coniques  circonscrites  à  un 
triangle  peut  s'écrire,  si  Ton  prend  ce  triangle  comme 
triangle  de  référence, 

Les  tangentes  aux  sommets  coupent  les  côtés  opposés  en 
des  points  situés  sur  la  droite 

X       Y       Z 

(A)  -^_H-^=o. 

La  connaissance  de  la  droite  A  entraîne  celle  de  la  co- 
nique r.  Si  X,  Y,  Z  représentent  les  distances  d'un 
point  aux  côtés  BC,  CA,  AB  du  triangle  de  référence, 
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si  a,  &,  c  sont  les  côlés  de  ce  triangle,  la  droite  A  coupe 
le  côté  AB  en  un  point  M  tel  que 

MA   __  aa 

En  particulier,  la  conique  Y  est  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  si 

abc 

c'est-à-dire,  si  A  divise  chaque  côté  du  triangle  dans  le 
rapport  des  carrés  des  côtés  qui  aboutissent  à  ses  extré- 
mités. 

2.  L'équation  générale  des  surfaces  du  troisième  ordre 
à  quatre  points  doubles  peut  s'écrire,  si  Ton  prend  pour 
lélraèdre  de  référence  le  lélraèdre  formé  par  les  points 
doubles, 

«        P        T        ^ 

Le  plan  tangent  en  un  point  pris  sur  une  arôte  du 
tétraèdre,  les  sommets  exceptés,  est  fixe  quelle  que  soit 
la  portion  du  point  sur  Tarète^  par  exemple,  le  long  de 
Taréle  X  =  Y  ==  o,  le  plan  tangent  est 

X       Y 

—  -H  ^  =  o. 

Les  plans  tangents  correspondant  à  deux  arêtes  opposées 
se  coupent  suivant  une  droite  située  sur  la  surface;  on 
obtient  ainsi  les  trois  droites  qui,  avec  le  sysLùme  des 
arêtes  du  tétraèdre,  constituent  Tensemble  des  droites  de 
la  surface  27.  Ces  trois  droites  sont  situées  dans  le  plau 

X       Y       Z       T 

a        p        Y        ^ 
ce  sont  les  diagonales  du  quadrilatère  complet  que  le 
tétraèdre  détermine  sur  ce  plan. 
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La  connaissance  du  plan  (II)  entraîne  celle  de  la  sur- 
face S.  Si  X,  Y,  Z,  T  représentent  les  distances  d'un 
point  aux  faces  BCD,  ACD,  ADC  du  tétraèdre-,  si  a,  i, 
c,  d  sont  les  aires  de  ces  faces,  le  plan  II  coupe  l'arête  AB 
en  un  point  M  tel  que 

MA  __  aoL 
MB  "■  ï^3* 

3.  Cela  posé,  on  peut  démontrer  que  la  surface  lieu 
des  points  tels  que  leurs  projections  sur  les  côtés  du 
tétraèdre  de  référence  soient  dans  un  plan  correspond 

au  cas  où 

a  _  p  __  Y  _  0^ 
a  ""  6  ~~  c  ~"  rf' 

c'est-à-dire  si  II  divise  chaque  arête  du  tétraèdre  dans  le 
rapport  des  carrés  des  faces  qui  aboutissent  à  ses  extré- 
mités. Il  sufGt  de  former  l'équation  de  la  surface  S  lieu 
des  points  considérés  et  de  reconnaître  la  signification 
géométrique  des  coefficients  de  celte  équation. 

Il  serait  facile  de  faire  quelques  autres  rapprochements 
entre  les  propriétés  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle 
et  de  la  surface  de  troisième  ordre,  lieu  des  points  dont 
les  projections  sur  les  faces  d'un  tétraèdre  sont  dans  un 
même  plan.  Par  exemple,  si  dans  un  triangle  on  con- 
sidère le  point  tel  que  la  somme  des  carrés  de  ses  dis- 
tances aux  côtés  est  mini  ma  (point  de  Lcmoine),  les 
droites  qui  joignent  ce  point  aux  sommets  coupent  les 
côtés  aux  conjugués  des  points  situés  sur  A.  Si  dans  un 
tétraèdre  on  prend  le  point  tel  que  la  somme  des  carrés 
de  ses  distances  aux  faces  soit  minima,  les  plans  passant 
par  les  arêtes  et  ce  point  coupent  les  arêtes  opposées  aux 
conjugués  des  points  situés  dans  II. 
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[05h] 

.  SUR  mi  PROPRIÉTÉ  DBS  LIGNES  DE  COURBURE 
DES  SURFACES; 

Par  m.  Félix  GODEY, 
Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


Sous  ce  titre,  M.  Bricard  a  établi  récemment,  par  la 
voie  géométrique,  un  théorème  relatif  aux  plans  oscu- 
lateurs  des  lignes  de  courbure  d'une  surface  ({uelconque 
(voir  l'énoncé  dans  le  numéro  d^août  des  N,  A,,  p.  36o). 
Suivant  le  désir  exprimé  par  la  Rédaction,  je  vais  donner 
une  démonstration  analytique  du  même  théorème. 

Je   suppose  la  surface  S   rapportée   à  ses  lignes   de 

courbure 

u  =  const.,        p  =  const.; 

nous  avons  donc  par  hypothèse  : 

2**  ^-iXi  ^  vérifient  l'équation  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre 


dudv  ^        ^  du  ^  dv 

Ceci  posé  le  planosculateur  aux  courbes  i^  =  const.  aux 
différents  points  d'une  même  courbe  u  =  const.  aura 
pour  équation 

(X  —  37)  i/uSut—  J^u/u*)  -H  (Y  —y)  {z'uXu^—x]^Zut) 

-\-{Z—z)  (Xa/u^—yu^ut)  =  O. 

Ce  plan  contient  un  paramètre  variable  i^^  il  enveloppe 
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donc  une  développable  et,  pour  avoir  la  génératrice  T 
correspondant  au  point  m,  il  faut  simplement  chercher 
la  caractéristique  de  ce  plan;  en  dérivant  par  rapport 
h  u  Téquation  ci-dessus  on  a 

Par  suite,  les  cosinus  directeurs  de  Tintersection  de  ces 
deux  plans,  c*esl-à-dire  les  cosinus  directeurs  de  la  géné- 
ratrice T,  seront  proportionnels  a 

a  =      (  z'u  a:,ti  —  a^  -5„«  )  (  ^u  v  yn^  -+■  ^'n  yw-*'  — ^'T*  v  ^i^ — y  h  ^m  v  ) 


h  =. 


Mais  de  la  relation 
on  déduit,  en  dérivant  par  rapport  à  u, 

e;".».  =  A  ol.  -h  AB  e;,  -h  b«  e;  -^  a;  e'^  -+-  b'„  e;  ; 

d'où,  en  remplaçant  x'^^,,  y\^^  z\^^  x".p,  ylx^,  5,T«..  par 
leurs  valeurs, 

a  =  (B;,-h  B)  [(>3'„x".—  rr'„4«)  (^«y„— /«a:^/> 

—  (  ^'ayii' — y  H  a^"«  )  (  ^  «  ^^ — ^«  -'»»  )] 

-+-  B  [(  .3'„  Xax  —  X'^  Za^  (  x'^y\iX  —  f^  x'nt  ) 

—  (  *  «  j"« — y'u  ^u*  )  (  K  ^M« — ^u  ^««  )]  • 

Développant  et  simplifiant^  on  obtient  par  un  calcul 
régulier 

a  =  [b4«—  (B«-h  K)^'u]  X  O, 
où 

i>=  yU  ïu  y',' 
•"     -'     *' 
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et)  par  permutation  circulaire, 

à  =  [B/,.-(B«-h  K)yu]  X  D, 
c  =[B4«  — (B«-4-B'„X]  xD. 

Nous  aurons  de  même,  pour  quantités  proportionnelles 
aux  cosinus  directeurs  de  la  génératrice  T', 

6'  =  A^;.-(A«-f-A;)y^, 

c'  =  A4«— (A«-f-A'»,)4. 
Il  sufGt  donc  de  démontrer  l'identité 

S[Ba7L«  — (B«H-B;)x'„][Aa:^— (A«^A;)a^^]  =  o; 
c'esl-à-dire,  en  tenant  compte  de 

Tidentîté 

û  =  AB2(arâ.a7^)  —  A(B«H-  B\,)'L{x'uxlx) 

—  B(  A«-^  a;  )2  (a?i  ar«.)  =  o. 

Nous  allons  déduire  de  la  relation 

les  valeurs  de  ^x''u%x''^,^\  Sx^x^»;  Sar^xî^,;  pour  cela  déri- 
vons cette  égalité  par  rapport  à  u,  on  obtient 

£  x'^  Xtt*  =  —  A  E, 
OÙ  E  =  Sx;.,. 

On  a  de  même,  en  dérivant  par  rapport  à  r, 

2  x'n  Xi^i  =  —  BG, 
OÙ  G  =  Ixlt. 

Dérivons  encore  par  rapport  à  ç*  la  première  des  deux 
équations  ci-dessus,  on  a 

^Xi,tXu*  +  2ir(,  XuW=^  —  A,,  E  —  AE^, 
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d'où,  tout  calcul  régulier  fait,  en  remplaçant  x'^i^,  par  sa 
valeur  obtenue  précédemmenty 

2:r^ar:,i  =  -(B«-hB;,)G-A«E-A;E. 

Remplaçons  enfîn,  dans  U,  les  trois  £  par  les  valeurs  qui 
viennent  d'être  obtenues,  il  vient  : 

Û  =— AB[(B«-h  B:,)G -f- (A« -h  Ai)E] 

-h  A(B«-h  B;,)BG h-  B(A«-4-  Ai) AE  =  o. 

G.    Q.    F.    D. 

Note  de  la  Rédaction.  —  Nous  avons  reçu  également 
de  M.  Jamet  une  démonstration  analytique  à  peu  près 
identique  à  la  précédente,  et  de  M.  Genty  une  démon- 
stration fondée  sur  l'emploi  du  calcul  vectoriel. 


[I22a] 

SUR  UNE  NOTE  DE  H.  FONTENÉ 

RELATIVE  AUX  ENTIERS  ALGÉBRIQUES  DE  LA  FORME 

:r  -h  r  \/—  5  ; 

Par  m.   E.  CAHEN. 


M.  Fontené,  dans  une  Note  publiée  dans  ce  Recueil 
(4®  série,  t.  III,  p.  209),  a  indiqué  un  moyen  d'étendre 
aux  entiers  de  la  forme  x  -\-y^ —  5  (x,  y  entiers  ordi- 
naires) les  lois  de  la  divisibilité  des  nombres  entiers 
ordinaires. 

Il  suffit  de  leur  adjoindre  les  nombres 

2ir  -+-  (n-  / —  5 )y 

71 
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En  particulier  le  théorème  fondamental  : 

Tout  nombre  n'est  décomposable  que  d'une  seule 
façon  eu  fadeurs  premiers, 

s^applique  dans  ces  conditions. 

C'est  ce  qu'annonce  M.  Fontené,  mais  il  ne  le  dé- 
montre pas,  parce  que,  m'a-t-il  dît,  sa  démonstration  est 
compliquée.  En  voici  une  très  simple  que  je  propose. 

Considérons  un  ensemble  de  nombres  imaginaires  tels 
que  le  produit  de  deux  nombres  appartenant  à  cet  en- 
semble y  appartienne  aussi. 

Représentons  ces  nombres  par  des  points  à  la  façon 
ordinaire  (le  point  a  4-  bi  étant  représenté  par  le  point 
de  coordonnées  a,  &,  dans  un  système  d^axes  rectan- 
gulaires). Supposons  que  Tensemble  de  ces  points 
Jouisse  des  deux  propriétés  suivantes  : 

i"  Etant  donné  un  point  quelconque  du  plan  il  y  a 
au  moins  un  point  de  l'ensemble  qui  en  est  à  une  dis- 
tance plus  petite  que  i . 

2^  Le  nombre  des  points  dont  la  distance  à  l'origine 
est  plus  petite  qu'une  quantité  donnée  est  fini. 

11  suffit  alors  de  répéter  le  raisonnement  fait  aux 
11*'*   4S7  et  463   de  nos  Eléments  de  la  Théorie  des 


nombres  sur  les  entiers  de  la  forme  x  +^'v/ —  *i  pour 
montrer  qu'il  existe  un  algorithme  du  plus  grand  com- 
mun diviseur;  d'où  suivent  toutes  les  conséquences  du 
n**  463  et,  en  particulier,  le  théorème  fondamental 
énoncé  plus  haut. 

Représentons  donc  l'ensemble  des  nombres 

,^^/35     et     •>-x^(-^_V^)r. 
/a 
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la  seconde  propriété  est  évidente.  Pour  démontrer  la 
première,  ne  considérons  que  les  nombres  de  la  seconde 
classe. 

Si  la  propriété  à  démontrer  est  vraie  pour  ces  nombres, 
elle  Test,  a  fortiori,  pour  l'ensemble  des  nombres  des 
deux  classes. 

Or  les  nombres 

sont  représentés  par  les  sommets  d'un  réseau  de  paral- 
lélogrammes égaux  disposés  comme  l'indique  la  figure  i . 

Fig.  I. 


Dans  le  parallélogramme  OABC  qui  sert  de  base  au 
réseau,  les  sommets  O,  A,  B  ont  pour  coordonnées 
respecaivement 

(0,0),     (o,  y/ï),      (^'-P)' 


(c 


Les  dimensions  de   ce  parallélogramme  sont  complè- 
tement fixées  par  les  données  suivantes  : 

OA  =  /ï,        0B  =  v/3,        AB  =  v/3. 
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Et  tout  revient  à  démontrer  que  : 

Tous  les  points  de  V intérieur  d'un  parallélogramme 
ayant  pour  côtés  v/2,  y/3,  et  pour  petite  diagonale  y/3, 
sont  distants  de  Vun  au  moins  des  sommets  de  moins 
de  I. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  le  démontrer. 

D'ailleurs  une  figure  suffit  pour  constater  que  quatre 
cercles  de  rayon  i,  décrits  des  quatre  sommets  comme 
centres,  couvrent  tout  le  parallélogramme  (/ig*  2). 


Les  résultats  exposés  par  M.  Fontené  se  généralisent 
d'ailleurs  pour  tous  les  entiers  algébriques  du  second 
degré.  C'est  ce  qu'on  peut  voir  dans  Jlusgewâhlte 
Kapitel  der  Zahlentheoric  de  M.  Klein  [t.  II,  p.  94 
etsuiv.  (Gôttingen,  1897)]. 

L'idée  fondamentale  est  la  même  que  celle  de  M.  Fon- 
tené. Elle  consiste  à  considérer  ensemble  loulcs  les 
formes  quadratiques  de  même  déterminant,  puis  à  for- 
mer certains  nombres  algébriques  dont  ces  formes  sont 
les  normes.  C'est  l'ensemble  de  ces  nombres  qui  obéit 
aux  lois  de  la  divisibilité  ordinaire. 
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[08] 
SUR  LE  DÉPLACEMENT  DUNE  FIGURE  DE  GRANDEUR  INVARIABLE 
ASSUJETTIE  A  TROIS  CONDITIONS; 

Par  m.  R.  BRICARD. 


1.  Quand  une  figure  (F)  de  grandeur  invariable  est 
assujetiie  à  trois  condi lions  seulement,  sa  position  dans 
J'espace  dépend  de  trois  paramètres  indépendants  et,  eu 
général,  un  point  de  (F)  peut  être  amené  à  coïncider 
avec  un  point  cjuelcouque  donné  dans  l'espace  (sous  la 
réserve  de  certaines  conditions  de  réalité,  bien  enteudu). 
Il  peut  y  avoir  exception  pour  certains  points  de  (F), 
que  les  conditions  du  déplacement  obligent  à  rester  sur 
des  surfaces  bien  définies  :  ainsi,  la  figure  (F)  peut  ôtre 
astreinte  précisément  à  ce  que  trois  de  ses  points  restent 
sur  des  surfaces  données.  On  peut  encore  considérer 
le  déplacement  à  trois  paramètres  d'un  trièdre  trirec- 
tangle  dont  les  faces  touchent  une  quadrique  donnée 
(ou  même  trois  quadriques  homofocales)  :  le  sommet  du 
trièdre  reste  sur  une  sphère,  comme  il  est  bien  connu. 

Un  théorème  dû  à  M.  Mannhein  (*)  apprend  que,  pour 
les  cx>'  déplacements  infiniment  petits  que  (F)  peut  rece- 
voir à  partir  d'une  de  ses  positions,  il  existe  oo*  points 
de  cette  figure  qui  restent  chacun  sur  un  élément  de 
surface  bien  déterminé  :  ce  sont  les  points  d'un  certain 
hyperboloïde. 

Cet  hyperboloïde  peut  devenir  indéterminé  dans  cer- 
tains cas,  et  alors  tous  les  points  de  (F)  restent  sur  des 


(  *  )  Principes   et   développements  de  Géométrie   cinématique, 
p.  3i3. 
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éléments  de  surface  bien  déterminés,  pour  tous  les  dépla- 
cements inGniment  petits  dont  il  s*agit. 

Il  est  naturel  de  se  poser  la  question  suivante,  et  ce 
sera  l'objet  de  cette  Note  :  peut-il  arriver  que  la  parti- 
cularité dont  il  a  été  question  en  dernier  lieu  s^étende  à 
tous  les  déplacements yî/ii5  de  (F)?  Autrement  dit  : 

Une  figure  (F)  de  grandeur  ins^ariable  est  assu- 
jettie à  trois  conditions  seulement.  Ces  conditions 
peuvent-elles  être  choisies  de  telle  manière  que  tout 
point  de  (F)  soit  astreint  à  rester  sur  une  certaine 
surface  ? 

Or,  on  voit  tout  de  suite  une  réponse  à  cette  question  : 
quand  une  figure  est  assujettie  à  avoir  un  point  fixe, 
trois  conditions  seulement  lui  sont  imposées,  et  chaque 
point  de  cette  figure  reste  sur  une  sphère  (ou  sur  un 
plan,  si  le  point  fixe  est  à  rinfini). 

L'étude  qui  va  suivre  établira  que  cette  solution  est 
la  seule. 

2.  Considérons  une  figure  (F),  de  grandeur  inva- 
riable, assujettie  à  trois  conditions  telles  que  chaque 
poinl  de  (F)  soit  astreint  à  rester  sur  une  certaine  sur- 
face. Soient  a,  i,  c  trois  points  appartenant  à  (F),  non 
en  ligne  droite,  et  désignons  par  (A),  (B),  (C)  les  sur- 
faces sur  lesquelles  ils  restent  respectivement  [surfaces 
trajectoires).  Si  ces  points  ne  sont  pas  choisis  d'une 
façon  particub'ère,  chacun  d'eux  peut  occuper  une 
position  arbitraire  sur  sa  surface  trajectoire  (*  )  5  on  peut 

(  *  )  En  effet,  si  l'on  ne  pouvait  trouver  trois  points  leU  que  chacun 
se  déplace  librement  sur  sa  surface  trajectoire,  il  faudrait  en  con- 
clure que  chaque  point  de  (F)  décrit  une  courbe,  et  il  est  immédia- 
tement visible  qu'il  n'existe  pas  de  déplacement  à  trois  paramètres 
(ni  même  à  deux)  tel  que  chaque  point  de  la  ligure  mobile  décrive 
une  courbe. 
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supposer  que  les  trois  conditions  imposées  à  (F)  sont 
prëcisément  que  les  points  a,  b^  c  restent  respeelivemenl 
sur(A),(B),(C). 

Soit  m  un  point  de  la  droite  ab  :  ce  point  doit  rester 
sur  une  surface  (M);  mais  il  est  clair  que  le  déplacement 
du  point  m  résulte  uniquement  de  sa  liaison  avec  les 
points  a  et  i  :  la  condition  imposée  au  point  c  n'inter- 
vient en  rien  dans  la  définition  de  ce  déplacement.  Nous 
sommes  ainsi  amenés  à  la  question  suivante,  plus  simple 
que  le  problème  proposé. 

Un  segment  ab  de  longueur  constante  se  déplace  de 
telle  manière  que  ses  extrémités  a  et  b  restent  respec- 
tis^ement  sur  des  surfaces  données  (A)  et  (B).  Dans 
quel  cas  ces  deux  conditions  suffisent-elles  à  astreindre 
un  point  quelconque  m  de  ab  à  rester  aussi  sur  une 
sur/ace  déterminée  (M)? 

Soit  ^0^0  (figure  ci-dessous)  l'une  des  positions  que 


peut  prendre  le  segment  mobile  ab.  On  peut  déplacer  le 
segment  ab  de  telle  manière  que  le  point  a  décrive  une 
courbe  quelconque  (a)  tracée  sur  (A)  et  passant  par  a^^ 
et  que  le  point  b  décrive  une  courbe  quelconque  (P) 
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tracée  sur  (B)  et  passant  par&o*  Le  point  m,  actuellement 
situé  en  Wq  décrit  dans  ces  conditions  une  trajectoire 
déterminée  (ja).  Le  plan  (Pj^)  normal  à  cette  trajectoire 
au  point  /tIq,  passe  comme  Ton  sait  parla  droite  L 
commune  aux  plans  (Pa)  et  P^),  normaux  respecti- 
vement à  (a)  en  a^  et  à  (p)  en  io- 

Les  deux  plans  (P^)  et  (P^)  contiennent  respective- 
ment la  normale  A  à  (A)  au  point  a^  et  la  normale  B 
à  (B)  au  point  Bq.  Si  ces  deux  normales  ne  se  rencontrent 
pas,  à  distance  finie  ou  infinie,  on  peut  évidemment  dis- 
poser des  courbes  arbitraires  (a)  et  (P)  de  lelle  manière 
que  les  plans  (P^)  et  (P*)  rencontrent  respectivement 
les  droites  A  et  B  en  des  points  quelconques  donnés 
a  priori,  La  droite  L  commune  h  ces  deux  plans  sera 
une  droite  quelconque  s'appuyant  sur  A  et  sur  B,  et  le 
plan  (Ppi)  un  plan  quelconque  passant  par  m^. 

Ainsi,  dans  le  cas  où  les  normales  A  et  B  ne  se  ren- 
contrent pas,  le  point  m  peut  se  déplacer  à  partir  de  m^ 
normalement  à  un  plan  quelconque.  Le  point  m  n'a  donc 
certainement  pas  de  surface  trajectoire  déterminée. 

Il  est  donc  nécessaire  que  A  et  B  se  rencontrent,  à 
distance  finie  ou  infinie.  Réciproquement,  si  cette  con- 
dition est  remplie,  et  si  l'on  désigne  par  i  le  point  de 
rencontre  de  ces  droites,  on  voit  que  toutes  les  trajec- 
toires possibles  du  point  m  à  partir  de  mo  seront  nor- 
males à  la  droite  m^i.  Autrement  dit,  pour  tous  les 
déplacements  possibles  du  segment  ab  à  partir  de  la 
position  a^b^^  le  point  m  reste  sur  un  élément  de  sur- 
face bien  déterminé,  normal  à  la  droite  /Wq/. 

Il  faut  que  cette  circonstance  se  présente  pour  toutes 
les  positions  possibles  de  la  droite  ab.  Voici  donc  le 
problème  qui  se  pose  : 

Trouver  deux  surfaces  (A)  et  (B)  telles  que  si  ab  est 
un  segment  quelconque,  de  longueur  convenable  dont 
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les  extrémités  a  et  b  se  trompent  respectivement  sur 
ces  sur/aces,  la  normale  A  rt  (A)  en  a^  et  la  normale  B 
à  (B)  en  b  se  rencontrent. 

Fixons  pour  un  moment  le  point  a  en  Oq  sur  (A)  : 
]e  point  b  peut  alors  décrire  une  certaine  courbe  (^') 
intersection  de  (B)  et  d'une  sphère  ayant  son  centre  en  ao. 
Soit  bo  un  point  quelconque  de  cette  courbe.  La  droite  B, 
normale  à  (Bq)  en  b  doit  par  hypothèse  rencontrer  A, 
normale  à  (A©)  en  a.  Mais  B  détermine  avec  a^b^  le 
plan  normal  à  (P')  en  io»  La  courbe  (P')  est  donc  telle 
que  tous  ses  plans  normaux  contiennent  A  :  c'est  un 
cercle  d'axe  A  (  *  ). 

Ce  raisonnement  ne  tombe  en  défaut  que  si  B  et  A 
sont  confondues,  c'est-à-dire  si  les  surfaces  (A)  et  (B) 
sont  parallèles.  S'il  en  est  ainsi,  considérons  un  point  c 
de  la  figure  (F),  non  situé  sur  la  droite  ab;  ce  point  c 
ne  décrit  certainement  pas  une  surface  parallèle  à  (A), 
puisque  ab  n'est  pas  normale  à  (A).  On  remplacera 
dans  le  raisonnement  le  point  b  par  le  point  c,  et  les 
conclusions  seront  de  nouveau  légitimes. 

A  chaque  point  ^o  àe  (A)  correspond  ainsi  un 
cercle  (p')  tracé  sur  (B)  [il  est  bien  évident  qu'à  deux 
points  au  plus  de  (A)  peut  correspondre  le  môme  cercle 
de  (B)].  La  surface  (B)  doit  donc  contenir  des  cercles 
dépendant  de  deux  paramètres,  d'une  façon  continue. 
C^esl  nécessairement  une  sphère,  car  il  n'y  a  pas  d'autre 
surface  jouissant  d'une  telle  propriété  (2).  On  voit  en 
outre  que  toutes  les  droites  telles  que  A  passent  par  le 
centre  de  cette  sphère  :  (A)  est  donc  aussi  une  sphère 
concentrique  à  (B). 

(')   Ce  pourrait  aussi  être  une  droite   isotrope  reocootrant  A  : 
mais^je  me  borne  aux  déplacements  réels. 
(2)  Voirie  n«  3. 
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Ainsi  les  points  a  et  b  dëcriveni  deux  sphères  concen- 
triques :  mais  ce  sont  deux  points  quelconques  de  (F). 
Donc  tous  les  points  de  (F)  restent  sur  des  sphères  con- 
centriques, et  cette  figure  a  un  point  fixe.  Le  seul  dépla- 
cement répondant  à  la  question  est  bien  celui  qui  avait 
été  signalé  au  début. 

3.  Vers  la  fin  du  n**  2,  je  me  suis  appuyé  sur  la  pro- 
position suivante  : 

La  seule  sur/ace  contenant  des  cercles  dépendant 
de  deux  paramètres,  d'une  façon  continue,  est  la 
sphère. 

Voici  une  démonstration  de  ce  théorème  : 

Soient  (S)  une  surface  contenant  des  cercles  dépendant 
de  deux  paramètres,  d'une  façon  continue,  TTun  de  ces 
cercles,  (P)  son  plan.  Les  plans  (P)  dépendent  aussi  de 
deux  paramètres  :  en  effet,  s'ils  dépendaient  d'un  seul 
paramètre,  chaque  plan  (P)  contiendrait  une  infinité 
continue  de  sections  circulaires  de  (S),  ce  qui  est  absurbe 
[à  moins  que  le  point  (P)  ne  soit  fixe,  et  que  (S)  ne  se 
réduise  à  ce  plan  ;  or,  le  plan  est  une  sphère  particulière]. 
Les  plans  (P)  enveloppent  donc  une  surface  non  déve- 
loppable  (S). 

Considérons  un  cercle  particulier  Tq  et  soit  (Pq)  son 
plan  5  (Pq)  peut  couper  la  surface  (S)  suivant  une 
courbe  T^  en  plus  du  cercle  l'o.  Désignons  par  /,, 
/Wi,  . . .,  p  les  points  d'intersection  éventuels  de  Fq  et 
de  r'g.  Déplaçons  maintenant  le  plan  (P),  à  partir  de  la 
position  (Po),  de  telle  manière  qu'il  reste  tangent  à  la 
surface  (S),  et  en  l'assujettissant  à  une  condition  con- 
tinue quelconque  C.  Dans  chacune  de  ses  positions,  le 
plan  (P)  coupe,  au  moins  partiellement,  la  surface  (S) 
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suivant  un  cercle  F,  dont  deux  points,  réels  ou  imagi- 
naires, appartiennent  à  Tune  des  courbes  Fo,  F^.  Ces 
deux  points  appartiennent  aussi  à  la  droite  D,  commune 
aux  plans  (P)  et  (Po). 

Si  Ton  rapproche  indéfiniment  le  plan  (P)  du  plan  (Pq), 
la  droite  D  tend  vers  une  position  limite  Do  [caractéris- 
tique du  plan  (Po)];  cette  droite  Do  est  simplement 
assujettie  à  passer  par  le  point  de  contact  de  (Po)  el 
de  (2),  puisque  la  condition  C  est  arbitraire.  Je  puis 
donc  supposer  que  Dq  ne  contient  aucun  des  points  /, 
m,  ...,/;,  à  moins  que  l'un  de  ces  points  ne  soit  jus- 
tement le  point  de  contact  de  (Po)  et  de  (S). 

Mais,  si  cette  dernière  circonstance  se  présente,  quel 
que  soit  le  plan  (Po)^  c'est  que  tous  les  points  de  (S) 
appartiennent  à  (S);  ces  deux  surfaces  sont  donc  con- 
fondues, et  les  plans  qui  déterminent  dans  (S)  des  sections 
circulaires  sont  ses  plans  tangents.  Chacun  des  cercles 
de  (S)  est  donc  évanouissant;  autrement  dit  (S)  admet 
deux  systèmes  de  génératrices  isotropes  et  ne  peut  être 
qu'une  sphère. 

Écartons  ce  cas.  Le  cercle  F,  ai-je  dit,  coupe  la  droite  D 
en  deux  points  qui  appartiennent  au  cercle  Fq  ou  k  la 
courbe  F'^,  et  ces  points  se  trouvent  sur  la  droite  L. 
Quand  le  plan  (P)  vient  se  confondre  avec  le  plan  (P©)» 
le  cercle  F  tend  vers  le  cercle  Fo;  les  deux  points  en 
question  deviennent  à  la  limite  les  points  d'intersection 
de  Fq  et  de  Lq  et  sont,  je  Fai  supposé,  distincts  de  tous 
les  points  /,  //<,  . .. ,  p.  En  vertu  de  la  continuité,  cela 
ne  peut  avoir  lieu  que  si,  pour  une  position  (P)  quel- 
conque, ces  deux  points  appartiennent  à  F©  et  non  à  T'^. 

La  conclusion  est  donc  celle-ci  :  les  deux  cercles  F© 
et  F  ont  deux  points  communs  i  et  i'.  Les  plans  tangents 
à  (S)  en  chacun  de  ces  deux  points  sont  déterminés  par 
les  tangentes  aux  cercles  Fq  et  F|  ;  il  est  donc  clair,  par 
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raison  de  symétrie,  que  les  normales  à  (S)  aux  points  i 
et  i'  se  rencontrent. 

Mais  les  deux  points  i  et  i'  sont  quelconques  sur  (S)  : 
en  effet,  ce  sont  les  points  communs  à  (S)  et  à  deux 
pians  (Pq)  et  (P),  dont  chacun  est  doublement  indéter- 
miné. On  arrive  donc  à  cette  conclusion  que  les  nor- 
males à  (S),  en  deux  quelconques  de  ses  points,  se 
rencontrent. 

Cette  propriété  définit  bien  une  sphère,  car  elle 
revient  à  celle-ci  :  toutes  les  normales  à  (S)  passent  par 
un  point  fixe. 


CONCOURS  DADVISSION  A  L ÉCOLE  NORMALE  EN  1903. 
COMPOSITION  DE  MATIIÉMATI«UBS. 

Solution  par   M.   Jean   SERVAIS. 


On  considère  deux  surfaces  du  second  ordre  (P), 
(Q)  définies  en  coordonnées  rectangulaires  par  les 
équations 

(P)  yt-zX  —  a'^:=0, 

(Q)  7.y^  —  x^  —  zx  —  ay  =  o, 

ou  a  désigne  une  constante.  Soit  (C)  la  courbe  d^ in- 
tersection de  ces  deux  surfaces, 

I.  Former  les  équations  des  projections  orthogonales 
de  cette  courbe  (C)  sur  le  plan  des  xy  et  sur  le  plan 
des  zx.  Construire  ces  courbes, 

II.  Considérant,  en  particulier^  la  projection  de  (C) 
sur  le  plan  des  zx^  on  déterminera  l'aire  comprise 
entre  l'axe  des  x,  la  branche  supérieure  de  la  courbe 
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et  les  droites  qui,  dans  ce  plan,  ont  pour  équations 

a?  =  a,        X  =  a  /3. 

III.  Soit  M  un  point  de  (C);  par  ce  point  passent 
deux  génératrices  recti lignes  de  la  surface  (P)  qui 
rencontrent  la  courbe  (C)  en  deux  points  Mi  et  M\j 
autres  que  M.  Quel  est  le  lieu  (R)  de  la  droite  M^  M, 
quand  le  point  M  décrit  la  courbe  (C)?  De  quoi  se 
composent  les  intersections  de  la  surface  (R)  avec  cha^ 
cune  des  surfaces  (  P)  et  (Q)? 

IV.  Par  le  point  Mj,  précédemment  défini,  passe 
une  génératrice  de  (P),  autre  que  la  droite  Mj  M  ; 
soit  M2  le  point  d'intersection,  autre  qtte  M|,  de  cette 
génératrice  de  la  courbe  (C);  par  le  point  M2  passe 
une  génératrice  de  (P),  autre  que  la  droite  MsMf^ 
soit  M3  le  point  d'intersection,  autre  que  IVI2,  de  cette 
génératrice  et  de  la  courbe  (C);  on  continue  de  la 
même  façon,  ....  Démontrer  que  la  ligne  polygo- 
nale MlVIt  Ma , ,  ,  se  ferme  et  qu'il  en  est  de  même  de 
la  ligne  polygonale  obtenue  par  la  même  construction 
en  remplaçant  simplement  le  point  M|  par  le  point  M\ . 

I.  L'équation  de  la  projection  de  la  courbe  (C)  sur  le 

plan  des  xy  est 

yt  —  ari  —  ay  +  a*  =  o. 

Cette  projection  est  une  hyperbole  équilatère  facile 
à  construire  (yî^.  i). 

L^équation  de  la  projection  sur  le  plan  des  zx  est 

{zx  -\-  aa» —  37*)*=  a'^{zx  -^  a*). 

En  résolvant  par  rapport  à  z  on  trouve 
o.x^—  3a*±a/4a:»— 3a* 
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Pour  construire  celte  courbe  remarquons  d'abord  que 

Torigine  est  centre.  Il  suffit  alors  de  donner  à  x  des 

valeurs  positives  pour  avoir  la  moitié  de  la  courbe  dont 

on  déduira  le  reste  par  symétrie.  Pour  que  z  soit  réel,  il 

faut  que  x  soit  supérieur  à  — ^.  On  fera  donc  varier  x 

de  à  -+-  00.  A  chacun  des  signes  du  radical  corres- 
pond une  branche  de  courbe.  Pour  avoir  les  deux 
asymptotes,  il  suffit  de  développer  le  radical  suivant 
les  puissances  décroissantes  de  x.  Les  premiers  termes 


des  développements  des  deux  valeurs  de  z  sont  ainsi 


^  3a» 


Les  deux  asymptotes  sont  donc  les  deux  droites 
z  =  a7-i-a        et        z  =  x  —  a, 

et,  de  plus,  le  développement  montre  que  la  courbe 
(x  >►  o)  est  au-dessous  de  ses  asymptotes. 

La  courbe  coupe  Taxe  Ox  aux  points  d'abscisses  ±:  a 
et  dz  a  y/3 . 

Ces  renseignements  suffisent  pour  tracer  la  courbe 
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kfië*  2)  qu'on  peut  d'ailleurs  avoir  avec  plus  de  pré- 
cision en  prenant  les  dérivées  des  valeurs  de  z. 

II.    L'aire  cherchée   est    Taire  du    triangle   mixli- 
Fig.  a. 


ligne  ABC  {fig*  2)  et  s'obtient  en  calculant  l'intégrale 

/aylî 
zdXi 
.. 

OÙ  l'on  prend  pour  z  la  valeur  qui  correspond  au  signe  -+- 
devant  le  radical,  afin  d'avoir  la  branche  supérieure  AB. 
On  a  alors 

La  seule  difficulté  de  ce  calcul  est  la  recherche  de 
l'intégrale  indéfinie 


J    2a? 
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Pour  la  calculer,  posons 


et  elle  devient 


r      at^dt       ^    r/a  3a»         \ 

J  2(3a*-+-f«)       J   \2        2(3a«-4-/M/ 

a         a«/3                    / 
=r  -  ; .  arc  tang =  • 

En  revenant  aux  anciennes  variables  et  portant  dans  S, 


on  a 


V4:r«-3a«V*^ 


^      /ar«       3a» ,              a  /— r — ^       a> /3        ,         /4^«-3a«V 
b  =  I loga?  H —  /4  ^*  —  3  a* —  arc  tang  ^^ ;= ) 

Tous  calculs  faits,  on  trouve 

m.  Pour  traiter  les  deux  dernières  Parties,  remar- 
quons que  rhyperboloïde  (P)  a  deux  génératrices 

a7  =  o,        ^=±a, 

parallèles  à  O^.  11  en  résulte  que  les  projections  des 
génératrices  sur  le  plan  xOy  passeront  par  Tun  des  deux 
points  A(x  =  o,  j  =  a)  ou  A'(a:  =  o,^  =  —  a). 

Soient  alors  x' y'  z'  les  coordonnées  de  M,  sa  projec- 
tion m  {fig*  3)  sur  le  plan  des  ocy  sera  située  sur  l'hy- 
perbole et  Ton  aura 

Les  projections  des  génératrices  qui  passent  par  le 
point  M  de  l'espace  seront  les  droites  /wA  et  m  A'  (Jig*  3). 
La  droite  /«A  a  pour  équation 

^    '  y —a       X 
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elle  coupe  Thyperbole  en  un  second  point  mj  qui  est  la 
projection  du  point  M|  de  l'espace.  L'équation  aux  j^  des 
points  d'intersection  de  la  droite  m  A  et  de  T  hyperbole 
est  alors 

iy—ay-^  a»)  (y—  a)*—  (y^—ay-h  a^){y  —  a)»  =  o. 
Le  produit  des  racines  de  cette  équation  est  égal  à  a*. 
Comme  l'une  des  racines  est  y  l'autre  est  égale  à  — ,• 
C'est  l'ordonnée  de  m» .  Son  abscisse  est  fournie  par 


Fig.  3. 

y 

\ 

X  ^ 
X  s 
X\ 
X  ^ 
X  "*^ 

^ 

C^i2y^/ 

\Sv^ 

l'équation  (  2)  où  l'on  donne  à  y  la  valeur  —7  •  On  trouve 
ainsi  pour  les  coordonnées  X\  et  y^  de  m^ 


T,  =  ■ 


ax 

"y 


L'ordonnée  Z\  du  point  M,  de  l'espace  est  ensuite 
formée  par  l'équation  de  (P) 


^1 


X  y 


En  joignant  le  point  m  {fig»  3)  au  point  xV,  on  a  la 
projection  de  la  seconde  génératrice  de  (P)  qui  passe 
en  M.  Cette  projection  coupe  Thyperbole  en  un  second 
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point  m\  qui  est  la  projection  du  point  M'^  de  l'espace 
cherché. 

Il  est  inutile  de  refaire  le  calcul,  car,  puisque  le 
point  A'  remplace  le  point  A,  il  n'y  a  qu'à  changer  a 
en  —  a  dans  les  formules  qui  donnent  les  coordonnées 
de  Ml  pour  avoir  celles  de  M'^ .  ' 

On  trouve  ainsi,  pour  ces  coordonnées, 

,        ax'  ,        a'  ,  a(v'* — «*) 

y  '^  ^     y  *  x'y 

On  a  donc 

Les  deux  points  Mj  et  M',  sont  symétriques  par  rap- 
port à  Oj  et  la  droite  M. y  M\  engendrera  évidemment  le 
conoïde  formé  par  les  droites  qui  s'appuient  sur  Oy  et 
sur  la  courbe  (C)  en  restant  parallèles  au  plan  zOx. 

L'équation  de  ce  conoïde  s'obtient  sans  diflficulté  et 
l'on  trouve 

x{y^ — a'^)  —  z{y^ — ay  -^  a*)  =  o. 

Comme  il  est  formé  de  droites  qui  s'appuient  sur  (C), 
il  coupe  évidemment  les  deux  surfaces  (P)  et  (Q)  d'abord 
suivant  cette  courbe  (C). 

11  coupe  en  outre  (P)  suivant  les  deux  génératrices 

^  =  o,       y  =  ±  a. 

Pour  avoir  la  seconde  partie  de  l'intersection  avec  la 
surface  (Q),  projetons  l'intersection  sur  le  plan  des  xy. 
Cette  projection  a  pour  équation 

{iy^—  ay){x^—y^-h  ay  —  a^)  =  o. 

Le  facteur  x^ -- y^ -\- ay  —  a^  =^  o  donne  l'hyperbole 
projection  de  la  courbe  (C).  Le  reste  de  l'intersection 
se  trouve  alors  dans  les  plans  y  =  o  et  j^  =  -•  Ce  sont 
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donc  les  deux  génératrices 


^  =  0,  ar-h4PaB0; 

a 


IV,  La  dernière  partie  du  problème  est  immédiate. 

En  effet,  nous  avons  vu  que,  si  par  un  point  M  de  (C) 
on  mène  les  deux  génératrices  de  (P)  qui  y  passent,  elles 
coupent  (C)  en  deux  points  M|  et  M',  symétriques  par 
rapport  à  Oy.  Par  suite,  les  droites  M»  IVI2  et  M,  M 
étant  les  deux  génératrices  issues  de  M^,  M^  est  le  symé- 
trique de  RI  par  rapport  à  Oy. 

Menons  la  génératrice  M2IVI3  qui  coupe  (C)  en  RIj. 
Pour  la  même  raison  M3  est  le  symétrique  de  M|  par 
rapport  à  Oy^  Donc,  M3  coïncide  a\fec  M\ .  La  seconde 
génératrice  issijie  de  Ms  (ou  Mf)  revient  donc  passer 
en  M. 

La  ligne  polygonale  est  donc  un  quadrilatère  gauche 
MM^M2M|  dont  les  sommets  sont  deux  à  deux  symé- 
triques par  rapport  â^  Oy.  Le  raisonnement  prouve  de 
plus  qu*on  retrouve  Iç  même  quadrilatère  si  l'on  rem- 
place M|  par  M'^. 

Jlemarque.  —  On  aurait  pu  faire  ce  problème  en  sui- 
vant la  méthode  générale  applicable  à  Tétude  des  qua- 
drilatères gauches  formés  j>ar  les  génératrices  d'une 
quadriquc  et  inscrits  dans  une  biquadratique  unicursale. 

Les  deux  systèmes  de  génératrices  de  l'hyperbo- 
loïde  (P)  sont 


..,! 


|r+«  =  p 


Iy  -\-  a  =  fJLX, 
y  —  a=  — 
1^ 
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Ea  résolvant,  on  a  les  coordonnées  d*un  point  de  (P) 
eo  fonction  de  deux  paramètres  X  et  [x  : 

(3)       x= r>        y=— r^i         z= Ç. 

En  exprimant  que  ce  point  est  sur  la  surface  (Q)  on 

trouve  la  relation 

3X«-+-fx«— 4  =  0. 

Les  deux  paramètres  X  et  a  liés  par  cette  relation 
peuvent  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  d'un 
paramètre  t 

En  remplaçant  X  et  [ji  par  leurs  valeurs  dans  les  for- 
mules (3)  on  a  les  coordonnées  x,  j^,  z  d*un  point  de  la 
courbe  (C)  exprimées  rationnellement  en  fonction  d'un 
paramètre 

_  <«-f-3 

=  8a ^(^'-^) 


(<«-h3)(— ^î-+-2<-+-3) 


Soit  alors  t  la  valeur  du  paramètre  relative  à  M, 
remarquons  que  pour  deux  points  de  (C)  situés  sur  une 
même  génératrice  du  système  (I)X  doit  avoir  la  même 
valeur.  Les  deux  valeurs  de  I  correspondantes  sont  donc 
racines  de  l'équation 

X(f«-h3)-+-4^  =  o. 

Le  produit  des  racines  est  3.    Donc,   si  Tune  des 

3 
racines   est  f,  Tautrc  est  -•    La  valeur  du  paramètre 
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correspondanl  à  M|  est  doue 

3 


'^=t 


De  même,  les  deux  valeurs  de  t  correlpoudantes  à 
deux  points  de  (C)  situés  sur  une  même  géuératrice  du 
système  (II)  sont  racines  de  l'équation 

|Jl(3  +  <2)-+-2(<2— 3)=o, 

dont  les  racines  sont  opposées.  La  valeur  du  paramètre 
correspondant  à  M'^  est  donc 


t\  =  -t. 


Cela  étant,  les  valeurs  du  paramètre  correspondantes 
aux  points  M|,  Ma,  ...  se  calculent  facilement. 
Pour  Mi,  on  a 


■'-h 

pour  Ma,  on  a 

3 

pour  M3,  on  a 

"-h--- 

pour  M4,  on  a 

^  =  — /3=^ 
Donc  M4  coïncide  avec  M. 


CORRESPONDANCE. 


M.  le  lieutenant  Bienaymé.  —  Les  observations  suivantes 
me  paraissent  compléter  les  intéressants  articles  que  M.  de 
Montessus  et  M.  Lcchalas  ont  consacrés  au  paradoxe  signalé 
par  Joseph  Bertrand  dans  son  Calcul  des  probabilités  (*). 

(  '  )  Voir  les  numéros  de  janvier  et  d'août  igoS  des  A'.  A, 
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I*  Comment  s'évanouit  le  paradoxe. 

A  propos  de  la  probabilité  pour  une  corde  quelconque  d'un 
cercle  d^être  plus  grande  que  le  côté  du  triangle  équilatéral 
inscrit,  Bertrand  ayant  rencontré  des  solutions  différentes  con- 
clut que  cette  question  est  «  mal  posée  »  ;  nous  pensons  qu'on 
doit  entendre  surtout  par  là  «  mal  comprise  »,  car  l'esprit 
attend  une  solution  unique,  et  d'ailleurs  Bertrand  l'avait 
trouvée,  mais,  ajoute  M.  Darboux,  «  il  la  laisse  chercher  à  son 
lecteur  ». 

C'est  qu'il  s'est  glissé  dans  l'énoncé  un  terme  sur  lequel 
repose,  à  notre  insu,  un  véritable  malentendu  et  dont  les 
diverses  solutions  du  problème  méconnaissent  la  portée  :  c'est 
le  terme  «  quelconque  »  qui  est  bien  loin  d'avoir  dans  les  pro- 
blèmes purement  géométriques  le  sens  très  général,  mais  strict, 
qu'on  lui  accorde  dans  les  questions  de  probabilités. 

C'est  ainsi  que,  au  point  de  vue  géométrique,  à  un  point  dit 
quelconque  sur  une  courbe  correspond,  sur  une  courbe  homo- 
graphique,  un  point  que  Ton  considère  également  comme  quel- 
conque; mais,  au  point  de  vue  de  la  probabilité,  d'après  la 
définition  logique  d'un  point  quelconque  d'une  figure,  il  n'y 
aura  qu'exceptionnellement  correspondance  entre  les  points 
homologues  de  ces  deux  courbes. 

2"  La  probabilité  infinitésimale  pour  une  droite  quel- 
conque d^étre  tangente  à  une  courbe  unicursale  est  pro- 
portionnelle à  la  classe  de  la  courbe. 

Ceci  n'est  que  la  généralisation  de  la  propriété  suivante  dont 
l'allure  paradoxale  est  particulièrement  remarquable  et  qui 
s'établit  bien  aisément  en  parlant  des  définitions  admises  : 

Étant  données  dans  le  plan  des  circonférences  de  rayons 
différents,  si  une  droite  quelconque  touche  Vune  d^elles, 
il  y  a  même  probabilité  pour  chacune  d'être  la  circon- 
férence touchée, 

3'*  Cas  général  du  problème  de  Bertrand  étudié  par 
M.  de  Montessus. 

M.  de  Montessus,  dans  son  intéressant  article  de  janvier 
dernier,  a  étudié  ce  qu'il  appelle  le  cas  général  du  problème;  il 
trouve,  après  un  assez  long  calcul,  même  résultat,  -},  que  Ber- 

Ann,  de  Afathérnat,,  4*  série,  t.  III.  (Octobre  1903.)  3o 
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trand  pour  son  premier  cas.  On  pouvait  a  priori  s'y  attendre, 
car  considérant  les  cordes  perpendiculaires  à  un  diamètre  (pre- 
mier cas  de  Bertrand)  comme  issues  d'un  point  à  Tinfini,  la 
probabilité  pour  les  cordes  issues  des  points  à  l'infini  du  plan 
est  j;  et  comme  les  points  à  l'infini  sont  en  nombre  infini  par 
rapport  à  ceux  à  distance  finie,  il  en  résulte  que  |est  aussi  la 
probabilité  pour  l'ensemble  des  cordes  issues  de  tous  les  pointât 
du  plan. 

Note  de  la  Rédaction.  —  Pendant  l'impression  du  Mémoire 
de  M.  Lechalas,  M.  Bienaymé  nous  a  adressé  un  travail,  où  se 
trouvaient  développées  des  considérations  à  peu  près  iden- 
tiques. La  Lettre  précédente  résume  les  parties  de  ce  travail 
qui  ne  font  pas  double  emploi  avec  celui  de  M.  Lechalas. 


CfiRTiPIGATS  M  MBGANiQUE  RATIONNELLE. 


MarseUIe. 

Épreuve  écrite.  —  Dans  un  plan  vertical^  on  donne  deux 
droites  fixes  Ox  et  Oy.  La  droite  Oy  est  verticale  et  la 
droite  Ox  fait  avec  Oy  un  angle  de  60°. 

Deux  points  pesants  A  et  B,  qui  ont  le  même  poids,  sont 


assujettis  à  glisser  sans  frottement  l'un  sur  Oy^  l'autre 
sur  Ox. 

Ces  points  s'attirent  proportionnellement  à  leur  distance 
et  au  produit  de  leurs  masses.  L'attraction  à  la  distance  2a 
est  égale  au  poids  de  l'un  des  points. 
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A  V origine  des  temps,  les  points  sont  sans  vitesse,  et  ils 
sont  l'un  et  l'autre  à  une  distance  de  O  égale  à  2 a. 
Trouver  leur  mouvement. 

Solution. 

Si  Ton  appelle  x  tl  y  les  distances  des  points  B  et  A  au 
poÎBi  O,  les  équations  du  mouvement  sont 

Elles  rentrent  dans  use  forme  connue.  Leurs  intégrales  ren- 
ferment des  cosinus;  mais,  les  angles  n'étant  pas  dans  un  rap- 
port commensurable,  le  mouvement  n'est  pas  périodique. 

Épreuve   pratique.    —    On   donne  un    système   articulé 
ABGDEF  dont  les  tiges  ont  des  longueurs  ainsi  déterminées  : 


Les  tiges  AB,  BC,  CD  forment  les  trois  côtés  consécutifs 
d*un  hexagone  régulier  dont  le  côté  a  a  \^  de  long,  La 
tige  AD  est  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  cet  hexagone. 
Le  point  E  est  le  milieu  du  rayon  qui  aboutit  en  G  et  le 
point  F  est  au  tiers  à  partir  de  B  du  rayon  qui  aboutit  en  B. 

Le  système  est  placé  dans  un  plan  vertical  et  il  repose 
par  k  et  D  sur  deux  appuis  qui  sont  sur  la  même  horizon- 
tale. 

On  applique  en  E  un  poids  de  iooo^«,  trouver  les  tensions 
des  tiges. 

On  pourra  graphiquer  ou  calculer. 

(Novembre  1901.) 

Épreuve  écrite.  —  Dans  un  plan  horizontal  une  plaque 
carrée  et  homogène  est  mobile  autour  de  son  centre  0  qui 
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est  fixe.  Sur  un  des  côtés  de  la  plaque  est  placé  un  point 
mobile  P  qui  est  attiré  par  le  point  0  proportionnellement 
à  la  distance.  Trouver  le  mouvement  de  ce  système  sachant 
que  la  masse  de  la  plaque  est  égale  à  douze  fois  la  masse 
du  point  P,  et  supposant  qu'à  l'origine  le  système  est  sans 
vitesse  et  que  le  point  P  est  à  l'une  des  extrémités  du  côté 
sur  lequel  il  se  meut. 

Déterminer  par  sa  tangente  l'angle  dont  tourne  la  plaque 
à  chaque  oscillation. 

Trouver  la  pression  du  point  sur  la  plaque  et  celle  de  la 
plaque  sur  le  point  O, 

Étudier  la  même  question  en  supposant  qu'à  l'origine 
le  mobile  est  très  voisin  du  milieu  du  côté  sur  lequel  il  se 
meut,  et  donner,  dans  ce  cas,  la  durée  des  petites  oscil- 
lations du  système. 

Solution. 

En  appelant  0  l'angle  dont  a  tourné  la  plaque  à  un  instant 
donné,  z  la  distance  du  mobile  au  milieu  du  côté  sur  lequel 
il  se  meut,  2a  le  côté  du  carré,  M  et  m  les  masses,  m\^  l'at- 
traction du  point  O  sur  le  mobile  à  Tunité  de  distance,  on 
trouve,  en  appliquant  le  théorème  des  aires  et  le  théorème  des 
forces  vives,  les  deux  équations  suivantes  où  les  constantes 
répondent  aux  données  initiales 

(9a*-h-5«)e'=  az\ 

(9a«-H5«)0'«-+-^'«— 2ae'V=XVrt*  — -'). 

En  éliminant  0',  on  a 


)a^-^  z^\dt  J  ^  ' 


8< 

On  voit  ainsi  que  le  mobile  oscillera  en  allant  d'une  extrémité 
à  l'autre  du  côté  sur  lequel  il  se  meut. 
La  première  équation  peut  s'écrire 

9a»-+-  ^* 
d'où  Ton  tire 

z  =  3atang(36  -hc). 

Pour  ^  =  —  a,  on  a 
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€t,  par  suite, 

lange  =—  ^. 
Pour  a  =  -h  a,  on  a 

tang(3Gi-f-c)  =  -         ou  lang38i=7, 

5  4 

ce  qui  fait  connaître  Tangle  0]  dont  tourne  la  plaque  à  chaque 
oscillation. 

Si  primitivement  le  mobile  était  très  près  du  milieu  du  côté, 
soit  à  une  distance  h  de  ce  milieu,  l'équation 


si(ë)'-»<'--") 


montrerait  que  z  oscille  de  —  h  k  -h  h.  On  poserait,  dans  une 
première  approximation, 

En  dérivant,  puis  intégrant,  on  trouverait 

js  =  hcos-r  X  /îf. 
4 

La  durée  des  petites  oscillations  complètes  est 

3Xv/â* 

Enfin,  en  appliquant  le  théorème  des  moments  à  la  plaque 
seule,  on  a  la  pression  P  du  point  sur  la  plaque  par  la  relation 

MK»0'=--  — P^î, 
d'où  l'on  tire,  d'après  ce  qui  précède, 

P  =  MK«X^a-    ^9a^-^'^aU^-z^ 


(9a«-i-5«)(8a«-+-;5»)» 


Le  centre  de  gravité  de  la  plaque  étant  immobile,  la  pression 
de  la  plaque  sur  le  point  est  égale  à  la  pression  du  point  sur 
la  plaque. 
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Épreuve  pratique.  —  Les  extrémités  d*un  fil  sont  fixées 
en  deux  points  k  et  h  situés  sur  une   même  horizontale. 
On  marque  sur  ce  fil  des  points  G,  D,  E,  F  qui  le  par- 


tagent en  cinq  parties  égales,  et  la  distance  AB  est  égale 
au  diamètre  du  cercle  dont  le  côté  du  décagone  inscrit 
serait  égal  à  AC. 

On  applique  en  C  et  F  des  poids  égaux  chacun  à  lo*^*,  et 
en  D  et  E  des  poids  Q  égaux  entre  eux. 

Que  doivent  être  ces  points  Q  pour  que  la  figure  affecte 
la  forme  d*un  demi-décagone  régulier? 

Si  l'on  augmentait  ces  poids  Q  du  millième  de  la  valeur 
trouvée,  de  combien  s*abaisserait  le  côté  DE,  en  supposant 
que  la  distance  AB  soit  égale  à  2™.  (Juillet  i90'2.) 

Épreuve  écrite.  —  Dans  un  plan  horizontal  un  disque 
circulaire  homogène  peut  tourner  autour  de  l'un  de  ses 
points  O  qui  est  fixe. 

Sur  la  circonférence  de  ce  disque  glisse  sans  frottement 
un  point  matériel  P  qui  est  attiré  par  le  point  O  propor- 
tionnellement à  la  distance. 

Étudier  le  mouvement  de  ce  système  et  trouver  la  pression 
du  point  P  sur  le  disque. 

On  supposera  :  1**  que  la  masse  du  disque  est  égale  à  dix 
fois  la  masse  du  point  P;  ^^  que  la  distance  du  point  O  au 
centre  du  disque  est  égale  à  la  moitié  du  rayon;  3°  qu'à 
rinstant  initial  le  système  est  sans  vitesse  et  que  le  rayon 
qui  passe  au  point  P  est  perpendiculaire  sur  celui  qui  passe 
au  point  O, 

Épreuve  pratique.  —  Un  réservoir  est  fermé  par  un  mur 
de  10"  de  hauteur.  L'épaisseur  de  ce  mur  à  la  partie  supé- 
rieure est  de  o",  5o. 

Quelle  doit  être  son  épaisseur  à  la  base  pour  qu'il  ré- 
siste à  la  poussée  du  liquide.  La  paroi  du  mur  en  contact 
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açec  Veau  est  verticale,  la  paroi  extérieure  forme  un  plan 
incliné. 

Le  poids  du  mètre  cube  de  maçonnerie  sera  pris  égal  à 
ti4oo*'*,  le  coefficient  de  frottement  sera  pris  égal  à  \  et  la 
résistance  de  la  maçonnerie  sera  prise  égale  à  \^^  par  cen- 
timètre carré,  (Novembre  1902.) 


SOLUTIONS  BB  tUESTIONS  PROPOSÉES. 


1855. 

(1900,  p.  3«i.) 

Un  cône  a  pour  sommet  un  point  s  d'un  ellipsoïde  et 
pour  base  la  section  diamétrale  faite  dans  cette  surface 
par  un  plan  perpendiculaire  au  diamètre  guipasse  par  s. 
L'enveloppe  de  ce  cône,  lorsque  son  sommet  décrit  Vellip- 
soïde,  est  une  surface  de  l'onde.  (Mannheiii.) 

SOLUTION 

Par  M.   Canon. 

On  sait  que  si  Ton  projette  un  ellipsoïde  sur  ses  plans  tan- 
gents, les  ellipses  de  contour  apparent  ainsi  obtenues  occupent 
une  région  de  l'espace  limitée  à  une  surface  de  l'onde.  Par 
rapport  à  une  sphère  concentrique  à  rellipsoïde,  il  suffit  de 
transformer  cette  propriété  par  polaires  réciproques  pour 
obtenir  le  résultat  demandé. 

1928. 

(190S,  p.  S8«.) 

Soit 
N  =  2«3P5Y...  t^mV-n-*        («5P>ï>--->^>f*>v), 

le  plus  petit  nombre  qui  a  un  nombre  donné  de  diviseurs  : 
|0  V  -h  I  est  un  nombre  premier ^  2"  jjl  4- 1  est  un  nombre 
premier  y  sauf  l'exception  suivante  :  le  plus  petit  nombre 
ayant  huit  diviseurs  est  l'^x'i,  (G.  Fontené. ) 
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SOLUTION 

Par  M.  Chalde. 
Le  nombre  des  diviseurs  du  nombre  écrit  est 

(*.-hi)(pH-i)(Y-+-i) ...  a-f-i)(ji-+-i)(v-hi). 

io  Si  V  -^  I  n'est  pas  premier,  soit 

V  H- I  =  (v'-+-i)(ir-h  I); 

p  étant  le  nombre  premier  qui  suit  /i,  on  peut  remplacer  rC* 
par  ny' p'^  sans  changer  le  nombre  des  diviseurs;  or,  je  dis  que 
l'on  a 

ny'p'^<  n"* 
ou 

ou    . 

ou,  puisque  ir  n'est  pas  nul, 

ou,  puisque  v'  n'est  pas  nul, 

entre  un  nombre  premier  n  et  son  carré,  il  y  a,  en  effet,  au 
moiiis  un  nombre  premier  p^  comme  M.  de  PoHgnac  Ta 
montré,  dès  i849>  P^r  la  seule  considération  des  suites  diato- 
miqu&s  {Nouvelles  Annales,  i849)  p.  428). 

'2*  Si  [Ji  -+-  i  n'est  pas  premier,  soit 

fx-+-i  =  (îJL'-M)(7t-+-i); 

on  peut  remplacer  mV-  par  /nH-'joW;  cherchons  si  l'on  a 

mV-' p^<  m^ 
ou 

p  <  ml*'-*-»  : 
il  suffira  que  l'on  ait 

p  <  wV 

Of,  entre  un  nom(>re  premier  met  son  carré  il  y  a  au  moins 
deux,  nombres  premiers  n  et  p,  sauf  pour  m  =  2,  puisque, 
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«ntre  un  nombre  et  son  double,  il  y  a  au  moins  deux  nombres 
premiers  à  partir  de  6  [Dbsboves,  par. la  méthode  de  Tche- 
byscheff  pour  le  postula  tu  m  de  Bertrand  {Nouvelles  Annales, 
i855,  p.  î>93)]  et  que,  d'ailleurs,  entre  3  et  9  ou  entre  5  et  a5, 
il  y  en  a  au  moins  deux.  II  ne  peut  donc  y  avoir  exception  que 
pour  m  =  2,  et  encore  faut-il  que  l'on  ait  ^^'=1,  puisque, 
«nlre  2  et  8,  il  y  a  trois  nombres  premiers;  on  doit  avoir  de 
même  it  =  1,  puisque  Ton  peut  échanger  ji'  et  tc;  on  a  alors 

ix=--  3, 
et,  par  suite, 

N  =  2«x3v        (i-^v^3). 

On  ne  peut  avoir  v  >  i,  car  le  nombre  a^X  3  X  5,  qui  a  le 
même  nombre  de  diviseurs,  est  alors  plus  petit  que  le  nombre 
considéré 

a^x  i5<  3VX  8        (v  >i). 

Pour  V  =  I,  on  cherche  le  plus  petit  nombre  ayant  huit  divi- 
seurs, et  ce  nombre  est  réellement  a'x  3;  c'est  le  cas  d'excep- 
tion signalé  dans  l'énoncé. 

1934. 

(1901,  p.S««.) 

Etant  donnée  une  parabole  P,  on  considère  les  para- 
boles Q  admettant  pour  tangente  au  sommet  l*axe  de  P, 
et  touchant  la  tangente  et  la  normale  à  ¥  en  un  même 
point.  La  parabole  Q  touchera  constamment  deux  déve- 
loppées de  paraboles,  (E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 

Par  M.  H.  Couvert. 

Soient  M  un  point  quelconque  de  P,  MX  la  tangente,  MN  la 
normale  en  ce  point;  o  étant  le  foyer  de  la  parabole  Qi,  les 
droites  cpT,  ^N  sont  respectivement  perpendiculaires  à  MX, 
MN,  puisque  TN:r  est  la  tangente  au  sommet  de  Q.  La 
figure  MT^N  est  donc  un  rectangle  et  le  point  de  rencontre  F 
des  diagonales  étant. le  milieu  de  TN,  ce  point  est  le  foyer 
de  P.  Enfin  la  directrice  MD  de  Q  passe  en  M.  Ceci  posé, 

31 
soit/-*=  ^px  l'équation  de  P,  et  -^?  p  les  coordonnées  de  M. 
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Le  paramètre  de  Q,  distance  de  <p  à  MD.  est  af;  X  étant  Tab- 
scisse  de  <f,  nous  avons 

IP  ^  p^ 

A  'À 

d'où 

L'équation  de  Q  est  donc 

L'enveloppe  de  Q  s*obtiendra  en  éliminant  p  entre  (i)  et  la 


D 

J/ 

v.-^ 

T^...^--'"'"^ 

^\. 

^\ 

^ 

/F 

-^\ 

\ 

dérivée  par  rapport  à  p  égalée  à  zéro  :  c'est 
\  '^P      I P 


+  2^  =  O. 


On  en  tire 


■    ^/>'-  p 


«—  8«        — 


3fr. 


Portant  cette  valeur  dans  (i),  il  reste,  après  avoir  simplifié. 

Nous  éliminerons  ^  entre  (i)  et  (2).  Pour  cela,  de  (a)  nous 
tirons  ^*=  — çT^*  Cette  valeur  portée  dans  (i)  donne 


{^-p-'^'-^^^y-' 
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OU 

ou  cnfîn 

[2p(a:--/?)— /?^]«~4î/)«j«--^o. 

Cette  équation  se  décompose  en 
(3)    %^{a:-f;)'py^^ipjr         ou         M      ~  ^^"^ 


2(37—/?) 

et 

(4)  îP(^-7>)-/>r=4/>r        ou        ?  =  .^^l^Zp/ 

La  combinaison  de(  2)  avec  (3)  et  (4)  successivement  donne 

(5)  i7Py'^-»(^"-p)\ 

(6)  I2jpy*rr-.   8(J: —/>)». 

L'envelopjie  de  Q  est  donc  formée  par  les  courbes  (5)  et  (6). 
La  première  est  la  développée  de  P,  l'autre  est  la  développée 
d'une  parabole  ayant  même  axe  que  P. 

Un  Anonyme  nous  adresse  la  remarque  suivante,  au  sujet  do 
la  question  1934  : 

«  On  voit  immédiatement  que  la  parabole  Q  est  tangente 
à  la  développée  de  P,  puisqu'elle  touche  la  normale  à  cette 
courbe  au  centre  de  courbure  de  P,  en  vertu  de  ce  théorème, 
donné  autrefois  par  M.  Mannheim  :  La  parabole  tangente 
fuix  axes  d*une  ellipse ,  à  la  tangente  et  à  la  normale  en 
un  point  de  cette  courbe,  touche  cette  normale  au  centre 
de  courbure  correspondant  de  l'ellipse,  » 

1958. 

(1903,  p.  48.) 

D'un  point  A  d'une  hyperbole  donnée  on  mène  des  paral- 
lèles aux  asymptotes  de  cette  courbe;  elles  coupent  en  B,  C 
la  tangente  à  l'hyperbole  au  point  M.  On  projette  ortho- 
gonale ment  A  en  P  sur  la  normale  en  M.  Démontrer  que 
les  cercles  tels  que  PBC  passent  par  un  m,ème  point,  quel 
que  soit  le  point  A  de  l'hyperbole.  (Mannheim.) 
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1959. 

(1903,  p.  4S.) 

Le  triangle  ABC  est  circonscrit  à  une  parabole  donnée: 
sur  la  normale  à  cette  courbe,  menée  du  point  de  contact 
de  BC,  on  projette  orthogonalement  A  en  P.  Démontrer 
que  les  cercles  tels  que  PBG  passent  par  un  même  point, 
quelle  que  soit  la  position  de  A.  (Mannhbim.) 

19G0. 

(190S,  p.  48.) 

Construire  le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une 
conique,  connaissant  la  tangente  en  ce  point  et  trois  autres 
tangentes,  (Mannheim.) 

SOLUTIONS 
Par  M.  A.  Manniikim. 

J'ai  fait  connaître  dans  les  Comptes  rendus  (8  mars  1876) 
deux  relations  :  la  première  donne  le  rayon  de  courbure  en  un 
point  a  d'une  conique  {fig.  1)  connaissant  la  tangente  en  ce 

Fig.  1. 


point  et  les  trois  autres  points  6,  c,  d. 

Appelons  e, /les  points  où  la  tangente  en  a  est  coupée  par 
les  droites  cby  cd^  et  désignons  par  p  le  rayon  de  courbure  de 
la  conique  pour  le  point  a. 

La  relation  (i)  est 


0) 


-  +  -.=  -( 

ae       af      0.0  \ 


tan  g  6a6        lan^daf} 
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J'ai  démontré  cette  relation  dans  le  Bulletin  de  la  Société 
mathématique  de  France  en  1890,  et  j'ai  donné  des  con- 
structions du  rayon  de  courbure  p. 

Voici  comment  on  arrive  facilement  à  une  construction  de  p. 

Du  point  e  menons  eg^  parallèlement  à  ba,  et'  du  point  f 
mtnoxïsfg  parallèlement  à  da^  la  relation  (i)  peuts*écrirc 

g/     ^  J^         sing^/         ^  j_  ef 

ae .  af       ?.  p  si n  aeg  sin g/a        2  p  e^  si n  aeg 

Abaissons  du  point  g  la  perpendiculaire  gl  sur  la  normale 
en  a,  et  par  les  points  e,  /, /faisons  passer  un  cercle.  Il  coupe 
au  point  m  la  normale  en  a,  la  dernière  égalité  peut  s'écrire 

—5 = r>  donc         a/n  =  2p. 

al.am        'Jip  gh  ^ 

D'après  cela,  lorsque  pour  une  conique  on  donne-le  point  a^ 
la  tangente  en  ce  point  et  les  trois  points  6,  c,  <i,  on  construit 
ainsi  le  rayon  de  courbure  pour  le  point  a.  On  prend  les  points 
de  rencontre  c,/  de  la  tangente  en  a  et  des  droites  c6,  cd.  Du 
point  e  on  mène  la  parallèle  eg  à  ha  et  du  point/  la  paral- 
lèle/^ 3  <^^-  On  abaisse  sur  la  normale  en  a  la  perpendicu- 
laire gl  :  le  cercle  elf  coupe  en  m,  la  normale  en  a,  et  le  seg- 
ment am  est  double  du  rayon  de  courbure  demandé. 

On  voit  que  si  l'on  fait  varier  le  point  c  sur  la  conique  : 

Les  cercles  tels  que  elf  passent  par  un  même  point,  extré- 
mité du  segment  am  double  du  rayon  de  courbure. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  conique  est  une  hyperbole,  et 
les  points  b  tl  d  k  l'infini,  ce  dernier  résultat  donne  la  pro- 
priété qui  fait  l'objet  de  la  question  1958. 

La  transformation  par  polaires  réciproques  delà  relation  (1), 
en  prenant  pour  cercle  directeur  le  cercle  osculateur  de  hi 
conique  en  a,  donne  {fig»  s».)  la  relation  suivante  : 

l   \  '  *    —  2  /      i  1      \ 

ab       ad  '"  p  \tangp        tang5/ 

qui  permet  de  déterminer  le  rayon  de  courbure  en  un  point  a 
d'une  conique  lorsque  l'on  connaît  la  tangente  A  en  ce  point 
et  les  trois  autres  tangentes  B,  C,  D. 
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Dans  la  relation  (2)  les  points  6,  d  sont  les  ponts  de  ren- 
contre de  B,  D  avec  A,  et  ^,  y  ^^^^  '^^  angles  sous  lesquels  on 
voit  du  point  a  les  côtés  du  quadrilatère  circonscrit  à  la 
conique,  et  qui  sont  des  segments  de  B  et  de  D. 

Nous  allons  trouver  que  la  construction  de  p,  qui  résulte  de 
la  relation  (2),  est  tout  à  fait  analogue  à  celle  qui  a  été  donnée 
précédemment. 

Par  le  point  b  menons  la  parallèle  bg  à  la  droite  qui  va  de  a 
au  point  de  rencontre  de  B  et  C,  et  du  point  d  menons  la 

Fig.  a. 


parallèle  dg  ù  la  droite  qui  va  de  a  au  point  de  rencontre 
de  D  et  C. 

La  relation  (  x  )  peut  s'écrire 

^\nbf(d         ^  2 


bd 


bd 


ou  2  sino^a  IL  oa 

ab,ad       p  sin  a6^  sin^>^6^a        p  gd%\ngda 

Abaissons  du  point  g  la  perpendiculaire  gl  sur  la  normale 
en  a,  et  par  les  points  b,  l,  d  faisons  passer  un  cercle.  Il  coupe 
en  n  la  normale  en  a. 

La  dernière  égalité  peut  s'écrire 


al. an       p.gh 


donc 


2 


D'après  cela,  lorsque  pour  une  conique  on  donne  le  pointa, 
la  tangente  A  en  ce  point  et  les  trois  tangentes  B,  G,  D,  on 
construit  ainsi  le  rayon  de  courbure  pour  le  point  a  : 

On  prend  les  points  b,  d  oii  k  est  coupé  par  B  et  D.  Du 
point  b  on  mène  la  parallèle  bg  à  la  droite  qui  va  de  a  au 
point  de  rencontre  de  B  et  G,  et  du  point  d  on  mène  la  paral- 
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lèlc  d^  à  la  droite  qui  va  de  a  au  point  de  rencontre  de  D  et 
de  G. 

On  abaisse  du  point  ff  la  perpendiculaire  /^l  sur  la  normale 
en  a  et  par  les  points  b^  l,  don  fait  passer  un  cercle  :  il  coupe 
la  normale  en  a  au  milieu  du  rayon  de  courbure  relatif  à 
ce  point. 

Cette  construction  répond  à  la  question  i960. 

Si  l'on  fait  varier  la  tangente  C,  elle  montre  ;  que  les 
cercles  bld  passent  par  un  même  point. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  conique  est  une  parabole  et  la 
droite  C  à  l'infini,  ce  dernier  résultat  donne  la  propriété  qui 
fait  l'objet  de  la  question  1959. 

Autres  solutions  des  questions  t'J58  et  1959  par  MM.  Lktiercb, 
Barisien  et  Laureaux. 

1961. 

(  1903,  p.  48.) 

Déterminer  une  expression  du  rapport  des  arcs  infi- 
niment petits,  interceptés  sur  deux  courbes  données^  par 
des  cercles  infiniment  voisins  dont  on  connaît  Vaxe  radical. 

(Mannhbim.) 

SOLUTION' 

Par  M.  Canon. 

Appelons  m,  n  les  points  de  rencontre  des  deux  courbes 
données  et  d'un  cercle  C,  et  //ii,  n\  les  points  de  rencontre  de 
ces  mêmes  courbes  et  du  cercle  C,,  infiniment  voisin  de  C.  Par 
les  points  n,  m,  /ni  faisons  passer  un  cercle,  il  coupe  C|  au 
point  /ij;  les  droites  mn^  m^n^  se  coupent  au  point  rsur  l'axe 
radical  R  qui  est  donné. 

Appelons  t  le  point  de  rencontre  de  mm^  et  de  nn^  et  appli- 
quons une  formule  connue,  on  a 

mm\        mr.mt        mr 
nnx    ~~    nr.nt    ~~  nr 

Désignons  par  (Ji,  v  les  angles  que  fait  le  cercle  C  avec  mm\, 
nnx.  Le  triangle  n/ii /i]  donne 

nn\  _  sin  fx 
nn^        sinv 
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Par  suite 

mr 
mm\  _    sînjx 
nrix   ~     nr 
sinv 

ou,  en  appelant  /n/?,  nq  les  perpendiculaires  abaissées  de  /ti,  /» 
sur  R,  il  vient  l'expression  demandée 

mp 
mm\  _    sin|JL 


nni  mq 

sinv 


QUESTIONS. 


1982.  Soient 


a',     b\     c'  '     et        a',     p',     /   / 
f  a',     b',     c'  \  (  a",     p",     Y*  I 

les  cosinus  directeurs,  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires, 
des  arêtes  de  deux  trièdres  trirectangles.  Démontrer  que  le 
cône  ayant  pour  équation 

(ax  -{-  by  -h  cz)  (a.r  -h  Pj^  H-  "^z) 

-+-  {a'x  -h6'7-hc'5)(a'ir  H-  ^'y  -¥■  -{ z) 

-f-  (a'^jT  -h  by  H-  c"z){a.''x  -4-  ^"y  ^-  y' -s)  =  o 

est  de  révolution. 
Définir  géométriquement  l'axe  du  cône. 

(R.  Bricard.) 

1983.  Soient  G  le  cercle  ayant  pour  diamètre  la  distance  des 
deux  sommets  d'un  limaçon  de  Pascal,  et  C  un  cercle  bitangent 
au  limaçon. 

i^'  L'axe  radical  des  cercles  G  et  G'  passe  par  un  point  fixe. 

2**  Le  lieu  des  centres  de  similitude  des  cercles  G  et  G'  est 
une  strophoïde  droite.  (E.-N.  Bârisien.) 
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[01] 


EXPRESSION  DE  LA  VARIATION  DE  LONGUEUR 
rU\E  NORMALE; 

Par  m.    a.  MANMIEIM. 


On  donne  les  courbes  («),  {b).  Du  point  a  on  mène 
la  normale  ao  à  (a)  et  la  tangente  ab  à  {b)\  la  nor- 
male en  b  à  (/?)  coupe  au  point  o  la  normale  ao.  Dé- 


Ah) 


terminer  U expression  de  la  variation  de  longueur 
do  ao  pour  une  variation  angulaire  infiniment  petite 
de  la  tangente  ah. 

Sur  la   droite  oa,  construisons  le  point  c  de  façon 

(luc  ~  ~- »  le  point  a  étant  le  centre  de  coiir- 

^        oc         o%         oa  ^ 

bure  de  («).  Pour  cela,  menons  du  point  o  la  droite  ot 
parallèlement  à  ab.  Cette  droite  est  coupée  au  point  t 
par  la  droite  &a  :  la  perpendiculaire  te  à  ab  donne  le 
point  c, 

La  perpendiculaire  cA  à  ao  coupe  au  point  k  la 
droite  ^k  élevée  à  bo  du  centre  de  courbure  ^  de  (i)  ;  ia 
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droite  ok  est  la  normale  en  o  à  la  courbe  décrite  par  ce 
point  lorsqu'on  fait  varier  la  tangente  ab  (*  ). 

Cette  normale  ok  est  coupée  au  point  e  par  la  perpen- 
diculaire eue  à  ao. 

Une  formule  connue  (*)  donne 

(i)  a(ao)  ==  ea—^ 

Appelons  ^cp  Tangle  de  contingence  de  (b)  en  b;  on  sl 
c?(a)  =  oa.dj. 

Portons  cette  valeur  dans  la  relation  (i),  il  vient 

d{ao)=  e% —  rf©. 
fia     * 

Les  triangles  semblables  oae,  ock  donnent 

kc  ~~  oc  ' 

d'où 

CŒ  =  — oa.A-c. 
oc 

Portant  cette  valeur  dans  Tégalité  précédente,  elle 

devient 

diao)  = kc.ao. 

oc      %a  * 

Tenant  compte  de  la  valeur  de  ~  rappelée  plus  haut 
il  reste 
(2)  d{ao)  =  kcd^. 

Telle  est  l'expression  demandée. 
Comme  Ton  sait,  la  variation  de  longueur  de  ao  est 
positive  ou  négative  selon  que  a,  tournant  autour  de  e, 

(  *  )  Principes  et  développements  de  Géométrie  cinématique,  p.  36. 
(^)  Loc,  cit.,  p.  45. 
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s'éloigne  ou  se  rapproche  de  a.  La  même  règle  s'ap- 
plique pour  l'expression  (2),  le  point  c  tournant  autour 
de*. 

Comme  exemple,  voici  l'énoncé  d'un  problème  que 
l'expression  (2)  permet  tout  de  suite  de  résoudre  : 

Une  corde  se  déplace  de  façon  que  l'arc  quJelle 
sous^tend  sur  une  courbe  donnée  soit  de  longueur 
constante,  construire  le  centre  de  courbure  de  son 
enveloppe. 


[L'17a] 

A  PROPOS  D'UNE  QUESTION  PROPOSEE; 

Par  m.  a.  MANNHEIM. 


Troui^er  le  lieu  des  centres  des  circonférences  qui 
sont  tangentes  à  une  ellipse  donnée  et  qui  sont  telles 
que  les  deux  tangentes  communes  av^ec  l'ellipse  {autres 
que  la  tangente  au  point  de  contact)  soient  parallèles. 

J'ai  posé  cette  question  dans  le  Bulletin  de  Mathé- 
matiques spéciales  eu  mars  1900.  Dès  le  mois  de  juin, 
ce  Recueil  contenait  une  solution  analytique  due  à 
M.  Barisien,  et  le  numéro  de  juillet  renfermait  une 
solution  géomélrique  signée  (C.  M.). 

Mais  quelle  est  l'origine  de  la  question? 

Il  me  parait  intéressant  de  la  faire  connaitrc  aux 
élèves,  c'est  l'objet  de  celte  courte  Note. 

Prenons  le  point  Mi  sur  le  cercle  de  diamètre  AB. 
Construisous  le  triangle  M|  wM  semblable  à  un  triangle 
donné.  Au  point  M^  correspond  ainsi  un  point  M. 
Lorsque  Mj  décrit  le  cercle,  le  point  correspondant  M 
décrit  une  ellipse.  La  tangente  en  M  à  celte  courbe 
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coupe  AB  au  point  où  celle  droite  est  rencontrée  par  la 
tangente  1M|T  au  cercle.  D'après  celtf,  au  point  C,  qui 
correspond  au  point  d  extrémité  du  diamètre  perpen- 
diculaire à  AB,  la  tangente  est  parallèle  à  AB  :  les  seg- 
ments OB,  OC  sont  alors  deux  demi-diamètres  con- 
jugués de  Tellipse.  Menons  au  cercle  une  tangente 
parallèle  a  M,  M.  Au  point  de  contact  de  celte  tangente 
correspond  un  point  de  l'ellipse  pour  lequel  la  tangente 
à  l'ellipse  se  confond  avec  cette  tangente  au  cercle, 
c'est-à-dire  que  c'est  une  tangente  commune  au  cercle 
et  à  l'ellipse.  Remarquons  maintenant  qu*on  peut  trans- 


4:^0^ -.> 


porter  le  cercle  parallèlement  à  celle  tangente  commune 
de  façon  que  Ct  vienne  en  C.  Dans  sa  nouvelle  position 
le  cercle  est  un  de  ceux  qui  figurent  dans  l'énoncé  de 
la  question.  Son  centre  est  à  une  dislance  de  O  égale 
h  d  C  qui  est  égale,  d'après  une  construction  connue,  ;i 
la  demi-différence  des  axes  de  l'ellipse. 

En  faisant  varier  le  diamètre  AB  de  l'ellipse  on  obtient 
de  la  même  manière  une  suite  de  cercles  répondant  à 
l'énoncé  et  dont  les  centres  sont  h  la  même  distance 
de  O,  c'est-à-dire  sont  sur  un  cercle. 

Si   l'on  fait  correspondre   C  à   C,,  diamétralement 
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opposé  à  C,  Ofi  obtient  une  autre  série  de  cercles  dont 
les  centres  sont  à  une  distance  de  O  égale  k  CC, ,  c'est- 
à-dire  à  la  demi-somme  des  axes  de  Tellipsc. 

Le  lieu  demandé  se  compose  donc  de  deux  cercles 
concentriques  à  r ellipse,  et  dont  les  rayons  sont  res- 
pectivement rgaux,  l'un  à  la  demi-somme  des  axes  de 
l'ellipse,  l'autre  à  la  demi- différence  de  ces  axes. 

Tout  ce  qui  vient  d'être  dit,  et  qui  sert  ici  de  démon- 
stration, se  trouve,  ainsi  que  la  figure,  dans  mon  Cours 
de  Géométrie  descriptii^e,  h  propos  de  la  recherche  de 
l'ellipse  perspective  cavalière  d'un  cercle  horizontal. 
Il  a  suffi,  pour  arriver  à  Ténoncé  de  la  question,  de 
remarquer  la  possibilité  de  déplacer  le  cercle  de  dia- 
mètre AB,  en  lui  conservant  ses  tangentes  communes, 
de  manière  à  l'amener  à  être  tangent  à  cette  ellipse,  son 
centre  parcourant  un  segment  égal  à  la  demi-somme  ou 
à  la  demi-différence  des  axes  de  Tellipsc,  et  cela  quel 
que  soit  le  diamètre  AB  de  cette  courbe. 

On  voit  bien  ainsi  que  la  question  qui  vient  d'être 
traitée  résulte  d'une  simple  remarque. 


[08e] 

ESSAI  SLR  LE  DÉPLACEMENT  D'UN  MADRIER 
SUR  DEUX  ROULEAUX  NON  PARALLÈLES; 

Par  m.  le  libutbnant  André  BIENVYMÈ. 


I.  —  Généralités. 

Lorsqu'un  madrier  reposant  sur  deux  rouleaux  cylin- 
driques parallèles  est  sollicité  par  une  force  normale 
aux  rouleaux,  il  peut  se  déplacer  en  les  faisant  rouler 
sous  lui  sans  qu'il  y  ait  glissement  le  long  des  généra- 
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irîces  de  contact,  la  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est 
que  I*effet  de  la  force  ne  désoriente  pas  le  madrier  qui 
soit  transporté  parallèlement  à  lui-même. 

Ceci  est  évident  dans  le  cas  où  la  direction  du  madrier 
est  elle-même  normale  aux  génératrices  de  contact, 
mais  on  peut  le  vérifier  aisément  dans  le  cas  d^une  dis- 
position oblique,  cas  que  Ton  n'envisage  généralement 
pas  dans  la  pratique  parce  que  le  travail  utile  y  est  rela- 
tivement moindre. 

Dans  la  disposition  communément  adoptée  le  madrier 
est  normal  aux  génératrices  de  contact  et  la  force  de 
traction  est  exercée  dans  la  direction  même  du  madrier, 
mais  Ton  conçoit,  et  la  chose  s'observe  dans  la  pratique, 
que  le  déplacement  se  ferait  encore  dans  le  même  sens 
si  la  force  avait  une  direction  légèrement  oblique,  intro- 
duisant ainsi  une  composante  normale  au  déplacement 
et  dont  tout  le  travail  serait  absorbé  par  les  résistances 
qui  s'opposent  au  glissement. 

Par  analogie  avec  ce  cas  simple  nous  pensons  que, 
dans  le  cas  général  oh  les  deux  rouleaux  ne  sont  plus 
parallèles,  il  doit  exister  à  chaque  insfant,  pour  unn 
surface  plane  matérielle  pesante  reposant  sur  eux,  un 
déplacement  infinitésimal  d'élection  que  la  surface 
efieclue  quelle  que  soit  la  force  qui  la  mette  en  mou- 
vement pourvu  que  sa  direction  et  son  intensité  restent 
comprises  dans  certaines  limites. 

Nous  nous  proposons  ici,  comme  contribution  à  ce 
problème  mécanique,  d'en  étudier  le  cas  limite  théo- 
rique qui  se  prête  à  une  discussion  purement  géomé- 
trique, en  envisageant,  non  plus  la  surface  plane  du 
madrier,  mais  simplement  une  droite  matérielle  se 
déplaçant  sans  glissement  sur  deux  rouleaux  cylin^ 
driques  d'égal  diamètre  roulant  sous  elle  sur  un  plan 
fixe. 
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II.   —   Possibilité  de  ce  mouvement 

SANS    GLISSEMENT. 

Considérons  d'abord  un  seul  rouleau  cylindrique  : 
soit  G  la  génératrice  du  cylindre  passant  par  le  point  de 
contact  de  la  droite  D.  On  voit  immédiatement  deux 
mouvements  satisfaisant  à  la  condition  de  s'eSectuer 
sans  glissement,  à  savoir  :  une  rotation  de  la  droite  dans 
le  plan  tangent  autour  de  son  point  de  contact,  rotation 
qui  ne  déplace  le  point  de  contact,  ni  sur  la  droite,  ni 
sur  le  cylindre;  puis  une  translation  perpendiculai- 
rement à  G,  translation  qui  a  pour  effet  de  faire  rouler 
le  cylindre  sur  le  plan  fixe,  son  axe  progressant  deux 
fois  moins  vite  que  D,  comme  on  peut  s'en  rendre 
compte  en  remplaçant  le  cylindre  par  un  prisme  d'un 
nombre  infini  de  faces;  on  vérifie  aisément  que  les  élé- 
ments décrits  sur  la  droite  et  sur  le  cylindre  par  leurs 
points  de  contact  successifs  sont  égaux,  c'est-à-dire  que 
la  translation  considérée  s'est  effectuée  sans  glissement. 

Nous  allons  maintenant  montrer  que  pour  qu'une 
rotation  infiniment  petite  de  D  déplace  cette  droite  et, 
par  suite,  le  cylindre  sans  qu'il  y  ait  glissement,  il  faut 
et  il  suffit  que  le  centre  de  rotation  soit  sur  la  généra- 
trice G  de  contact. 

La  condition  est  suffisante  :  en  effet  (  '  ),  soit  un 
point  O  situé  à  une  distance  infiniment  petite  o  de  la 
génératrice  G;  désignons  par  a  la  dislance  de  O  au 
point  de  contact  A  de  la  droite  mobile  D  et  de  G,  et 

faisons  tourner  D  autour  de  O  d'un  angle  e  égal  à  — ; 

A  vient  en  A'  sur  la  normale  élevée  en  A   à  G,   et 

(^)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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Ton  a 

AA'=-2o; 

élevons  la  perpendiculaire  Oy  sur  le  milieu  de  A  A',  et 
soit  A|  son  intersection  avec  la  nouvelle  position  D, 
de  D,  la  parallèle  Dj  menée  par  A»  à  D  rencontre  A  A' 
en  un  point  A'^;  A'A'^    est  infiniment  petit  du  second 

ordre,  et  Ton  a 

A  A',  =  9.0, 

en  négligeant  les  infiniment  petits  de  cet  ordre:  si  donc 
Ton  fait  cfTectuer  successivement  k  la  droite  D  les  deux 
mouvements  élémentaires  sans  glissement  envisagés  plus 
haut,  à  savoir  ici  une  translation  de  D  en  D'^,  après 
laquelle  la  nouvelle  génératrice  de  contact  G|  est  pré- 
cisément OA,,  puis  une  rotation  s  de  D',  autour  de  A| 
qui  ne  change  pas  la  génératrice  de  contact,  on  amè- 
nera D  sur  D<  et  les  points  de  D  se  trouveront  respec- 
tivement à  une  distance  infiniment  petite  du  second 
ordre  des  points  correspondants  de  D^  ;  la  rotation 
autour  de  O,  point  infiniment  voisin  de  G,  donne  donc 
lieu  à  un  mouvement  sans  glissement. 

La  condition  est  d'ailleurs  nécessaire,  car  la  rotation 
d'une  droite  D  autour  d'un  point  O  extérieur  à  G  peut 
se  décomposer  en  une  rotation  sans  glissement  autour 
du  point  d'intersection  de  G  et  de  la  normale  à  D  pas- 
sant par  O,  suivie  d'une  translation  de  la  droite  obli- 
quement à  G,  celle-ci  accompagnée  de  glissement. 

De  ces  considérations  élémentaires  il  résulte  que  le 
mouvement  sans  glissement  d'une  droite  sur  deux  cy- 
lindres circulaires  égaux  roulant  sur  un  plan  fixe  est 
possible  et  ne  l'est  que  d'une  seule  manière  :  il  faut  et 
il  siiffity  pour  qu'un  pareil  moux^enient  ait  lieu,  que  le 
centre  instantané  de  rotation  pour  la  droite  soit  au 
point  de  concours  fictif  des  génératrices  de  contact. 
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III.    —    Courbes    [A]    kt    [B],    lii:i  x    des   points  de 

CO-NTACT  SUCCESSIFS  AVEC  LES  CYLINDRES.  CoURHE  [O], 
LIEt  DU  POl-NT  d'I-\TERSECTI()>  FICTIF  DES  CÉNÉHA- 
TRICES  DE  CONTVCr.  Ta.NGEATE  ET  RAYO.N  DE  COL  RDI  RE 
EJV    UN    POI.NT. 

Soient   A  et  B  {Jig.  i)  les  points  de  contact  de  la 

Fig.  I. 


*, 


O/ 


droite  mobile  D  et  des  cylindres,  H  et  K  les  génératrices 

de  contact  faisant  entre  elles  l'angle  w,  et  O  le  point  de 

rencontre  de  leurs  prolongements  5  soient  de  plus  a  et  ^3 
les  angles  de  D  avec  les  normales  à  H  et  K,  et  (fH,  ^/K 
les  distances  respectives  infinitésimales  de  H  et  K  aux 
génératrices  voisines  H,  et  Kj  ;  si  l'on  pose  enfin 


0A=  «, 
OB  =  b. 


AA,  =  éfA, 
BB,  =  rfB, 


€t 


00,=  f/0, 
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011  a  les  égalités 

(0 


(^) 


î  dH  =  -az 


,.         I      a 

dk  = e, 

2  cosa 

a  cosp 


dO= ; £  = : ï-  s 


H)  dO=-- £= : Ï-S. 

2  sinti)         u  sinio 

Les  égalités  (i)  et  (2)  sont  évidentes;  l'égalité  (3)  se 
vérifie  aisément  :  soit  I  rinterseclion  de  H^  et  de  K, 
on  a 

o,  =  4ÎL,      0.1  =  4îi, 


ce  qui,  joint  aux  égalités  (i),  montre  que  les  triangles 
00|  I  et  ABO  sont  semblables,  le  rapport  de  similitude 
étant  égal  à 


on  a  donc 


rfO=I^^ 


on  en  conclut  aussi  que  la  tangente  à  la  courbe  [O]  est 
symétrique  de  D  par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle 
des  droites  H  et  K,  bissectrice  dont  la  direction  est 
fixe. 

De  même,  la  tangente  en  A  à  la  courbe  [A]  est  symé- 
trique de  D  par  rapport  à  H,  car  le  triangle  A  A|  A'  doit 
être  considéré  comme  isoscèle. 

Les  formules  (2)  et  (3)  permettent  de  construire  les 
rayons  de  courbure  R^,  Ra,  Roj  aux  différents  points  A, 
BetO. 
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Leur  expression  est 


b 


2  cos  fi 

(4)  < 

j        _^     AB     __  a  sin  a -i- 6  sin  p 

\  2sinot) 


i  sinco 


Au  moyen  de  ces  formules  et  de  la  direction  précé- 
demment indiquée  des  tangentes  on  peut  déterminer  les 
centres  de  courbure  correspondants. 

Rayons  de  courbure  de  l'enveloppe  [T]  de  D.  — 
Le  centre  de  courbure  ^t  de  la  courbe  [T]  enveloppe 
de  la  droite  D  est  lié  d'une  façon  très  simple  aux  points  O 
et  ^oî  centre  de  courbure  de  [O]  ;  il  est  situé  sur  la 
normale  OT  à  D,  au  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  ^^,  symétrique  de  <i>o  par  rapport  à  O. 

En  eil'et,  T  est  le  point  de  contact  de  D  avec  son  en- 
veloppe, d'autre  part  ^t  et  4>o  doivent  voir  OOi  sous  le 

même  angle  e,  ils  sont  d'ailleurs  de  part  et  d'autre 
de  OOj,  d'où  la  construction  indiquée.  On  a  donc  l'ex- 
pression 

(4^'^)  R/  =  OT  -h  Ro  cos(a)  —  aa), 

en  particulier  pour  w  =  - , 

Rf=20T. 

IV.  —  L'aire  du  triajvgle  formé  par  la  droite  mobile 

ET  LES  DEUX  GÉNÉRATRICES  DE  CONTACT  EST  CONSTANTE. 

Enveloppe  [T]  de  D. 

L'enveloppe  [T]  de  D  par  rapport  au  plan  fixe  n'est 
autre  que  le  lieu  des  pieds  T  des  perpendiculaires  abais- 
sées des  points  successifs  O,  0|,  ...  sur  les  positions 
successives  de  D.  Considérons  un  plan  mobile  appliqué 
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sur  le  plan  de  la  figure  et  entraîné  d'un  mouvement  de 
translation  par  le  point  O  variable  sur  le  plan  fixe. 
Par  rapport  à  ce  plan  mobile  la  droite  variable  D  dans 
sas  positions  successives  enveloppe  une  courbe  C  dont 
la  podairc  prise  par  rapport  au  point  fixe  O  est  le  lieu 
sur  ce  plan  des  points  successifs  T,  T|,  .  ..;  c<îtte  po- 
dairc et  la  courbe  [T]  sont  donc  intimement  liées  Tune 
à  l'autre;  aussi  allons-nous  étudier  d'abord  la  courbe  C 
enveloppe  relative  de  D  dans  le  plan  mobile. 

Prenons  comme  sens  positif  sur  la  génératrice  H  le 
sens  de  O  vers  A,  et  soit  G  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  O  et  L  celui  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  A  siu'  IIi  ;  on  a 

da  ---  ÔTG  +  jTÂ7,  CVG  =  Ô7Ï  -^  ÎG, 

et,  en  supposant  w  <  f^,  comme  O^l  sera  toujours  po- 
sitif et  IG  négatif 

d'ailleurs 

LAj  =  dli  tanga, 

/\ 
eu  grandeur  et  en  signe  si  Ton  convient  de  regarder  a 

comme  Tangle   ayant   pour  origine  OA,   pour    extré- 
mité OT,  le  sens  positif  étant  celui  de  la  rotation  qui 

amène  OA  sur   OB   par  un   angle  égal    à   w;   posant 
enfin  (i)  =  a  +  p,  on  obtient 


(5) 


,  s     /  cosa  \ 

da—       -a(  tanga  H jr—. hcotco), 

2     \       °  cospsinco  / 


i       w  E    ,   /  n  COSS  \ 

f  db  = b{  tang  fi  -i ^ h  col  to    . 

1^  2     \       '^  "^        cosa  s:nfî>  y 

Formant  la  quantité  ada-r-b  db^  double  de  la  dîffé- 
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rentielle  de  Taire  AOB,  on  trouve 

a  db  -\-  b  da 

£     ab    \,                          f..    .             cosa        cosSl 
= : (langa  — tangP)sinajH ^ s-  h 

la  quantité  entre  crochets  peut  s'écrire 

sinl'a  —  ^)  sin(a  -h  p)  -h  cos*a  —  cns*  ^ 
cosa  —  cosfi 

ou 

sin*«  cos^p  —  sin^^  co5*a  ■+-  cos'a  —  cos*  ^ 
cosa  —  cos^  ' 

sous  cette  forme  il  est  visible  qu'elle  est  nulle  :  l'aire  AOB 
est  donc  constante  et  la  courbe  C  est  une  hyperbole 
ayant  pour  asymptotes  les  droites  du  plan  entraîné  qui 
coïncident  à  chaque  instant  avec  les  génératrices  de 
contact. 

Autre  démonstration,  —  Intégrons  la  formule  (5), 
Ton  a 

loff  a  =  -  (  —  loff  cos  OL-i-    I  j:^. doL  -\-  a  cot  to  )  •+-  G, 

^  2  \         °  J    cosfisiiia)  / 

puis  remplaçant  sous  le  signe  d'intégration  cosa  par 
cos((i)  —  [j),  et  comme  dciLr=  —  rfjî, 

log  a  =  7  ( —  log  cos  a  -+■  log  cos  p  )  -f-  G 

ou 

Ioga  =  log j-i-  -r-G, 

cos*  a 

donc 

a' cosa       ,,  ,        ,, 

-—  =  A-î  ou  ab  =  A*. 

cosp 

c.   Q.    F.    D. 
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V.    —    Rkctifications    de   la   courbe    [Ï]   kt   de  la 
coLiiBE   [O].  Analogie  avec  des  podaires  d'hyper- 


bole DA«S  le  cas  (!)=-• 
2 


Lemmë.  —  Soient  une  courbe  [S]  {Jig>  2)  eff  un 
Fig.  2. 


point  O  par  rapport  auquel  on  prend  la  podaire  [P] 
de  [S].  Soit  P  le  point  rfe  [P]  correspondant  à  la  tan- 
gente MP  de  [S],  si  Von  appelle  e  V angle  de  contin- 
gence des  deux  tangentes  infiniment  voisines  MP, 
M'P',  l^arc  infinitésimal  dP  de  la  podaire  est  donné 

par 

dP  =  OM  e. 

En  cflel,  appelons  p  et  m  les  vecteurs  OP  et  OM, 
Tangle  cp  de  PM  et  MO  se  retrouve  en  PP'O,  donc 


rfP: 


sino 
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OU 

p  =  m  sino, 

donc 

rfP=  me.  c.  Q.  F.  D. 


Revenons  au  problème  principal.  Dans  le  cas  ù>  =  — 

les  formule»  (4)  et  (4*")  donnent  pour  Ro  et  R^  les 
expressions  simples 


R^=::^,         R,=  20T; 


soit  M  le  milieu  de  AB,  c'est  aussi  le  point  de  contact 
sur  l'hyperbole,  et,  dans  ce  cas  particulier  où  Thyper- 
bole  est  équilatère, 

A5  =  OM. 

•2 

Appliquons  le   lemme  à  la  podaire   de   Thyperbole 
équilatère  prise  par  rapport  à  O,  on  a 

rfP  =  OME 

et  comme  OM  =  Ro, 

(6)  û?P  =  RoS  =  e/0, 

ce  qui  montre  Tégalité  qui  existe  entre  les  arcs  corres- 
pondants de  [O]  et  de  la  podaire  [P]. 

Remarquons  que  la  tangente  en  P  à  la  podaire  d'hy- 
perbole équilatère  fait  avec  Tasymptote  OA  un  angle  3  a, 

car  «p  =  2a-,  appliquant  alors  une  nouvelle  fois  le  lemme, 
et  désignant  par  c?Q  Parc  correspondant  de  la  deuxième 
podaire   [Q],    podaire   de  [P]   par   rapport  à  O,  on 

a  {fis-  2) 


mais 


(fQ  =  0Pc?(3a); 
OP  =  OT 
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(yîg-.  1  ot/^.  2),  donc 

On  peut  remarquer  que  la  tangente  en  Q  à  la  podaîrc 
de  l'hyperbole  équilatèrefaitun  angle  5a  —  —  avecOA, 
On  conclura  donc,  dans  le  cas  o)  =  —  : 

1°  L'enveloppe  [T]  de  la  droite  D  est  une  courbe 
dont  V arc  infinitésimal  est  égal  en  longueur  aux  deux 
tiers  de  Varc  correspondant  de  la  deuxième  podaire 
centrale  de  l'hyperbole  équilatère  associée;  son  rayon 
de  courbure,  égal  au  double  de  la  distance  de  la  droite 
au  point  O,  est  aussi  égal  aux  dix  tiers  du  rayon  cor- 
respondant de  cette  deuxième  podaire, 

2"  Le  lieu  [O]  du  point  fixatif  d' intersection  des  gé- 
nératrices, O,  est  une  courbe  dont  Varc  infinitésimal 
est  égal  en  longueur  à  Varc  contes  pondant  de  la  pre- 
mière  podaire  centrale  de  l'hyperbole;  son  rayon  de 
courbure  égal  à  la  moitié  du  segment  de  la  droite 
compris  entre  les  génératrices  est  triple  du  rayon  cor- 
respondant de  cette  première  podaire, 

[06k] 
SUR  GERTAINBS  QUESTIONS  RELATIVES  AUX  SURFACES; 

Par  m.  J.  RICHARD. 


On  sait  Timportance  que  présentent,  pour  l'étude  des 
surfaces,  les  formules  concernant  le  mouvement  à  deux 
ou  trois  paramètres,  d'un  trièdre  mobile.  Je  rappelle 
d'abord  ces  formules  de  la  façon  la  plus  brève  possible. 
Le  mouvement  est  supposé  à  trois  paramètres  u,  1^,  iv. 
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Les  composantes  parallèles  aux  arêtes  du  trièdre  mo- 
bile de  la  rotation  élémentaire  sont  désignées  par 

p  du  -k-  px  dv  -\-  Pi  dw, 
q  du-h  Çidv  -^  Çf  dw^ 
r  du-\-  r^dç  -r-  /-j  dw^ 

et  les  composantes  de  la  translation  de  l'origine  mobile 
sont 

\  du-h^i  dv  -^  \t  dw, 

r^  du -h -rii  dtf -h  ijj  dWj 
Ç  rftt  -+■  Çi  û?p  -T-  Çi  dw. 

a,  b^  c;  a',  i',  c';  a",  J",  c''  étant  les  neuf  cosinus  des 
angles  que  font  les  axes  mobiles  avec  les  axes  fixes,  on  a 
neuf  équations  analogues  à  celle-ci 

da       , 

on  a  aussi  neuf  équations  analogues  à  la  suivante,  où  X, 
Y,  Z  sont  les  coordonnées  de  Torigine  mobile, 

En  écrivant  les  conditions  d'intégrabililé  des  équa- 
tions (i)  et  (2),  on  obtient  neuf  équations  analogues  à 
celle-ci 

0\>         Ou        ^  ^ 

et  neuf  autres  analogues  à  celle-ci 

On  trouvera  dans  le  I*''  Volume  de  la  Théorie  des 
surfaces,  de  M.  Darbonx,  et  dans  la  Cinématique  de 
M.  Konigs  la  manière  d'établir  ces  équations. 

Ann.  de  Afalhémat.,  4'  série,  t.  III.  (Novembre  1908.)        32 
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Je  vais  considérer  le  cas  particulier  où  Taxe  des  :rdu 
trièdre  mobile  est  tangent  à  la  ligne  décrite  par  l'origine 
mobile  quand  a  seul  varie,  où  l'axe  des  y  est  tangent  à 
la  ligne  décrite  par  l'origine  mobile  quand  u  varie  seul, 
et  Taxe  des  z  tangent  à  la  ligne  décrite  par  l'origine 
mobile  quand  w  varie  seul.  On  a  alors  : 

Si  =  {2  =  TQj  =  ^  ==  î  =  îi  =  o- 

Les  équations  analogues  à  (4)  se  simplifient  alors, 
mais  perdent,  en  partie,  leur  symétrie,  de  sorte  qu'il  ne 
suffira  plus  d'en  écrire  une  pour  avoir  les  autres  par 
permutation. 

Je  vais  donc  écrire  ici  ces  neuf  équations  séparément  : 


(5) 


q\\-^prix^O 


Pt-^iS 


M.  Darboux  se  sert  de  ces  formules  dans  sa  Tfiéorîe 
des  surfaces,  nous  allons  nous  en  servir  ici  pour  établir 
quelques  propositions  démontrées  autrement  dans  cet 
Ouvrage. 

I.  Le  théorème  de  Dupin.  —  Prenons  un  point  sur 
Taxe  des  z  du  trièdre  mobile,  axe  qui  est  normal  à  la 
surface  \v  =^  const.  Soient  o,  o  et  X  les  coordonnées  de- 
ce  point.  Le  déplacement  de  ce  point  a  pour  projections 
sur  les  axes  mobiles  (quand  {V  reste  constant)  : 

Sur  Qx ^  du  -^  (q  du-h  qt  dv)  X 

»    Oy 'Tixdç  —  {p  du  -^-  px  dv  )\ 

y>    Qz d\ 

Si  le  point  O  (l'origine  mobile)  décrit  une  ligne  de 
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courbure^  et  si  a  est  le  rayou  de  courbure  principal  cor- 
respondant, le  déplacement  considéré  doit  être  tangent 
à  Ozj  et  Ton  doit  avoir 

f  r^,  dç  —  (p  du  -^ Pi  dv)  X  =  o  : 

en  éliminant  X,  on  a 

;  du{ pdu-hpi  dv  )  -+-  r^i  dv{q  du  -t-  ^i  rfp  )  =  o. 

C'est  Téquation   des   lignes   de   courbure   de   la    sur- 
face iv  =  const. 

Or,  celle  équation  se  réduit  à 

du  dv  =  o. 

En  effet,  des  trois  équaiions  (5)  qui  ne  contiennent 
pas  de  dérivées  on  déduit  facilement  que  p^  ^i,  r2  sont 
nuls. 

Les  lignes  de  courbure  sont  donc 

u  =  const.,         V  =  const., 
ce  qui  démontre  le  théorème  de  Dupiu. 

II.  On  sait  {voir  TOuvrage  de  M.  Darboux)  que,  si 
l'on  prend  pour  variables  les  paramètres  des  lignes  de 
courbure,  X,  Y,  Z  et  X^  -h  ¥^4-  Z^  vérifient  une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

■  m ^  n  — —  =  o. 


du  Ov  Ou  dv 

Je  vais  démontrer  le  résultai  suivant,  qui  se  trouve 
démontré,  dans  l'Ouvrage  de  M.  Darboux  sur  les  sys- 
tèmes orthogonaux,  par  une  méthode  bien  différente. 

La  distance  de  deux  surfaces  injinintent  voisines 
w=  const.  satisfait  à  Inéquation  aux  déris^ées partielles 
précédente. 
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Celte  disunce  n'est  autre  que  Ça  dw.  Je  vais  démon- 
trer que  ^3  satisfait  a  cette  équation. 

On  forme  facilement  cette  équation   (Tliéorie  des 

surfaces,  t.  I,  p.  211).  On  a  ici  l'élément  linéaire  de 

l'espace 

ds^  =  {»  du^  -+-  r^î  dv^  +  !;î  dw^  ; 

on  a  en  particulier 

t.     f^^Y     /<^Y\2     /dzy 
d'où 

d'où 


de  même 


'^  = 3— > 

YJi     OU 


donc  l'équation  est 

d»x  _i  d^âx  ,  JL  ^  ^. 

Il  s'agit  de  montrer  que  Ç3  satisfait  à  cette  équation. 
Or,  puisque^,  Çt  et  ;'2  sont  nuls,  Tune  des  équations 
analogues  à  (3)  se  réduit  à 

On  peut  tirer  des  équations  (5)  les  valeurs  de  p^^  r 
et  ^21  e^»  en  les  portant  dans  la  relation  précédente,  on 
a  précisément  Téquation  qu'il  s^agit  d'établir. 

De  la  proposition  qui  vient  d'être  démontrée  on  pour- 
rait déduire  sans  trop  de  diflGcultés  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  d'où  dépend  la  recherche  de  tous  l(*s 
systèmes  triples  orthogonaux. 
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III.   Dcmonstration  (fan  théorème  dd  à  Lioui^ille. 
—  La  belle  proposition  que  nous  allons  maintenant 
démontrer  est  la  suivante  : 

Dans  l'espace  à  trois  dimensions  les  seules  trans/or- 
mations  qui  consentent  les  angles  sont  des  combinai- 
sons d'immersions  y  d'/iomothéties,  de  déplacements  et 
de  symétries. 

Considérons  une  transformation  conservant  les  angles. 
Elle  transformera  le  système  des  plans  parallèles  aux 
plans  de  coordonnées  en  un  système  triple  orthogonal. 
Je  suppose  ce  système  formé  des  surfaces 

M  =  const  ,         i'  =  const.»         «^=00081., 

dont  il  est  question  ci-dessus.  Comme  la  transformation 
change  un  triangle  infiniment  petit  dans  un  autre  sem- 
blable, le  rapport  des  deux  éléments  d'arcs  correspon- 
dants doit  être  indépendant  de  leur  direction  et  dépendre 
seidement  de  leur  position.  Or 

ds^  =  du^  -h  di^^  -+-  dw^ 

est  la  formule  donnant  le  carré  du  premier  élément 
d'arc,  et  le  second  est  donné  par  la  formule 

ds\  =  J2  du^-^-fi]  dv^-r-  ;|  dw^. 

Pour  que  leur  rapport  ne  dépende  que  de  la  position  du 
point,  il  faut  évidemment  que 

Appelons  k  la  valeur  commune  de  ces  trois  quantités  ; 
d'après  ce  qui  précède  k  satisfait  à  l'équation 

d^k        9.  dk  dk 


àudv       k  au  dv 
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et  à  deux  autres  analogues  en  permutant  u,  ç»,  (v,  qui 
s'intègrent  facilement  et  donnent 

i.  =/(a)4-9(t>)-+-4/(«'), 

fjOelif  étant  trois  fonctions  arbitraires  :  nous  n'aurons 
pas  besoin  de  cette  formule . 

Calculons  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la 
surface  w  =  const.  Ils  sont  donnés  par  Tune  ou  Taulre 
des  formules  (6),  où  Ton  fait  d'abord  du=o^  puis 
dv  =  o.  Ce  sont 

:=i    et  ^; 

q  P\ 
or,  ici, 

I  dk  I    dk 

comme  le  montrent  les  formules  (5). 

Les  rayons  de  courbure  sont  égaux,  tous  les  points 
sont  des  ombilics,  la  surface  w  =  const.  est  une  sphère  ; 
il  en  est  de  même  des  surfaces  u  =:  const.,  v  •=•  const. 

Considérons  les  sphères  w.  Puisqu'elles  coupent  à 
angle  droit  deux  sphères  quelconques  u  =  const.,  elles 
ont  leur  centre  dans  le  plan  radical  de  ces  sphères.  On 
conclut  de  là  que  toutes  les  sphères  u  =  const.  ont 
même  plan  radical  et  forment  un  faisceau.  De  même, 
pour  les  deux  autres  séries  de  sphères. 

Maintenant  toutes  les  sphères  u  et  v  étant  coupées  à 
angle  droit  par  les  sphères  iv  doivent  avoir  même  axe 
radical,  intersection  du  plan  radical  de  toutes  les 
sphères  u  avec  celui  de  toutes  les  sphères  v.  Mais  les 
sphères  u  et  v  se  coupant  à  angle  droit,  les  unes  coupe- 
ront leur  plan  radical  suivant  un  cercle  réel,  les  autres, 
non.  Elles  ne  peuvent  donc  avoir  un  même  axe  radical 
que  dans  le  cas  limite  où  toutes  les  sphères  d'une  même 
série  sont   tangentes   entre  elles.  Nos   trois   séries  de 


Digitized  by 


Google 


(  5o3  ) 
sphères  passent  donc  par  un  même  point  et  y  touchent 
trois  plans  rectangulaires  fixes.  Dès  lors,  une  inversion 
ayant  pour  pôle  ce  point  les  change  en  des  plans  rectan- 
gulaires. De  là  résulte  sans  peine  le  théorème  énoncé. 

[P4b] 
SUR  LES  TRANSFORMATIONS  QUADRATIQUES  BIRATIONNELLES; 

Par  m.  Maurice  FRÉCHET. 


Étant  donnés  deux  points  m,  m'  situés  dans  deux 
plans  P,  P'  distincts  ou  non,  soient  x,  y^  z  les  coordon- 
nées trilinéaires  de  m  par  rapport  à  un  certain  triangle 
de  référence  T  dans  le  plan  P  ;  de  même  x',  y\  z'  pour  m' 
par  rapport  à  un  triangle  T'  de  P'. 

On  dira  que  m'  dérive  de  m  par  une  transformation 
quadratique  birationnelle  si  l'on  a 

(I)  ""'        -        ^'         =         ^'        / 

y,  g^  h  étant  trois  polynômes  homogènes  du  second 
degré  tels  que  les  équations  /=  o,  §•=  o,  h  =  o  repré- 
sentent irois  coniques  ayant  exactement  trois  points 
communs  d'ailleurs  distincts  ou  confondus  :  A,  B,  G. 

On  donne  généralement  une  forme  canonique  dis- 
tincte aux  trois  cas  îjui  peuvent  se  présenter  :  A,  B,  G  dis- 
tincts^ A,  B  confondus^  A,  B,  G  confondus. 

Je  me  propose  de  montrer  qu'on  peut  présenter  ces 
trois  cas  sous  la  même  forme  géométrique, 

1.  Supposons  d'abord  A,  B,  G  distincts  et  prenons 
pour  triangle  de  référence  T  le  triangle  ABC;  A,  B,  G 
ne  sont  pas  en  ligne  droite,  sans  quoi  y  =0,^  =  0 
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et  A  =  o  auraient  plus  de  trois  points  communs,  car 
elles  comprendraient  toute  la  droite  ABC.  On  aura 
alors 

g  ^  a! yz  -\-h>  zx  -\-  c'ory\ 
h  s  a'yz  -\-  b"  zx  -\-  c"  xy. 


Soient 


abc 
a!  b'  c' 
a"     b'    c" 


et 


A,     B,     C,     A',     ... 


les  mineurs  de  A. 

2  n'est  pas  nul,  sans  quoiy=  o,  g  =  o,  A=  o  auraient 
plus  de  trois  points  communs.  Donc  le  déterminant 
adjoint 


ABC 

A'     B'     G' 
A'    B'    C 


n'est  pas  nul. 

De  (i)  et  (2),  on  lire 

^ y 


ayz  -hbzx-hc  xy       a'yz  -^  b'zx  -h  c'  xy 

_  z'  __  Ay^-+-A'y-4-AV 

^yz 


ii'yz  -T-b'zx-^  c"  xy 
Bj--f-By-hB*j^    _  Ca:^-+-CV-4-CV 


Puisque  A  ^  o  on  pourra  prendre  comme  triangle  de 
référence  dans  le  plan  P,   le  triangle  formé  par  les 

droites 

Aar'-hA'y^- AV=o, 

Ba7'-4-B'y-f-B'y  =  o, 

Car'-hCy -f- €';;'  =  o. 

Ainsi,  par  un  choix  convenable  des  coordonnées,  les 
relations  (1)  prendront  la  forme 


(3) 


yz       zx 


z- 
xy 


Digitized  by 


Google 


(  5o5  ) 

2.  Si  ÂB  sont  confondus  et  distincts  de  C,  on  peut 
choisir  le  triangle  T  de  façon  que 

f^^axz-^b  yz  -\-  ct^j 
y  ^  a'xz-^-  h* yz  -i-  c'j^ï, 
h  ^  a'xz-^  h' yz  -H  c'a:*, 

et  l'on  voit  de  même  qu'on  peut  choisir  le  triangle  T' de 
façon  que  les  relations  (i)  prennent  la  forme 

x'  _  y  _  z' 

^^^  jz  ~  yz  '"  x'^' 

3.  Enfin,  si  ABC  sont  confondus,  on  voit  par  un  rai- 
sonnement analogue  qu'on  peut  mettre  la  relation  (i) 
sous  la  forme 

x'         y'  z' 

(5)  —^2L- 


xy       y^       x^  —  zy 

Ayant  ramené  selon  les  cas  la  relation  (i)  à  Tune  des 
formes  (3),  (4))  (S)  par  un  simple  changement  de 
coordonnées,  faisons  sur  m'  une  transformation  homo- 
graphique  H'  qui  le  transforme  en  un  point  M  du  plan  P 
de  coordonnées  X,  Y,  Z  par  rapport  au  même  triangle  T 
que  m,  El  nous  définirons  cette  transformation  particu- 
lière par  les  formules 

•^  =  ^  =  ■^-         (dans  le  premier  cas), 

x'        y'       z' 

~  =  ^  =  ^         (dans  les  deux  autres  cas;. 

On  voit  alors  que  les  relations  (3),  (4)?  (5)  de- 
viennent 

(6)  ^  =  ^, 

(7)  XFi,+  YF;.-HZF'.  =  o, 
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en  posant 

F  ^  xy  —  -3*  (  dans  le  premier  cas  ), 

F  E=  or*  —  ^*  (dans  le  deuxième  cas), 

F  r:^  0?»  —  'xyi        (  dans  le  troisième  cas  ). 

Ainsi  soit  H|  la  transformation  définie  par  les  for- 
mules (6),  (^)  où  F  est  un  certain  polynôme  homogène 
du  second  degré  et  soit  II2  la  transformation  inverse 
de  H'  : 

Toute  transformation  birationnelle  ffuadratiqiie 
peut  se  décomposer  en  une  transformation  biration^ 
nelle  quadratique  réciproque  Ht  du  plan  P  sur  lui- 
même,  suivie  d'une  transformation  homographique  Ha 
du  plan  P  sur  le  plan  P\ 

De  plus,  la  transformation  H|  s'obtient  ainsi  :  on 
fait  correspondre  au  point  m  un  point  M  tel  que  : 

i^  mM  passe  par  un  point  Jixe  0(j:  =  o,^  =  o)  ; 
2**  M  et  m  sont  conjugués  par  rapport  à  la  conique 
(décomposable  ou  non)  F=  o. 

Réciproquement  une  telle  transformation  est  bien 
birationnelle  quadratique  réciproque,  sauf  le  cas  ou  F 
serait  décomposée  en  deux  droites  et  passerait  par  O 
(cas  oii  Von  aurait  une  homologie).  Car  les  i-eJa- 
tions(6)  peuvent  s*écrire 

X    _  _Y^  _  Z 

^K  "  y^'z  "  -{:rFi-h^F;.)* 

Les  dénominateurs  égalés  à  zéro  représentent  trois 
coniques  se  coupant  aux  trois  points 

{x—y  —  çi)        et        (Fi  =  o,  a7Fi-+-^F^=  o). 

Elles  ne  se  coupent  en  quatre  points  que  dans  le  cas 
indiqué. 
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Enfiiiy  remarquons  que  :  si  F  est  décomposable,  deux 
des  points  A,  B,  Csont  confondus;  si  F  n'est  pas  décom- 
posable mais  passe  par  O,  les  trois  points  Â,  B,  C  sont 
confondus;  dans  le  cas  général  A,  B,  G  sont  distincts. 

Observons  en  passant  que  si  F  =  o  est  un  cercle  de 
centre  O,  la  transformation  est  une  simple  inversion. 
D'ailleurs,  dans  le  cas  général,  on  peut  supposer  qu'il 
en  soit  ainsi  en  faisant  d'abord  une  transformation  ho- 
mographique  convenable.  Donc,  le  cas  général  se 
ramène  à  celui  de  l'inversion  au  moyen  de  deux  trans- 
formations homographiques. 

Remarque,  —  Mentionnons,  pour  terminer,  une  pro- 
priété de  l'hjpocycloïde  à  trois  rebroussements  que  je 
crois  nouvelle  et  qui  se  démontre  facilement  au  moyen 
de  la  transformation  quadratique  birationnelle  : 

Toute  hjpocycloïde  à  trois  rebroussements  peut  être 
considérée  comme  enveloppe  de  celles  des  hyperboles 
passant  par  ses  trois  rebroussements  dont  V angle  des 
asymptotes  est  de  60°. 


[D2ap] 
SUR  LS  RÉSULTAT  DU  GHANfiBMBNT  DE  L'ORRRS  DES  TERNES 
DANS  UNE  SÉRIE; 

Par  m.  Maurice  FRÉGHET. 


On  sait  que  si  Ton  modifie  de  façon  quelconque  l'ordre 
des  termes  d'une  série  absolument  convergente,  la  nou- 
velle série  est  encore  absolument  convergente  et  a  même 
somme. 

On  sait  aussi  que  Ton  peut  toujours  modifier  Tordre 
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des  termes  supposés  réels  d'une  série  semi-convergente 
de  façon  à  lui  donner  telle  somme  que  Ton  voudra  (Qnie 
ou  même  infinie). 

Il  est  intéressant  de  compléter  ces  résultats  en  cher- 
chant reflet  produit  par  une  modification  quelconque 
de  l'ordre  des  termes  d'une  série  quelconque. 

Établissons  d'abord  quelques  théorèmes  presque  évi- 
dents. 

1**  Si  y  dans  une  série  S  convergente  à  termes  tous 
positifs  ou  nuls,  on  modifie  l'ordre  de  ces  termes  de 
façon  quelconque,  la  série  transformée  S'  est  aussi 
convergente  et  a  même  somme  que  S. 

En  eÛet,  aussi  grand  que  soit  n  on  peut  trouver  p  tel 
que  S^  contienne  au  moins  tous  les  termes  de  S),,  donc 

Quand  n  croit  indéfiniment  S^  a  donc  une  limite  s'^s. 

On  a  de  même 

s  2  5'. 

Donc  S'  converge  et  a  pour  somme  5'=  5. 

2®  Si  l'on  modifie  l'ordre  des  termes  d'une  série 
dis^ergente  S  à  termes  positifs  ou  nuls,  la  série  trans- 
formée S'  est  aussi  divergente. 

En  eilet,  si  grand  que  soit  le  nombre  A,  on  peut 
trouver  un  nombre  q  tel  que  pour  n  ^  ^  on  ait 

S,i>A. 

Or,  on  peut  trouver  p  tel  que  S^  contienne  au  moins 
tous  les  termes  de  Sç  ^  donc 

et  alors  pour  n  >  p^ 

s;,>A. 
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3**  Si,  dans  une  série  S  à  termes  réels  ou  imaginaires 
quelconques  dont  le  terme  général  Un  tend  vers  zéro, 
on  modifie  l'ordre  des  termes  de  façon  quelconque,  le 
terme  général  u\^  de  la  série  transformée  S' tend  aussi 
'Vers  zéro. 

En  eflet,  aussi  petit  que  soit  e]>  o,  on  peut  trouver  p 
tel  que  pour  n> p 

\un\<  e. 

Or  les  termes  m«,  . . . ,  m^  sont  devenus  u,„^,  ...,  w^  . 
Soit  q,  un  nombre  entier  supérieur  à  i/if,  ...,  mp. 
Pour  m>  qy  le  terme  u,,^  ne  peut  provenir  que  d'un 
terme  m,,  tel  que  n  soit  supérieur  à  p.  Donc,  pour  m  >^, 
on  a 

I  «m  I  =  I  "«  l<  e- 

4®  11  en  résulte  que  si,  au  contraire,  le  terme  général 
de  S  ne  tend  pas  vers  zéro,  il  en  sera  de  même  de  celui 
de  S'. 

SÉKIES    A    TERMES    RÉELS. 

Appelons  P  et  Q  les  séries  formées  par  les  ternies 
positifs  d*unc  part  et  les  termes  négatifs  d'autre  part, 
de  la  série  à  termes  réels  S  dont  le  terme  général 
<*st  Un- 

Nous  dirons  que  la  série  S  est  absolument  conver- 
gente si  les  séries  P  et  Q  sont  convergentes.  Nous 
dirons  qu'elle  est  absolument  divergentes  si  Tune  des 
séries  P  et  Q  converge  et  que  l'autre  diverge  ^  ou  bien 
si  le  terme  général  (/„  ne  tend  pas  vers  zéro. 

Enfin  nous  dirons  que  la  série  S  est  semi-convergente 
ou  semi-divergente  si  les  séries  P  et  Q  divergent  toutes 
deux  et  si  de  plus  le  terme  général  de  chacune  d'elles 
iend  vers  zéro. 

Ces  définitions  n'impliquent  pas  de  contradiction,  car 
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si  P  et  Q  convergent  toutes  deux,  S  converge  aussi  ;  de 
même  dans  le  second  cas,  S  diverge. 

On  voit  maintenant  qn  une  série  quelconque  S  à 
termes  réels  peut  toujours  être  rangée  dans  l'une  des 
trois  classes  précédentes,  en  convenant  que,  si -l'une  des 
séries  P  ou  Q  est  limitée,  on  lui  ajoute  une  infinité  de 
termes  nuls. 

Et  alors,  ce  qu'il  y  a  lieu  d'observer,  c'est  que  si  l'on 
modifie  V ordre  des  termes  de  la  série  S  de  fa^on 
quelconque,  elle  reste  toujours  dans  la  même  classe. 

Ceci  résulte  immédiatement  des  théorèmes  énoncés 
plus  haut.  En  outre,  la  démonstration  classique  du 
théorème  cité  au  début,  concernant  les  séries  semi- 
convergentes,  suppose  seulement  sur  ces  séries  que  les 
séries  P  et  Q  divergent  et  que  leur  ternie  général  tend 
vers  zéro.  Elle  s'applique  donc  aussi  aux  séries  semi^ 
dii^ergentes. 

On  pourrait  encore  les  ranger  d'une  autre  manière  en 
deux  classes. 

Convenons  de  dire  qu'une  série  S  telle  que  S„  tend 
vers  +  oo  ou  vers  —  oo  a  pour  somme  -+-  oo  ou  —  oo. 

Alors,  la  première  classe  sera  formée  des  séries  S 
pour  lesquelles  l'une  au  moins  des  séries  P  ou  Q  con- 
verge. La  seconde  classe  sera  formée  des  autres  séries. 

On  voit  que  si  l'on  intervertit  Tordre  des  termes,  une 
série  reste  dans  sa  classe;  mais  une  série  de  la  première 
classe  garde  toujours  la  même  somme.  Au  contraire, 
on  peut  toujours  modifier  l'ordre  des  tennes  d'une 
série  de  la  seconde  classe  de  façon  que  S«  ne  tende 
vers  aucune  limite  finie  ou  non.  Il  suffira  de  prendre 
«<  termes  de  P,  m^  termes  de  Q,  n^  termes  de  P<,  .  . .  ^ 
de  façon  que 

(  P«.  -  Qm. -+- .  .  . -h  P„,„.  -  Q;n,_  J -h  P«,  >  A 


(A^B). 
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SÉRIES    A    TERMES    IMAGINAIRES. 

Le  théorème  cité  au  début  à  propos  des  séries  seini- 
convergentes  ne  s'étend  pas  aux  séries  à  termes  imagi- 
naires. Il  suilit  de  considérer  l'exemple  suivant  : 

La  série  dont  le  terme  général  est 

T  .(  — I)"-*-» 

est  convergente,  car  il  en  est  ainsi  pour 

D'autre  part, 

donc  la  série  des  modules  est  divergente.  Alors  la 
série  ^m«  est  semi-convergente.  Cependant,  en  modi- 
fiant Tordre  de  ses  termes,  on  ne  peut  lui  donner  une 
somme    quelconque,    car    la    partie    réelle    sera    lou- 

V^   I 
jours  27^- 


[M*g] 
SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  APPARTEMKT  K  CERTAINES  HÉLICES; 

Par  m.  Paul-J.  SUCHAR. 


Considérons  les  courbes  C,  C|  et  C2,  où  C|  est  le  lieu 
des  centres  de  la  sphère  osculatrice  à  la  courbe  C,  et  C2 
le  lieu  des  centres  de  la  sphère  osculatrice  à  la  courbe  C|  ; 

M(a:,7,  r),  U^{xs,yK,z^),  ^U{x2^y^,  z<^)  trois  poînls 
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correspondants;  M{  étant  le  centre  de  la  sphère  corres- 
pondant à  M,  et  M2  le  centre  de  la  sphère  correspon- 
dant à  Mf. 

Je  me  propose  de  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Si  les  distances  des  points  M|  et  M2  aux  plans  oscil- 
lateurs aux  courbes  C  ef  G<  sont  constantes,  ces  courbes 
sont  des  hélices. 

En  effet,  soient  a,  p,  y;  a',  P',  f^  tF,  ^",  /  les  cosi- 
nus directeurs  de  la  tangente,  de  la  normale  principale 
et  de  la  binormale  à  la  courbe  G  au  point  M.  Les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente,  de  la  normale  principale  et 
de  la  bi-normate  au  point  correspondant  IVI|  seront  aux 
signes  près  a",  ^'',  y"*,  a',  p',  y';  a,  p,  y.  Désignons  encon 
par  p  et  t,  pj  et  t*  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion 
de  deux  courbes  aux  points  M  et  M|,  et  par  5  et  Sx  les 
arcs  de  deux  courbes. 

Nous  aurons,  d'après  les  formules  de  Frêne t, 

l  ^  =  - 

^'>  )^-_»' 

\   ds  ~  z 
d'où 

^  ds         -z         p 

Cette  dernière  formule  nous  montre  que,  si  la  courbe  C 
est  une  hélice,  la  courbe  d  sera  aussi  une  hélice. 

Remarquons  que  les  distances  des  points  M|  et  M3 

aux  plans  osculateuis  en  M  et  M<  sont  t-;- et  -:•  -7^:  on 
'^  ds  '  dSi 

aura  alors 


dtt"       7!  di        a' 


(3J 


^  ds 


(0  ''lû[=^'^ 
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A  et  Al  éunt  des  constantes.  Je  dis  que  les  rayons  de 
courbures  aux  points  M,  M|  et  M2  sont  égaux. 
En  effet,  on  a  pour  les  coordonnées  du  point  Mj 

a:i  =  a?  4- pa  —  T  ^  a  , 

dp    , 

d'où,  en  différentiant  el  en  ayant  égard  aux  formules 
de  Frenet,  on  aura 

'"•=-[^s(4)]^-'- 

et  comme  on  a,  aux  signes  près, 
on  aura,  en  ayant  égard  à  (  2), 

ï-*[f-z(4)]' 

et,  par  analogie, 

Il  résulte  donc,  d'après  (3)  et  (4)j  que  ces  rayons  de 
courbure  sont  égaux. 

Si  nous  divisions  les  relations  (3)  et  (4))  on  trouve, 
en  ayant  égard  à  (2), 

P  Al 
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c'est-à^-dire  qn<;  la  courbe  C  est  une  liélice,  et  d'après  la 
remarque  laite  au  début,  il  résuite  <}ii#  les  courbes  C| 
et  C2  sont  aussi  des  hélices.  On  remarque  que  le  théo- 
rème pro(X)sé  est  en  défaut  si  la  constante  A  =1  o,  car 
cette  condition  entraîne  aussi  la  condition  Af  =  0.  En 
effet,  la  courbe  C2  coïncide  avec  la  courbe  C,  puisque  p 
est  constant,  et  les  deux  courbes  C  et  C|  sont  alors 
réciproques;  le  rapport  -  sera  indéterminé. 


CORRESPONDANCE. 


M.  Or,  Fontené.  —  Au  sujet  des  questions  1804, 1806, 1807, 

Si  l'on  mène  à  une  conique  S  les  tangentes  MT,  MT'  et  mt, 
mt'f  la  conique  des  six  points  M,  T,  T',  m,  f,  t'  est  un  cercle 
à  la  condition  que  r axe  focal  de  la  conique  S  soit  la  bissec- 
trice de  Vangle  MO  m,  et  que  OF  soit  moyen  proportionnel 
entre  OM  et  Om. 

Les  couples  de  points  M,  m  sont  les  mêmes  pour  une  série 
de  coniques  homofocales.  Celle  de  ces  coniques  dont  les  asymp- 
totes sont  OM,  Om  est  donc  tangente  à  la  droite  Mm  (en  son 
milieu  qp),  de  sorte  que  les  directions  MO  et  Mm^par  exemple, 
sont  également  inclinées  sur  MF  et  MF'.  Jl  suit  de  là  que  les 
paraboles  tangentes  aux  couples  de  droites  MT  et  MT'  en  T 
et  T',  ou  aux  couples  de  droites  mt  et  mt'  en  t  et  <',  ont  même 
loyer  <p,  et  par  suite  même  axe;  c'est  la  question  1804  géné- 
ralisée (1),  et  le  fait  énoncé  dans  la  question  1806  devient 
intuitif. 

Il  passe  aussi  au  point  (p  une  ellipse  du  système  homofocal 
considéré,  et  cette  ellipse  est  normale  à  la  droite  M/n.  Les  lon- 
gueurs cpM  et  <pm  étant  égales,  les  directions  OM  et  Om  étant 
également  inclinées  sur  les  axes,  les  points  M  et  m  sont  les 
cercles  de  Ghasles  de  cette  ellipse.  C'est  la  question  1807  (*). 

(')  Nouvelles  Annales,  1901,  p.  334- 
(')  C/.  DuroucQ,  Jbid.,  p.  33o,  332. 
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Un  abonné.  —  Le  théorème  II  de  la  Note  de  M.  Sticliar  sur 
le  rayon  de  courbure  d'une  conique  (TV.  ^^1.,  1903,  p.  402)  a  déjà 
étié  donné  par  M.  d'Oeagne  sous  forme  de  la  (filiation  1919.  Les 
deux  expressions  du  rayon  de  courbure  données  par  M.  Suchar 
au  H"  7  de  -sa  Note  fîgurent  Tune  et  l'autre  dans  la  démon- 
stration que  M.  d'Ocagne  a  donnée  de  son  théorème  (iV.  A., 
1902,  p.  23 1  et  232). 

M.  S.  Chassiotia.  —  Au  sujet  de  la  question  1919.  — 
...  Je  rectifie  une  erreur  qui  s'est  glissée  dans  la  solution  que 
j'ai  donnée  de  la  question  1919. 

Page  93.  ligne  3,  au  lieu  de  : 


il  faut  lire  : 


et  l'intégrale  est  de  la  forme 

y?«=  acosa  -4-  6  sina  -h  c, 


dont  l'intégrale  est 


2/î*  =  c-\-  v^c* — Xr*  sin  9.  (  a  -4-  a©  ), 

c  et  oo  étant  des  constantes. 

On  reconnaît  alors  que  la  propriété  signalée  par  l'énoncé  de 
M.  M.  d'Ocagne  n'appartient  qu'aux  coniques,  contrairement 
à  ce  que  j'avais  affirmé. 

M.  Quichard.  —  Au  sujet  d'un  théorème  relatif  aux 
lignes  de  courbures  des  surfaces.  —  Le  théorème  démontré 
géométriquement  par  M.  Bricard,  dans  le  numéro  d'août  dos 
Nouvelles  Annales  (p.  359),  ^^t  un  cas  particulier  d'une  pro- 
position générale  que  j'ai  établie  analytiquement  dans  mon 
Mémoire  Sur  les  systèmes  cycliques  et  orthogonaux  (An- 
nales de  VÉcole  Normale,  mars  1903,  n"  17),  et  que  j'énonce 
comme  il  suit  : 

Si  deux  systèmes  correspondants  formés  de  lignes  con- 
j'uguées  sont  tels  que  chaque  tangente  de  l'un  soii  per- 
pendiculaire à  la  tangente  qui  ne  lui  correspond  pas  dans 
l'autre,  il  en  est  de  même  des  systèmes  déduits  des  systèmes 
primitifs  en  leur  appliquant,  en  sens  inverse,  la  transfor- 
mation de  Laplace, 
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II4THÉM\TI«UES  PRÉPARATOIRES  AUX  SGIEKCBS  PHYSIQUES 
ET  INDUSTRIELLES. 


Toulouse. 


Épreuve  ëcritk.  —  I.  Représenter  par  une  série  trigono- 
métrique  une  fonction  de  x  admettant  la  période  T  et 
prenant  la  valeur  b  quand  x  est  compris  entre  o  et  \T  et 
la  valeur  o  quand  x  est  compris  entre  ^T  ef  T. 

II.  On  considère  un  levier  OB,  de  masse  négligeable,  de 
longueur  b  et  mobile,  autour  du  point  O,  dans  le  plan  de 
la  figure.  En  A,  à  une  distance  a  de  0,  est  attachée  Vextré- 


A! 


mité  d'un  ressort  qui  s^allonge  de  h  sous  l'action  de  r unité 
de  poids,  l'autre  extrémité  étant  fixée  en  G.  L'extrémité  B 
du  levier  porte  un  poids  W  tel  que  le  levier  soit  horizontal 
dans  sa  position  d'équilibre, 

I*  Déterminer  l'allongement  du  ressort  dans  la  position 
d'équilibre  du  levier. 

2*  On  écarte  le  levier  vers  le  bas  à  partir  de  sa  pasitiori 
d'équilibre  de  manière  que  le  point  Aprenne  un  petit  écarta 
et  puis  on  abandonne  le  système  à  lui-même.  Étudier  les 
petites  oscillations  du  système, 

3°  On  suppose  que  G  n'est  plus  fixe,  mais  possède  un  dé^- 
placement  vertical  harmonique  simple  X  sin  qt^  compté  posi- 
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tiyement  dans  le  hiéme  sens  que  le  sens  positif  <xdopté  pour 
le  déplacement  de  A.    On  demande  d^ étudier  les  petites 
oscillations  du  point  A,  dans  ces  nouvelles  conditions. 
N.  B.  —  On  suppose  les  frotteMents  nuls. 

'   Épreuve  pratiqie.  —  La  même  que  pour  le  certificat  de 
calcul  différentiel  et  intégral.  (Juillet  1903.) 

Lyon. 
Mécanique.  —  I.    Vitesses  relatives;  théorème  de  Coriolis. 
II.  Théorème  des  aires. 

Analyse.  —  I.  Étudier  les  variations  de  la  fonction 

L  étant  l'algorithme  du  logarithme  népérien. 

II.  Intégrer 

y*  da^* -h  X*  dy* — %xydxdy=so. 

Quelle  est  l'enveloppe  des  courbes  intégrales? 

(Juillet  1903.) 


CERTIFICATS  DASTRONONIE. 


Tonlonse. 


Épreuve  bgritr.  —  I.  Établir  les  lois  du  mouvement 
diurne.  Dire  si  ces  lois  sont  rigoureusement  exactes. 

II.  On  considère  une  planète  de  nuuse  fi  (celle  du  Soleil 
é^ant  i)  qui  décrit  une  orbite  circulaire  dont  on  preikd  le 
rayon  pour  unité  de  longueur* 

On  considère,  en  second  lieu,  une  eomète  de  masse  négli- 
geable, qui  se  meut  sur  une  parabole  située  dans  le  pl^n- 
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de  l'oràiie  de  la  pl4znète,  la  dùiance  périhélie  q  ^^C  de 

cette  comète  étant  -  • 
n 

On  suppose  que  la  planète  et  la  comète  se  meuvent  dans 
le  même  sens  et  que  le  rayon  vecteur  de  la  planète,  au 
moment  du  passage  de  la  comète  au  périhélie,  fait  un 
angle  v^  avec  Le  rayon  vecteur  de  la  comète. 

On  demande  de  déterminer  la  constante  Vq  de  manière 
que  la  comète  rencontre  la  planète  dans  la  suite  de  sa 
course. 

Application  au  cas  où 

/i  =  4        et        K  = 


On  rappelle  aux  candidats  les  formules  suivantes  : 
n«a»=A-«(i-hfi), 
/•  =  grM  ^  tang*- j, 

V        I  ^v       Ari/i  -h  [>-'  ,        r«v 

tang-  +  3tang.-  =  ^^(*-T), 

OÙ,  \l'' désigne  la  masse  de  la  comète,  T  la  date  de  son  pas- 
sage  au  périhélie,  k  la  constante  de  Gauss,  n  le  moyen 
mouvement  de  la  planète,  c^est-à^dire  le  coefficient  du 
temps  dans  l* expression  de  l*anomalie,  a  le  demi-grand 
axe  de  V orbite. 

Nota.  —  Les  candidats  sont  autorisés  à  se  servir  de  Tables 
de  logarithmes, 

Éprkuve  pratique.  —  Une  planète  a  pour  excentricité 
siiîîp  où  ^  =  14**  12'  1',  87.  Elle  part  de  son  périhélie  à  Vori- 
gine  du  temps.  On  demande  de  calculer  son  anomalie 
excentrique  au  moment  où  elle  a  accompli  le  cinquième 
de  sa  révolution.  (Juillet  1903.) 

Marseille. 

ÉpRfivvE  ticutTff.  -^  I.  Établir  la  suite  dee  formules  rigou- 
reuses qui  permettent  de  calculer  : 

1°  L'anomalie  excentrique  en  fonction  de  Vanoftialie 
moyenne  ; 


Digitized  by 


Google 


(5i9) 

2*  V anomalie  vraie  et  le  rayon  vecteur  en  fonction  de 
l'anomalie  excentrique, 

II.  Développer  l'anomalie  excentrique  en  série  ordonnée 
suwant  les  sinus  des  multiples  de  V anomalie  moyenne. 

Dans  ce  développement^  on  négligera  les  puissances  de 
r excentricité  supérieures  à  la  cinquième. 

Épreuve  pratique.  —  Connaissant  l'ascension  droite  a  et 
la  déclinaison  o  d'un  astre  ainsi  que  l'inclinaison  e  de 
récliptique,  calculer  la  longitude  X  et  la  latitude  p  de  cet 
astre. 

Données  numériques  : 

%  =  i9M6"53',45,        8  =  -  34" 53^41', 9,        e  =  23°2/7",  i. 

Indiquer  la  signification  géométrique  de  l'angle  auxi-^ 
liaire  employé^  si  l'on  rend  les  formules  calculables  par 
logarithmes  au  moyen  d'un  tel  angle. 

Solution. 

tangN  =  tangd  :sina, 

tangX  =  tanga  cos(N  —  e)  :  cosN, 

langp  =  tang(N  —  s)sinX 

(N  esl  l'angle  que  fait  l'équateur  avec  l'arc  de  grand  cercle  qui 
joint  Tastre  à  l'origine  des  ascensions  droites.  Cette  remarque 
permet  d'écrire  immédiatement  les  équations  précédentes;  cosa 
et  cosX  ont  Iç  même  signe). 

Log. 

tango T, 8435312 

col.  sina o, 0490546 

tangN 1,8925868 

tangx 0,2980486 

co8(  N  —  £  ) 7 ,9858755 

col.  cosN o,  io3383o 

tangX 0,3873071 

tang(N  —  e) T,4i37io5 

sinX 7,9662731 

tangp 7,3799836 
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Résultats. 

a  =  296.43.2r,75  X=      292*.  17 .21 ',9 

N=    37.59.   8,39  p=-    13.29.20,1 
e   =    23.27.   7,    I 
N  — c=    14.32.    1,29  (Juillet  1902.) 

ÉPREUVE  ÉCRITE.  —  ÉçHpses  de  Lune.  Chercher  si,  dans  le 
voisinage  d'une  opposition,  il  y  aura  éclipse  de  Lune. 

V éclipse  devant  avoir  lieu,  calculer  Vinstant  auquel  se 
produit  une  phase  déterminée  du  phénomène. 

Évaluer  la  grandeur  de  V éclipse. 

Épreuve  pratique.  —  i*  Connaissant  le  côté  a  et  les  deux 
angles  adjacents  B,  G  d'un  triangle  géodésique,  calculer 
des  autres  éléments  du  triangle  ainsi  que  sa  surface, 

a*  L'erreur  du  côté  a  étant  supposée  de  56*^",  7,  calculer 
les  erreurs  de  b^  c  et  A. 

Données  numériques  : 

«  =  63  576»,  89  R==6378  356"  B=    52*.  43'.  19",  6 

C=   63.54.20,7 


Bh-G=  116. 38 


Solution. 


^,_  q'sinBsinC  r'-r       ^ 

^  asin(B4-C)R«sini''         »  -  »  -  3  • 

C  =  G  -  ^  >         A'  =  180»-  (  B  -^  G  )  H-  y  ; 

•  sinB'  sinC' 

sinA  sinA 

A  =  ,8o«-(B  +  C)  +  «,         S  =  S'=fiîiîi5:i^'; 

.        2  sijn  A'       * 

Ae=  AB'=  AG'=  AA  =  0,         A6  =  Aa^î^, 

SinA 

Ac  =  Aa  - 


'  sîdA' 


ou 


.  b  c 

Afr  =  Aa  —  >         Ac  =  Aa  -  : 
a  a' 
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Log.  Log. 

a 4,8o3a9925        R 6,8047 

a* 9,6066  R« 13,6094 

sinB Tj9oo7  a o,3oio 

sînC ;..  T;9533  sin  i' 6,6856 

a'sinBsinC 9,46o6  sirt(B-HG)..  T,95i3 

!asin(B-+-C)R>sini'.  8,5473 

Ê 0,9133 

B'=:  5a'.43'.i6',87 
C'=  63.54.17,97 
A'=  63.22.25, 16 

Log.  Log. 

sînB' 7,9007490  a* 9,6065985 

a 4980329925  sinB'sinC T,  8540572 

coLsinA' 0,0486876  col.  2 1,6989700 

wnC ï, 953308a  coL  sin  A' 0,0486876 

b 4,7527359  S' 9,2o83i33 

c 4, 8052951 

A  =  63°aa'2/,89  AA  =   o 

b  =56589",  5 1  A6  =5o%5 

c  =63869,74  àc  =  57,0 
S  =i6i55235oo»' 

Log.  Log. 

b:a J',9494  A6 i,7o3o 

àa  1,7536 

cla 0,0020  àc 1,7556 

(Novembre  1902.) 

Épreuve  pratique.  —  Connaissant  les  coordonnées  géo^ 
graphiques  (X,  <p)(X',  ç')  de  deux  points  de  la  Terre ,  cal- 
culer, en  milles  marins,  la  longueur  S  de  l'arc  de  loxo^ 
dromie,  qui  Joint  ces  deux  points,  ainsi  que  l'angle  V  sous 
lequel  la  courbe  coupe  les  méridiens  successifs. 

{On  considérera  la  Terre  comme  sphérique.) 
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Données  numériques  : 

X  =    6'49.5o 


,  longitudes  ouest, 
X'=  82.14.59  *        ^ 

o  =48.23.32  ,  ,    .    ^     ^     ,  . 

latitudes  boréales. 


?  =   9-22.  9 

SOLUTIO.N. 

M(X  — X')sini'  N 

Logtang|^-  H-  -^j  — Loglang^-  h-  i-j 

S  =  .?-?:. 

cos  V 

X-    X'=75"25'  9'=27i5o9',         y -+- 5^   =G9"ïi'4ft', 

4       '^ 

?-Q)'=39-  r23'=i4o483',        J-^-^  =  49*'4t'  4',5; 

Log.  RésulUts. 

sini'..     B, 6855749        Log  langf  ^  +  îV-     0,4202826        V=58"36V,o}< 

M 1,6377843        Log  tang  ^y -h  Î-V     0,0713357        S  =  269636',3 

X-X'.  5,4337842        D 0,3489469  =74"53'5C/,3 

N....;  1,7^71434  =4493""»93« 

1) 1,5427594 

tangV.  0,2143840 

o  —  ©'.  5,1476238 

sccV..  0,2831545 

S 5,4307783  (Juillet  1903.) 

Paris. 

ËpfiEUVK  ECRITE.  —  1.  Théorie  et  mesure  de  la  parallare 
annuelle  des  étoiles, 

l\.  Théorème  de  Le  gendre. 

Épreuve  pratique.  —  On  a  observé  le  pcusag^  au  premier 
vertical  d'une  étoile  dont  les  coordonnées  sont 

Asc.  droite 7*»58"27',6  Dist.  polaire 44*9'5i' 
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Le  temps  sidéral  du  ptusage,  corrigé  de  la  réfrœtion,  est 
6*i5-ii',3. 

On  demande  de  calculer  : 

i"  La  celatitude  du  lieu  d*ob9erwxtion. 

a"*  La  correction  de  réfraction  gua  dà  recevoir  le  temps 
observé  du  passage»  Constante  de  la  réfraction  60' (u 
{pour  lang^  =  i). 

3**  L'erreur  que  produirait  sur  la  colatitude  une  erreur 
d'une  seconde  sur  le  temps  du  passage, 

4"  L'erreur  qui  résulterait  d'une  erreur  de  \q'  d'arc  sur 
l  *azim ut  du  premier  vertical.  (  J u  i lie t  1 90a.  ) 

Épreuve  écrite.  —  Exposer  les  méthodes  employées  pour 
déterminer  les  éléments  elliptiques  du  Soleil, 

ËPRCUVE  PRATiovE.  —  En  un  lieu  de  colatitude  4i"0'49*, 
on  a  obseri^  le  lever  apparent  d'une  étoile  à  6*5o'"4i*  de 
temps  sidéral,  en  un  point  de  l'horizon  situé  à  3*25' 3^'  du 
point  est  vers  le  nord.  Déduire  de  là  l'ascension  droite  et 
la  distance  polaire  de  rétoile. 

Réfraction  à  l'horizon  :  33'48'. 

On  fera  les  calculs  avec  des  logarithmes  à  cinq  déci- 
males. (Octobre  1902.) 


SOLUTIONS  »C  «IWSTMiVS  PROPOSÉfiS. 


1840. 

(IfOO,  p.  ifo.) 

On  décrit  utt  cercle  ayant  pour  diamètre  un  rayon  de 
courbure  d'une  conique  donnée  et  l'on  mène  les  tangentes 
communes  à  ces  deux  courbes.  Qjuelle  est  l'enveloppe  de  la 
courbe  de  contact  de  ces  tangentes  et  du  cercle,  lorsque 
l'on  prend  successivement  tous  les  rayons  de  courbure-  de 
laconique?  (Mannueih.) 

SOLUTION 

Par  M.  R.  Bricard. 

Soient  C  la  conique  donnée,  MA  et  MB  deux  tangentes 
à  cette  conique,  A  et  B  leurs  points  de  contact.  Construisons 
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,(  524  ) 

le  cercle  r  circoûscril  au  triangle  MAB.  Il  existe  un  quadri- 
latère inscrit  dans  F  et  circonscrit  à  C,  à  savoir  le  quadri- 
latère AMBM  dont  deux  sommets  opposés  sont  confondus 
en  M.  D'après  le  théorème  de  Poncelet,  tout  quadrilatère  ins- 
crit à  F  et  dont  trois  côtés  sont  tangents  à  C  est  tel  que  son 
quatrième  côté  est  aussi  tangent  à  C. 

Soient,  en  particulier,  P  le  point  de  contact  avec  F  d'une 
tangente  commune  à  G  et  à  F,  PQ  la  seconde  tangente  issue 
du  point  P  à  C,  Q  son  second  point  de  rencontre  avec  F.  Le 
quadrilatère  QPPQ,  dont  les  sommets  sont  confondus  deux 
à  deux  en  P  et  en  Q  est  inscrit  à  F;  il  a  ses  côtés  QP,  PP,  PQ 
tangents  à  G.  Donc  son  quatrième  côté  QQ  est  aussi  tangent 
à  G.  Autrement  dit,  Q  est,  comme  P,  le  point  de  contact 
avec  F  d'une  tangente  commune  à  C  et  à  T. 

Supposons  maintenant  que  les  points  A  et  B  se  rapprochent 
indéfiniment  sur  G.  Le  cercle  F,  qui  passe  par  le  point  de  ren- 
contre des  normales  en  A  et  B,  devient  un  cercle  ayant  pour 
diamètre  un  rayon  de  courbure  de  G.  Gomme  la  droite  PQ  ne 
cesse  pas  d'être  tangente. à  G,  on  voit  que  l'enveloppe  de- 
mandée n*est  autre  que  la  conique  donnée, 

1851. 

(1900,  P.MO.) 

Soient  ABG  un  triangle  et  £  une  conique  circonscrite 
donnés.  Les  bissectrices  intérieure  et  extérieure  de  V angle  A 
rencontrent,  pour  la  seconde  fois,  I*  en  a.  et  a'.  Les  cordes  aa\ 
PP»  ïï'  *^  coupent  en  un  même  point  P. 

Si  la  conique  £  passe  par  un  quatrième  point  fixe  D, 
quel  sera  le  lieu  de  P  pour  toutes  les  coniques  du  fais^ 
ceau  ABGD?  (A.  Droz-Fabny.) 

» 

SOLUTION 

Par  M.  A.- H.  Couvert. 

Soit 

lyz -¥■  mzx -h  nxy  =iO  y 

l'équation  de  £,  ABG  étant  pris  comme  triangle  de  référence. 
La  bissectrice  intérieure  de  A  est 

7  — -»  =  o; 
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(  5a5) 
les  coordonnées  de  a  sont  donc 


^u     — 


m  -h  n 


•^1.      — 


-Xi. 


De  môme  celles  de  a'  sont    ^ 
m  -{-  n 


^i, 


^•^M 


La  droite  a«'  a  donc  pour  équation 


X 

y 

z 

m  -f-  /i 

m  -f-  n 

* 

/ 

l 

n  —  m 

m  —  n 

1  ' 

l 

l 

ou,  après  simplification, 

Dj:^  (/i* —  /n')a7  —  //i/^  -H  nlz  =  o. 

En  employant  le  même  procédé,  on  trouve  que  les  droites  P{5' 
et  yy'  ^^^  respectivement  pour  équations  : 

Dj ^  m/a?  -h  { /*  —  rO')y  —  ninz  —  o 
et 

D3  :=:  —  nlx  -h  mny  -^  (  m*  —  /*  )  5  =  0. 

Or,  on  voit  que 

/  D|  -4-  /n  D j  -f-  71  D3  :=:  o. 

Cela  montre  que  ces  trois  droites  concourent  en  un  même 
point  P.  Pour  avoir  les  coordonnées  de  P,  il  suffit  de  résoudre 
deux  des  trois  équations  des  droites  considérées  par  rapport 
à  a:,  y^  z.  On  trouve 


<i,  2) 


y 


/(m2-f-/i«— /î)        m(/i*-+-/î— m«)       n{L^^m^—  n>) 

Si  a,  6,  c  sont  les  coordonnées  du  point  D,  on  doit  avoir 

Ibc  -\-  mca  -+-  nab  =  o 
ou,  en  désignant  par  A,  B,  C  les  coordonnées  de  l'inverse  de  D 
C3)  A/H-B/nH-C/i  =  o. 

On  obtiendra  le  lieu  de  P  en  éliminant  /,  m,  n  entre  (1,2) 
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(  5a6  ) 
et  (3).  Or  Ic8  équations  (i,  a)  peuvent  s'écrire 


Iny 

mlz       ^ 

ou  Hnalement 

(     f 

/n» 

mnx-^lny      mnx-hmlz      iny-+-  Im  z 

\  ny  -^  niz 

]       _        ''' 

n 

i             Iz  -\-  nx 

*~  mx  -\-  ly 

(4) 


\{ny  -k-  mz)-^)i{lz-it-  nx)-T-  C(mx-f-  ly) 

Le  numérateur  du  dernier  rapport  étant  nui,  en  vertu  de  (3), 
le  dénominateur  doit  être  nul  aussi,  l,  m,  n  n'étant  évideno- 
ment  pas  nuls;  cela  donne,  en  mettant  /,  m,  n  en  facteurs, 

(5)     {Bz  -h  Cy)l  -h {Cx  -h  Az)m  -^  (Xy  ^-  Bx)n  =  o. 

De  (3)  et  (5)  on  tire 

l ^  m 

B{Ay'^Bx)—C{Cx-^Xz)  ~  CiBz-i-Cy)— \{Ay-hBx) 

__  n 

"  XiCx-i-  \z)—H(Bz-hCy)' 

En  portant  ces  valeurs  de  /,  m,  n  dans  l'égalité  des  deuxième 
et  troisième  rapports  (4),  on  trouve  pour  Téq nation  du  lieu 
de  P 

C(B;;h-  Ck)— A(Ay-t-  B.r> 

X(Cx'^Xz)x^H{Hz-i-Cy)x-i-B{Xy-\-  Bx)z —X:{Cx -^  Xz)z 

_  X(Cx-^-Xz)--h(Bz-hCy) 

~  B{Xy-hlix)y—C{Cx-+-Xz)y-i-C{liz-^Cy)x  —  X{Xy  h-  Bx; x ' 

Ce  lieu  est  une  cubique.  Développons;  il  vient  successivement 

o  =  [—  ABa:-+-  (G«—  A2)^  H-  BG^] 

X  [— ABa:î4- AB^*-h(B»— A»)r;^H-BGjr^  — AG^'^I 
-  [  AG:c  —  BGj  +  (A»— B«)^] 

X  [AGar»—  AG;b>-+-  (A»-  Ci)xz  -  BCar;^  -4-  XByz] 
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(  San  ) 
ou 

A(B«—  Cî)a:*H-  B(G«—  A«)^»-|-  G(A*-.  B«)z3 
-+-  A(Aî—  G*—  ïB»)^^^»^  B(B«—  A«—  2G*)752 
H-  G{G«—  B»—  ^A»)^^?»^-  B(!i  A«-f-  G«—  Bî)iP«^ 
-+-  G(2B«-f-  A«-  G«)^«^  -+-  A(2G«+  B^—  A';<5*a:  =  o. 

Ou  peut  écrire  cette  équation 

2  A(B«—  C«)a:»-h  2  A(A»—  G«—  2B«)ar7» 

-h  S  B(2A«^-  G«—  B^)x^y  =  o, 

en  convenant  de  permuter  circulairement  et  simultanément  les 
lettres  A,  B,  G  d'une  part  et  x,  y^  z  d'autre  part. 

1923. 

(1901,  p.  9*;.) 

On  donne  une  quadrique  (Q)  et  deux  droites  X  et  li; 
démontrer  que  les  droites  qui,  avec  A  et  B,  déterminent  un 
hyperboloïde  harmonique  ment  inscrit  {ou  circonscrit)  à  (Q) 
forment  un  complexe  linéaire^  (R.  Bricard.) 

SOLUTION 

Par  M.  R.  Bricard. 

L'énoncé  comprend  deux  propositions  corrélatives  :  ii  suffit 
de  démontrer,  par  exemple,  celle  qui  est  relative  aux  hyper- 
boloïdes  harmoniquement  circonscrits  à  (Q). 

Gonsidéronsles  hyperboloïdes  (H),  qui  sont  harmoniquement 
circonscrits  à  (Q),  qui  passent  par  un  point  fîxe  a,  et  qui  con- 
tiennent enfîn  les  droites  A  et  B.  Ges  hyperboloïdes  sont  assu- 
jettis à  huit  conditions  linéaires  :  ils  forment  donc  un  faisceau 
ponctuel.  La  courbe  base  de  ce  faisceau  comprend  les  droites  A, 
B,  et  celle  qui  passe  par  le  point  a  et  s'appuie  sur  k  et  B.  Elle 
se  complète  donc  d'une  quatrième  droite  D  qui  s'appuie  sur  A 
et  B. 

Il  s'ensuit  que  toutes  les  génératrices  des  hyperboloïdes  (H), 
de  même  système  que  A  et  B,  rencontrent  une  droite  fixe  D; 
toutes  les  droites  qui  satisfont  à  la  condition  de  l'énoncé  et  qui 
passent  en  outre  par  un  point  fixe  a  engendrent  donc  un  plan. 
Ges  droites  appartiennent  bien  à  un  complexe  linéaire. 
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'(  5a8  ) 
Sî  la  quadtique  (Q)  se  réduit  à  l'ombilicale^  on  voit  que  : 

Les  droites  qui,  atfec  deux  droites  fixes,  déterminent  un 
hyperboloïde  orthogonal,  engendrent  un  complexe  linéaire. 

Ce  dernier  résultat  conduit  immédiatement  à  un  théorème 
énoncé  par  Ribaucour  : 

Les  droites  faisant  partie  d'un  système  de  grandeur  in- 
variable assujetti  à  quatre  conditions,  et  qui,  pour  Ven~ 
semble  des  déplacements  infiniment  petits  de  ce  système, 
engendrent  un  pinceau  de  normales,  forment  un  complexe 
linéaire. 

Soient,  en  efTet,  D  et  Â  les  deux  droites  qui,  d'après  le 
théorème  classique  de  Schônemann  et  Mannheim,  sont  con- 
juguées pour  tous  les  déplacements  infiniment  petits  du  sys- 
tème, L  une  droite  quelconque  de  ce  système.  La  droite  L 
engendre  un  pinceau  dont  les  foyers  sont,  comme  Ton  sait,  ies 
points  de  rencontre  avec  L  des  deux  droites  G  et  F  qui  s'ap- 
puient sur  L,  D,  L,  et  sont  en  outre  perpendiculaires  à  L.  G 
et  r  sont  en  outre  les  normales  aux  surfaces  focales  du  pinceau. 

Pour  que  le  pinceau  engendré  par  L  soit  un  pinceau  de  nor- 
males, il  faut  et  il  suffit  que  G  et  F  soient  rectangulaires.  Or 
ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  l'hyperboloïde  défini  par  L,  D,  A 
est  orthogonal. 

Donc,  etc. 


QUESTIONS. 


198-4.  On  donne  un  cercle  de  centre  O  et  un  point  A. 
Soient  M  un  point  du  plan  et  B  un  des  points  de  rencontre 
de  OM  avec  le  cercle.  Le  lieu  des  points  M  tels  que 

MA  _  OA 
MB  ■"  OB 
est  un  limaçon  de  Pascal.  (E.-N.  Barisien.) 

1985.  On  sait  que  le  lieu  du  milieu  des  cordes  normales  à 
une  ellipse  est  une  sextique. 

Montrer  que  l'aire  de  cette  courbe  est  la  moitié  de  celle  d& 
l'ellipse  de  Frégier  relative  à  l'ellipse  donnée. 

(E.-N.  Barisien.) 
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NOUVELLES  ANNALES  DE  MATHÉMATIQUES. 


N«  tO.  SUPPLÉMENT.  Novembre  1903. 


CHRONIQUE. 

D'Alembert  (Jean  lk  no.xn),  dont  nous  donnons  le  portrait  dans  ce 
numéro,  est  né  à  Paris  le  16  novembre  1717  et  est  mort  dans  la  même 
ville  le  '29  octobre  1783.  Il  est  un  des  fondateurs  de  ï Encyclopédie  et 
a  public  de  nombreux  travaux  sur  les  Mathématiques,  sur  la  réfraction 
des  corps  solides  et  sur  le  Calcul  intéj:;ral  :  Traité  de  Dynamique  y 
1743;  Réflexions  sur  la  cause  g^é  fiera  le  des  vents,  \~^\\  Traité  du 
mouvement  des  fluides,  1744  î  Recherches  sur  la  précession  des 
équinoxes,  \"\^\  Sur  dijférents  points  importants  du  Système  du 
monde;  Nova  tabularunx  lunarium  emendatis,  1756;  Opuscules, 
8  vol.,  1761  et  années  suivantes;  Eléments  de  Philosophie.  Son  prin- 
cipal titre  à  la  reconnaissance  des  savants  est  son  fameux  principe  qui 
ramène  tous  les  problèmes  de  Dynamique  à  des  problèmes  de  Statique. 
<  Voir  pour  sa  biographie  détaillée  la  Grande  Encyclopédie,) 


Question  déprogrammes.  —  On  sait  que  le  Conseil  de  TUniversité 
a  émis  le  vœu  qu'il  soit  établi,  pour  la  classe  de  Spéciales,  un  pro- 
jçramme  délibéré  en  Conseil  supérieur  de  Tlnstruction  publique,  et 
que  ce  programme  soit  pris  comme  base  de  l'examen  d'admission  à 
l'Ecole  Polytechnique.  Le  Gouvernement  a  déci<lé  de  généraliser  cette 
mesure  à  toutes  les  classes  qui  sont  une  préparation  directe  aux  Ecoles 
du  Gouvernement.  Seule,  l'Ecole  Navale  n'est  pas  en  cause,  car,  depuis 
deux  ans,  le  programme  d'admission  à  cette  école  est  le  |)rogramme 
de  la  classe  de  Mathématiques  élémentaiies. 

Il  s'agit  de  l'Ecole  Polytechnique,  de  l'Ecole  Normale  supérieure 
(Section  des  Sciences),  de  l'Ecole  des  Mines,  de  l'Ecole  des  Ponts  et 
Chaussées,  de  l'Ecole  Centrale,  dt;  l'Ecole  de  Saint-Gyr  et  de  l'Institut 
national  agronomique. 

La  Commission  chargée  de  cette  étude  est  présidée  par  M.  Herthelot. 
Elle  comprend  des  délégués  du  Ministère  de  l'Instruction  publique,  du 
Ministère  de  la  Guerre,  du  Ministère  du  Commerce  et  du  Ministère  de 
r  Agriculture. 

M. 

A  la  même  date  que  le  III*"  Congrès  international  des  Mathémati- 
ciens à  Heidelberg,  du  8  au  i3  août  1904,  on  célébrera  le  centième 
anniversaire  de  la  naissance  deJacobi  par  un  hommage  comrnémoratif; 
ù  cette  date  aussi  paraîtra  le  volume  relatif  à  la  première  session 
générale  du  Congrès. 

N.  A,  —  SuppL  10 
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La  Société  Prince  Jablonowski  de  Leipzig  annonce  le  sujet  sui- 
vant pour  \^  concours  qui  sera  clos  le  3o  novembre  1906  : 

«  Recherchas  sur  les  nombres  analogues  aux  nombres  de  Bernoulli, 
spécialement  dans  le  domaine  des  fondions  elliptiques,  et  qui  admelteiil 
des  multiplications  complexes.  » 


Université  de  Paris  (Faculté  des  Sciences). 

(ANNKB   SGOLAtRK    jpoS-rcjoi,    PREMIER    SEMESTRE.) 

Géométrie  supérieure.  —  M.  G.  Darboux  traitera  des  principes 
«généraux  de  la  Géométrie  infinitésimale. 

Calcul  différentiel  et  Calcul  intégral,  —  M.  GouRSAT  traitera  de?- 
opérations  du  Calcul  din'érentiel  et  du  Calcul  intégral.  —  Eléments  de 
la  théorie  des  fonctions  analytiques. 

Mécanique  rationnelle.  —  M.  Paul  Painlevé,  professeur  de  Mathc- 
maliques  générales,  traitera  des  lois  générales  de  l'équilibre  et  du 
mou^emenl. 

Mathématiques  générales.  —  M.  Paul  Appell,  professeur  de  Méca- 
nique rationnelle,  développera  les  éléments  de  Mathématique  prépara- 
toire à  l'étude  de  la  Mécanique  et  des  Sciences  physiques. 

Astronomie  mathématique  et  Mécanique  céleste.  —  M.  H.  Poin- 
c\RÉ  traitera  des  perturbations  planétaires. 

Calcul  des  probabilités  et  Physique  mathématique.  —  M.   Bous- 
.  siNESQ  étudiera  les   propriétés  thermo- mécaniques  des  solides   et  des 
fluides. 

Mécanique  physique  et  expérimentale.  —  M.  G.  Koexig^  traitera 
de  la  Cinématique  théorique  et  de  son  application  aux  machines.  Appli- 
cation de  la  Statique  graphique  aux  machines  à  Tétat  de  mouvemenl. 

Conférences. 

Sciences  mathématiques.  —  M.  Raffy,  professeur  adjoint,  fera  des 
conférences  sur  la  Géométrie  supérieure  en  vue  du  certificat  corre?i- 
pondant;  M.  Raffv,  professeur  adjoint,  fera  des  conférences  sur  le 
Calcul  dilférenliei  et  le  Calcul  intégral;  M.  P.  PuisEux,  professeur 
adjoint,  fera  des  conférences  sur  la  Mécanique;  M.  Andoyer,  profes- 
seur, fera  des  conférences  aux  candidats  à  l'agrégation  des  Sciences 
mathématiques  ;  M.  Blutel,  chargé  de  conférences,  fera  une  conférence 
aux  randidats  de  l'agrégation  des  Sciences  mathématiques  (une  orga- 
nisation conij)Iénïcutaire  des  conférences  d'agrégation  sera  ultérieure- 
ment arrêtée  );  M.  Skuvant,  chef  des  travaux  pratiques  de  Mécanique 
physique,  fera  des  conférences  sur  les  questions  indiquées  par  le 
professeur. 
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l/fiuobUi. 
Duoblo. 

Trifoje, 
Koniuna  oblo. 


Dividi  (  «  ). 

Divido. 

Diçidanto 
(-onto,  -into). 

Dividato 
(-Oto,  -iio). 

Kvociento. 

Resto. 

Dividebla. 

.    Divizoro. 


Komuna 
divizoro. 


Simple. 

Double 

(subst.). 

Trois  fois. 

Commun 
multiple. 


Diviser. 
Division. 
Diviseur. 

Dividende. 

Quotient. 

Reste. 

Divisible. 

Diviseur 
(exact). 


Commun 
diviseur. 


Scmplice. 
Doppio. 

Tre  volte. 

Cornu  ne 
moitiplice. 


Dividere. 
Divisione. 
Divisore. 

Dividendo. 

Quozientc. 

Resto. 

Divisibile. 

Divisore 
(esatto). 


Corn  une 
divisore. 


Kinfach. 
Doppeltc. 

Dreimal. 

Geraein  • 

sames 

Vielfaches. 

Dividieren. 
Division. 
Divisor. 

Dividendus. 

Quotient. 

Rest. 

Teîlbar. 

Divisor 

(genauerj 

Teiler. 

Gemeinsa- 
nier  Teiler. 


Single. 
Double. 

Tbrice. 

Common 
multiple. 


Divide. 
Division. 
Divisor. 

Dividend. 

Quotient. 

Rest. 

Divisible. 

(Exact) 
divisor. 


Common 
divisor. 


PROPBAJOJ    DIî    LA   ENTJEROJ. 


Prima, 


Primo. 


Neprima 
{  au  komponata). 


1     Premier     |      Primo. 
I    (absolu).    , 


Nombre 
premier. 


Numéro 
primo. 


(nombre)      (numéro) 
Composé.    '  CompoPlo. 


Prim. 


Prim/.ahl. 


Zusammen- 
geset/te 
(Zabi;. 


Prime» 


Prime 
numbcr. 

Composite 
(number). 


(^)Partigi.        \    Partager.    |    Spartire.    |      Teilen.      |        Pari. 
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Prinmmn  (') 
(je  alia). 

komponi  cl  (  *  ). 

Malkomponi  en  (';. 


Premier 
avec. 

Composer. 

Décomposer 


XLIV    — 

Primo 
con. 

Comporre. 

Scomporre  . 


Relaliv 
Prim. 

Bilden. 

Zerlegen, 


Prime 
lo. 

Compose - 

Décompose. 


POTEXCIGO   KAJ   E8P0N0(''). 


Potenco 

Puissance. 

Potenza. 

Potenz. 

Power. 

au  esponenco. 

Potencifi^i 

Kleverà  une 

Innalzare 

Poten- 

Haise  to 

au  esponi 
{ n.  per  alia). 

puissance. 

al  potenza. 

zieren. 

a  power. 

Potenci^'unto 
art  esponanio  (*). 

K\  posant. 

Esponente. 

Exponent. 

Exponent 

*otenco  duuma,  .... 

Puissance 
deuxième... 

Potenza 
seconda,  .... 

Zweitc  . . . 
Potenz. 

Second,  .  . 
power. 

Ks,adrato. 

Carré. 

Quadrato. 

Quadral. 

Square. 

Kubo. 

Cube. 

Cubo. 

Kubus. 

Cube. 

Uikvadralo. 

Bicarré. 

RA 

Biquadrato. 

DIKIGO. 

Biquadrat. 

Biquadrato 

Radiko. 

Hadiklgi. 
(  n.  per  alia)  (^  ). 


Racine. 

p]x  traire 
la  racine. 


Radice. 

Estrarre 
la  radice. 


Wurzel. 
Radizieren  . 


Root. 

Exiract 
W\c  rool. 


(')  Kclkaj  nombroj  povas  n'sXi  prlniumaj  ùui  je  la  cetera]  aûesti 
înterprlinumaj  {V\^m  i  estas  ilia  sola  komuna  divizoro). 

(  -)  Oni  kunmetas  {dismetas)  clcmentojn  por  komponi  {malkain-- 
/ionî)  ion. 

(  ■'')  La  vortuj  devcnantaj  de  la  radiko  espon-  cstos  uzataj  por  la  cspo- 
niniloj  iaj  ajn  (komparu  :  esponencialo).  La  vortoj  devenantaj  de  la 
nnliko/jo/t'/ic- devas  esti  rczervataj  por  la/>o/e/ic/^a/i^o/ (enljeraj  cspo- 
iiantoj^  :  la  rcspondanta  operacio  konservas  la  racionalecon. 

(  i  )  Al  potenci ganta  { esponanto)  rcspon(]ai^ potencigato  {esponato  ). 

(  •■»  )  Oni  ankurt  diras  :  radikigi  duume  au  k^'adrate,  ... 

(Daurigola.) 
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SUR  LE  SYSTÈME  ARTICULÉ  DE  M.  KEMPE; 

Par  M.  G.  FONTENÉ.  < 


Le  résultat  principal  de  ce  Mémoire  est  rappmîlon 
d'une  rolaiion  involutîvc  indépendante  des  points  cy- 
cliques dans  une  question  d'ordre  purement  métrique. 

§  I.  —  Les  hypothèses. 

1.  M.  Kempe  a  fait  connaître  (Proceedings  of  the 
London  Mathematical  Society,  t.  IX,  1878,  p.  i33) 
un  système  articulé  dont  il  a  deviné  presque  tous  les  cas 
de  déformabilité.  M.  Darboux  a  donné  une  étude  ana- 
lytique remarquable  du  problème  (^Bulletin  des  Sciences 
mathémaliques ,    'à"^   série,    t.    III,    1879,   p.    i5i).   La 

Fig.  1. 


P,Y-A' 


«^^=^'       (A,)       t^i^b; 

figure  I  représente  ce  système  sous  Taspeclqui  m'a  paru 
le  plus  propre  à  en  montrer  les  diverses  symétries. 
Ann.  de  Mathémat,,  4*  série,  t.  IH.  (Décembre  1903.)        34 
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2.  Je    (léniiirai   rappareil   comme  composé  de  huit 
triangles  : 


d 

a 

h 

c 

ch 

«i 

h. 

C\ 

formant  d'une  part  2  tétrades,  d'autre  part  4  couples; 
2  triangles  qui  n  appartiennent  ni  à  une  même  tétrade 
ni  à  un  même  couple  sont  articulés  entre  eux.  Les 
2  triangles  d'un  couple  seront  dits  opposés;  le  point 
d'articulation  de  2  triangles,  et  le  point  d'articulation 
des  deux  triangles  opposés  aux  premiers,  seront  2  points 
opposés. 

J'emploierai,  pour  les  12  points  d'articulation,  deux 
systèmes  de  notations.  Dans  l'un,  les  points  sont  dési- 
gnés par  les  coupl«s  de  lettres  py,  ya,  ajâ  avec  des 
indices  convenables;  les  sommets  des  divers  triangles 
empruntent  alors  leurs  notations  aux  lettres  du  Tableau 
suivant  : 


ap-[ 

«P.Yi 

PYi«i 

Y«.?. 

«I  Pi  y. 

«i?Y 

?iY« 

Yi«? 

L'autre  système  de  notations  est  donné  par  ce  Ta- 
bleau : 

Y»  =  B,  ^iOii  =  Bi,        Yi*  =  ^'»         V«i  =  B'i' 
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Dl'ux  points  opposés  sont  ^y  et  ^i^i,  ,3iy  et  ^yi,  ...» 
ou  encore  A  et  Aj,  A'  et  A',,  ...,  de  même  que  deux 
triangles  opposés  sont  d  et  d^,  a  et  a^^  .... 

3.  Les  3  couples  de  combinaisons  (da^  bc)^  i^^^y  c^)? 
{de,  ab)  fournissent  la  manière  de  voir  adoptée  par 
M.  Kempe,  et  qui  est  aussi  celle  de  M.  Darboux. 

On  peut,  Je  trois  manières  diilerentes,  regarder  le 
système  comme  formé  de  deiuc  chaines  de  4  triangles 
réunies  entre  elles  par  les  derniers  sommets  des 
triangles. 

On  a  désigné  par  (A)  et  (  A,),  (B)  et(B,  ),  (C)  et  (C,) 
les  trois  couples  de  contours  quadrangulaires  articulés 
bordés  par  les  triangles  en  (]uestîon,  et  il  importe  de  bien 
remarquer  deux  modes  distincts  de  correspondance 
entre  (A)  et  (A|)  par  exemple. 

A  un  point  de  vue  qui  prend  de  rimporlance  par  la 
suite,  les  sommets  de  ces  deux  quadrilatères  sont  deux 
à  deux  des  points  opposés^ 


(!) 

ou  encore 

(i') 


J  (A)  ap,  a-,         a^,,      a-i» 

\  (Al)  «iP,,  a,Yi,     «1?,     «lY^ 

j  (A)  G,  B,      C'„     B\ 

)  (Ao      c„  B„   C,    b;, 


et  les  tt  ianglcs  qui  bordent  ces  deux  quadrilatères  sont 
\  (A)  d,      bu     a,      c,, 


^'  ^  I  (A.)         ./„     b, 


A  un  aulre  point  de  vue,  les  sommets  des  deux  qua- 
drilatères sont,  aiin  de  rapprocher  les  côtés  qui  portent 
des  triangles  articulés  entre  eux, 

(A)  a^,       ay,       af,,       av,, 


'  (Al)         aiP,     a, Y,     «ipi,     aiYi 
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ou  encore 

l  (A)  G,      B,      C;,     B', 

^'  \  (At)         C\     B;,     Cm,     B„ 

el  les  points  d'attache  des  triangles  sont 

ou 

A,     A  f     Aj,     A|  : 

ces  triangles  sont  d'ailleurs 

^  (A)  ^,      ^1,     a,      c,, 

(  *<i  ) 

(  (A,)        a,,     r,      du     b. 

4.  La  figure,  dans  son  état  de  généralité,  a  21  para- 
mètres de  grandeur  puisqu'elle  est  définie  par  1 2  points. 
Comme  les  8  triangles,  considérés  en  eux-mêmes, 
ont  24  paramètres  de  grandeur,  la  possibililé  de  les 
agencer  comme  sur  la  figure  soumet  leurs  éléments  à 
3  conditions,  en  dehors  de  la  question  de  déformabilité. 
Si  Ton  supprime  4  tiges,  de  sorte  qu'il  en  reste  20,  on 
obtiendra  uu  appareil  déformabie;  si  donc  rappareîl 
complet  est  déformable,  il  présente  4  tiges  surabon- 
dantes. 

La  Note  actuelle  est  relative  au  second  cas  de  défor- 
mabilité de  M.  Kempe;  dans  le  Mémoire  de  M.  Dar- 
boux,  c'est  la  solution  III,  avec  e  =  —  1  (p.  i^oeti85). 

1/ appareil  (comme  ou  le  verra)  dépend  alors  de  ^  pa- 
ramètres de  grandeur,  sans  compter  le  paramètre  de 
déformation.  Si  Ton  part  de  la  figure  où  les  triangles 
sont  agencés,  le  nombre  des  conditions  de  déformabilité 
est  donc  i3.  Si  Ton  considère  les  triangles  isolément,  le 
nombre  des  conditions  est  1  y,  les  4  tiges  surabondaQtes 
entrant  comme  les  autres  en  ligue  de  compte. 


Digitized  by 


Google 


(  533  ) 
La  figure  u  est  relative  à  ce  cas  ;  et  il  importe  de  suivre 
sur  cette  figure  les  faits  indiqués  au  n®  3.  On  reniar- 


Fig.  2. 


^Y,*A! 


p,'Y=A' 


qiiera,  en  particulier  [(i),  (i'),  (i")],  les  deux  quadri- 
latères 

GBC'jB'    et     CBiC'B;, 

qui  sont  (comme  Ton  verra)  inversement  semblables^  et 
dont  les  côtés  homologues  portent  des  triangles  équiva- 
lents  ^  et   t/|,  6|   et   b^   a   et  ai,  C{   et  c^   en   outre 

[(2),  (a').(^")L«îi'o"«^"t 

GBC',B'    et    C'B',C,B,, 

les  côtés  correspondants  portent  les  triangles  t/  et  a^  b^ 
el  c,  a  et  r/4,  c«  et  6,  articulés  entre  eux,  et  dont  les 
angles  à  la  base  sont  liés  simplement.  Les  deux  autres 
couples  de  quadrilatères  sont  indiqués  sur  la  figure,  et 
ont  d'ailleurs  les  mômes  propriétés  que  le  couple  dont 
on  vient  de  parler, 

5.  Je  donnerai  d'abord  Ténoucé  des   17  conditions 
distinctes  relatives  aux  triangles,  en  choisissant  celles 
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qui  sont  les  plus  syinélriqnes  par  rapport  à  renscmble 
du  système.  Je  les  séparerai  en  deux  groupes,  l'un  con- 
tenant 12  relations  angulaires  (dont  la  dernière  est  la 
relation  iuvolulîve  signalée  au  début),  l'autre  contenant 
5  relations  d'aires;  le  plan  étant  orienté  parla  flèche 
circulaire  o,  les  angles  seront  considérés  avec  leurs 
signes,  ainsi  que  les  aires. 

1°  En  premier  lieu,  les  24  angles  de  triangles,  dont  16 
s(;ulement  sont  paramétriques,  doivent  vérifier  12  con- 
ditions, qui  laissent  4  paramètres.  Les  arcs  qui  désignent 
ces  angles  sur  la  figure  sont  munis  d*nne  flèche. 

a.  D'une  part,  frs  deux  triangles  qui  se  réunisseril 
en  un  point  d^ articulation  doivent  y  avoir  le  inéme 
angle,  au' sens  suivant  :  au  point  a^  ou  C,  par  exemple, 
on  doit  avoir  (à  hiz  près) 

(CB,  GA)--:(CB',  C.V,), 

ces  angles  étant  comptés  à  partir  du  quadrilatère  (Â) 
vers  le  quadrilatère  (B),  de  manière  que  ces  deux  qua- 
drilatères aient  même  angle  en  ce  point.  On  a  indiqué 
sur  la  figure  les  angles  de  celte  nature,  en  les  comptant 
de  (B)  vers  (C),  de  (C)  vers  (A),  de  (A)  vers  (B),  et 
en  s'arrangeant  pour  que,  dans  chaque  triangle,  les 
trois  angles  marqués  aient  une  somme  nulle. 
Voici  dès  lors  l'intérêt  de  la  notation  adoptée  : 
Au  point  C  ou  ap,  par  exemple,  les  deux  angles  mar- 
qués peuvent  être  désignés  par  p  —  a,  et  il  en  est  de 
môme  pour  tous  les  angles  analogues. 

En  effet,  prenant  arbitrairement  un  angle  a,  on  peut 
désigner  par 

les  4  angles  fournis  par  les  sommets  du  quadrilatère  (A), 
ces  angles  étant  comptés  alternativement  à  partir  de  ce 
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quadrilatère  et  vers  luî,  c'est-à-dire  de  (A)  vers  (B),  ou 
de  (C)  vers  (A);  l'angle  du  triangle  d  marqué  au 
point  jây  est  alors  v  —  j3,  etc.  On  peut  de  même  dési- 
gner momentanément  par  ^' — ai,  ai  —  y',  ...,  les 
4  angles  fournis  par  les  sommets  du  quadrilatère  (Ai), 
ces  sommets  étant  pris  dans  Tordre  du  Tableau  (2) 
ou  (2')  où  Ton  a  égard  aux  points  d'attache  des  triangles  ; 
Tangle  du  triangle  a^  marqué  au  point  py  est  alors 
y' —  (3',  etc.  Comme  on  veut  avoir  [Tableau  (2")] 

Y'-?'=Y-P>         •■•. 
c'est-à-dire 

P'-P  =  Y'-Y=?'.-P.  =  Ï,-Y., 
on  prend 

<>t  les  angles  fournis  par  les  sommets  du  quadrilatère  (A|) 

sont 

P  — a,,     «1  — Y,     .... 

Le  fait  annoncé  est  établi. 

On  a  ainsi  11  conditions  (et  non  12)^  il  reste  pour 
le  moment  5  paramètres  angulaires,  correspondant  aux 
cîncj  différences 

?  — a,     T  — «,     ?i  — «,     Ti  — a,     a,  — a. 

a'.  Il  n'est  pas  fait  mention  dans  le  Mémoire  de 
M.  Kempe  d'une  relation  angulaire  essentielle,  à  savoir 
la  relation  (39-40)  du  Mémoire  de  M.  Darboux.  Aux 
sommets  des  deux  quadrilatères  (A)  et  (Â|  )  qui  se  cor- 
respondent d'après  le  Tableau  (2  ),  les  angles  de  triangles 
comptés  à  partir  des  quadrilatères  sont  respectivement 

P  — a,      7  — a,       Pi  — a,      Yi  -  «» 
—  a,,     Y  — «1,     Pi  — «1,     Yi  — «1» 
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de  sorte  que  les  angles  de  la  seconde  suite  sont  ceux  de 
la  première  augmentés  d*uue  niâme  quantité  a — a|. 
L^expression  de  celle  différence  a  été  donnée  par 
M.  Darboux.  Avec  les  notations  actuelles,  la  formule 
de  ceti  auteur  conduit  au  résultat  suivant  : 

Si  l'on  regarde  les  trois  couples  d'angles  ol^  a,  ; 
P,  pi  ;  y,  Yi  comme  les  arguments  dé  trois  couples  dtt 
droites  menées  par  un  point  dans  un  plan,  lej'ai^ceau 
de  ces  droites  doit  être  en  im^olution. 

On  a  d'une  part  trois  relations  à  4  termes 

Mn(p—  a)  ^  sin(p  —  «i)  ___  sinfpi  —  «i)  ^  sin(Pi—  a) 
sin(Y  — a)  *  sin(Y—  «i)  ""  sin(Yi—  a, )  *  sin(7i  — a) ' 

ou  encore,  en  égalant  le  produit  des  exlrèmes  au  pro- 
duit des  moyens, 

sinCsinC'i  __  sinCisinC 
sinBsinB'   ~~  sinBi  sinB',  '  ' 

les  deux  membres  de  la  première  relation  sont  liés  aux 
deux  quadrilatères  (A)  et  (Ai). 

On  a,  d'autre  part,  quatre  relations  à  3  termes 

sin(P  — ttt)    ^  sin(Y  — Pi)  ^  sinÇot  — Yi>  ^ _  , 
sin(a,  — Y)         sin(Pi  — a)       siu(Yi  — P) 
sîn(Pi— g|)  ^^  sîn(Yt— P)  ^^  sin(g-~7)  _       ^ 
8in(ai  — Yi)        sin(p  — a)         sin(Y--Pi) 
• ..•*.. , 

ou  encore 

sinA'  sinB'  sinC'  =  —  sinA',  sinfij  sinC'i, 

sinAt  sinB(  sînC  =  —  sinA.    sinB'  sinCi, 

,  • » 

nous  reviendrons  sur  les  quatre  hexagones,  très  visibles 
dans  la  figure  i,  auxquels  se  rattachent  ces  dernières 
relations. 
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a'.  Donc  :  Si  l'on  prend  arbitrairemnt  un  angle  a, 
on  peut  déterminer  5  angles  p,  y,  a,,  p,,  yi,  tels  que 
les  angles  de  triangles  soient  y  —  p,  ...  ;  et,  si  Von 
regarde  les  trois  couples  d'angles  comme  les  argu- 
ments de  trois  couples  de  directions  rapportées  à  un 
axe  Oxj  ces  trois  couples  de  directions  sont  en  ins^o- 
lution. 

Les  4  paramètres  angulaires  sont  ceux  (I*uu  faisceau 
involutif  de  6  droites. 

a''   En  second  lieu,  les  8   paramètres  relatifs   à  la 
grandeur  des  triangles  doivent  satisfaire  à  5  conditions, 

qui  laissent  3  nouveaux  paramétres.  Soient  a^  6,  c,  d^ 
et  ai,  &|,  Cl,  di  les  aires  algébriques  des  triangles,  les 
sommets  étant  pris  dans  l'ordre  ^y,  ya,  a^  pour  f:liaque 
triangle. 

b.    D'une  part,    les   aires   algébriques    de   deux 
triangles  opposés  doii^ent  être  égales. 

V,  D'autre  part,  la  somme  des  aires  algébriques  a, 
b^  c,  d  doit  être  nulle, 

b".  On  doit  donc  avoir 

j  û?  -h  ^1  =  o,       a  -h  ai  =  o,       6  H-  6i  =  o,       c  -f-  Ct  —  o, 

("')     i  —      — 

On  peut  écrire 

d  —  6i-{-a  —  Ci  =  o 
ou 


ABC  —  A'BC,  -4-  A,  B'G'i  —  A',  B'C  =  o 
on,  en  changeant  les  signes. 


AGB  -h  A'BC,  -+-  At  g;  B'  -h  A»  BX  =  o  ; 
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la  soiiitiie  algébrique  des  aires  des  Uiauglcs  conslruils 
sur  les  côlés  du  quadrilatère  (A)  par  exemple  doit  donc 
être  nulle,  le  premier  sommet  étant  succ^essivenient  A, 
A^  A|,  Ap  les  deux  derniers  sommets  étant  pris  dans 
l'ordre  eirciilaire  CBC,  IV. 

G.  Voici  une  conséquence  des  hypothèses  faites,  dont 
nous  aurons  à  faire  usage;  rinvolution  al  joue  ici  un 
rôle  iniporlant.  Considérons,  par  exemple,  les  côtés  de 
triangles  <|ui  doivent  former  les  deux  quadrilatères  (A|) 
et  (A)  ;  je  dis  que  Ton  a 

^*  CB    -   HC,   ~  C-jB'  ~"FTr^   "     ^* 

On  a,  en  effet,  indépendamment  des  conditions  (3), 

~d  "  \  CB  ; 

/sin(Pi—  a^)?iin(at  — Yi^  .  sin(p—  a)sin(g  --T)\ 
^\  sin(7i-(iO  •  "sinCY-?)  A 

et,  en  échangeant  ^  et  ^i, 

h    _  /  B^y 

/sin(P  — aOsin(at  — Yi)  .  sin(  ^t  —  a)  8in(tt  —  y)\  . 
\  sia(Yi-p)  •  sin(Y  — ^i)  /' 

les  deux    parenthèses  qui  contiennent  des  sinus   sont 
égales,  la  suppression  du  facteur  commun 

siiK'ai  — Yi)  :  sin(a--Y) 

réduisant  cette  égalité  à  la  suivante 

sin(Y—  ?^  .  sin(Yi—  Pi)  ^  sin(Y--  3i)  .  sin(Yi—  p) 
sin(a—  P)  '  sin(ai—  pi)        sin(a  —  pi)  '  sin(ai —  p)  ' 

que  le  changement  des  moyens  transforme  en  la  seconde 
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des  rclalions  à  quatre  termes  fournies  par  l'iiivolutioii 
supposée.  On  a  donc 

en  vertu  des  relations  (3)  ou  a,  par  suite,  la  première 
des  relations  (4). 

On  a  facilement  la  valeur  de  k  qui  correspond  à  Thy- 
pothèse  f/|  =  —  rf,  ...  ;  si  Ton  prend,  par  exemple,  les 
triangles  i  et  i|,  cela  donne,  d'après  ce  qui  précède, 

_  j_  ^  sin  (  p  ~  gi  )  sin  ( gj  —  Yi  )  sin  (  Y  —  Pi  )  ^ 
/:*  sin(Pi  —  a)siii(a  —  Y)sin(Yi — P) 

or,   la  seconde  relation  d'involutîon  à  trois  termes  est 

__    —  sin(Pi  — ai)sin(Yi—  ^)sin(a  — y). 
""  sin(P  — a)sin(Y  —  f^i)  sin(ai  — Yi  )' 

on  a  donc, eu  multipliant, 

/fi^  sin(p^a)sin(Pi-a) 

^^^  '^    "sin(Pi-ûtOsin(P-a,) 

et  Ton  aurait  une  formule  analogue  avec  y  au  lieu  de  ^  ; 
on  peut  écrire 

,^,,  ,.       sinCsinC,  sinBsinB' 

(6')  A:»  =    .    ^     .    .},  =  -^-p — ^-^. 

^     '  sinCiSinCi         sjnBisinB| 

On  aurait  des  expressions  analogues  pour  A'*  et  A"*  en 
considérant  les  couples  de  quadrilatères  {B^)  et  (B)j 
(C,)et(C). 

§  II.  —  Défokmàbilité  du  système. 

7.  Laissons  maintenant  de  côté  la  figure  a,  considé- 
rons {^g-  3  et  4)  8  triangles  qui  seront  simplement 
astreints  aux  17  conditions  a"  et  i"  ;  nous  allons  montrer 
qu'il   est  possible  de  construire  avec  ces    triangles  la 
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figure  2,  et  cela  d'une  infinité  de  façons,  ce  qui  donne 
un  appareil  déformable. 

La  démonstration  qu'on  va  lire  est  imitée  de  celle  de 
M.  Kempe,  et  nous  emploierons  en  les  modiGajit  légè- 
lement  les  notations  de  Tauteur;  nous  remplacerons 


(C,b,g;,b'),  (Gi,b„c',b;),   (a,a',a„a;), 


par 


(M,N,P,Q),    (M„N„PnQ|),    (A,B,C,D). 

a,   La   figure  3   se  compose  de  4  triangles,  dont  les 
Fig.  3. 


M  N 

angles  marqués  sur  la  figure  satisfont  aux  4  conditions 
(7)  M  =  M,        N  =  N,        P==P,        Q  =  Q; 

les  angles  A,   B,   C,   D,  qui  sont  ceux  de  la  figure  Tt 

changés  de  signes,  seront  désignés  par  A,  B,  C,  D,  de 
sorte  que  Ton  aura 

î  =  M-f-N,         Br^N-4-P,         Ê  =  Pf-Q,         D  =  Q-4-M, 


avec 


^       C^      d       Ci 
A4-C  =  B-4-D; 

410UA  représenterons  par  n^  i,  c,  d  les  quatre  côtés  dn 
quadrilatère  MNPQ,   par  Â,  B,  C,  D  les  aires  ÂMW, 
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—  BjNP,  CPQ,  —  DQM,  qui  som  positives  dans  le  cas 
de  figure  «idoplé. 

b,  La  figure  4  ^'^^  analogui*  à  la  figure  3,  cl  d'ailleurs 
complètement  déterminée  par  elle.  Les  sommets  du  qua- 
drilatère étant  pris  dans  l'ordre  V^^  Qi,  1M|^  N»  [Ta- 


r 


Kig.  4. 


bleau  (2')],  on  a  d'abord  les  quatre  conditions  d'angles 
<8)        P,=  P„        Qi=Qi,        M,=  M„        -\|=N,. 

Afin   d'avoir    {Jig-    3    et    4?    quadrilatères    MNPQ 
etP,Q.M,N.) 

/\         /\  /\/\  /\/\  -^I: 

A  =  A,         B  =  B,         G  =  G,         D  =  D 
ou 

A  =  P,  -hQi,        B  =  Q,-+-M,, 

è=M,-rN,,  L):r.N,-+-P,, 

on  a  en  second  lieu  les  trois  conditions 

(9)    P,-M=-(Q,-N)  =  Mj-P--(\,-Q)(=8); 

les  angles  de  triangles  comptés  à  partir  des  quadrilatères 
sont  respectivement 

M,     -N,      P,      -Q, 

Pi,     -Qi,     M,,     -N„ 

et  les  angles  de  la  seconde  suite  sont  ceux  de  la  première; 
suite  augmentés  d'une  même  quantité  û.  On  doit  remar- 
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c}iier  les  égalités 

M  — P  =  A  — B  =--(C-  D)=  — (M,— P,), 

ï.a  valeur  cominuiic  des  différences  (9),  désignée  pré- 
cédemment par  (a  —  ai),  doit  en  ontre  donner  lieu 
à  Tinvolulion  a!  \  il  n*est  pas  sans  intérêt  de  retrouver 
par  cette  voie  la  fornuile  de  M.  Darboux,  bien  que  les 
relations  d^involution  vraiment  essentielles  ici  soient 
celles  cpii  ont  été  écrites.  Désignons  par  m,  /i,  jp,  q  les 
cotangentes  des  angles  marqués  sur  la  figure  aux 
points  M,  N,  P,  Q;  on  aura 

I  ,  \ 


tangO  -a)  = 


tang(Y  —  n): 


tangO, —  a)  =  -ï 


tang(Yi— a)  =  — -; 


Tinvolution  en  question  donne  la  relation 

oxtang(ai-    a)      o -h  lang(ai  —  a)      1 

1 
■  -  I 

P 


ou 

(lO) 


tnp 
colô  = 


I 
m 


-(^î) 


ncj 


ni  -h  n  -h  p 


mp        ^  A 


dans  le  Mémoire  de  M.  Daiboux,  m,  n,  /;,  q  représentent 

les  quantités  désignées  ici  par  —, ,  -» ,  et  de 

*  ^  '■        m  n    p  q 

pins  les  lettres  M4,  JNi,  Pi,Qi  remplacent  les  lettres  P,, 
Qi,  M|,  N,.  On  a  alors,  pour  le  quadrilatère  (Ai), 
pA  —  S  pA  —  S 


(10'). 


joS-t-A        {p-hn)(p  -hq) 

\  _     —  9^^^  —         ^'Ah-  s 

f  '""  ^yS  —  A   ~"  {<7  -hp){q-\-  ni)* 
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D'autre  part,  en  suivant  ici  Tordre  M|N,P,  Qi  [Ta- 
bleau (i')],  et  en  observant  cjiie  les  couples  de  points 
opposés  sont  M  et  M,,  N  et  Ni,  ...,  A  et  C,  B  et  D, 
on  a  les  quatre  conditions  d*aires 

(II)    A,  =  — Â,         B,  =  — B,        C,  =  — C,        Î>,  =  -D, 


les  notations  A|,   B|,    ...  désignant  les  aires  CiVl«iN|, 

-dwtf;,  .... 

On  a  alors 

M.N,  _  NiPt  _  P.Qt  _QiM. 
MN~  ""    NP    ""    PQ     ""    QM    ^-''^' 

_    sinMsinP    _    sin\««inQ 


sinMisinPt        sinNisinQj 

a!.  Nous  joindrons  enfin  aux  conditions  (-j)  qui  con- 
cernent la  figure  3  la  nouvelle  condition 

{il)  Â-+-G  =  B-hD. 

c.  La  figure  3  possède  un  paramètre  de  déformation, 
l'angle  MNP  par  exemple;  nous  supposerons  que,  dans 
la  figure  4,  l'angle  MiNiPi  est  égal  à  Tangle  INJNP,  de 
sorte  que  les  deux  quadrilatères  INI^PQ  et  MiNjPiQi 
sont  inversement  semblables.  La  figure  3  dépend  de  7  pa- 
ramètres, sans  compter  le  paramètre  de  déformation, 
puisque  les  12  éléments  des  triangles  sont  astreints 
aux  5  conditions  (7)  et  (12);  la  figure  4  ^^^  complè- 
tement déterminée  par  la  figure  3,  au  mo}'eii  des  12  con- 
ditions (8),  (9)  et  (10),  (i  i)  et  de  l'hypoLlièse  relative 
à  Tangle  M, NiPi;  Tensemble  des  deux  figures  dépend 
de  'j  paramètres,  sans  compter  le  paramètre  de  défor- 
mation. 

[Relali veulent  à  la  figure  4?  ^L  Kempe  fait  les  hypo- 
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llièses 

Mi  =  Mi,         A  =  A,        at^kat 


(]ui  ronuciit  onze  coiidiLioiis  dislîncles,  et,  clans  une 
rédaction  d'aillenrs  très  concise,  affirme,  sans  démon- 
stration formelle,  la  possibilité  de  déterminer  k  de 
manière  n  avoir  à  la  fois 

Â,=— A,        Bi  =  — B, 

(l'auteur  ne  met  pas  de  signes);  cette  possibilité  est  une 
conséquence  de  l'involulion  «",  ou,  si  l'on  veut,  de  la 
relation  (lo)  de  M.  Darboux.  Voici  comment  M.  Kempe 
calcule  la  valeur  de  A.  En  posant 


A  C  siii  A  siu  C        B  D  sio  B  sin  D 

on  a  la  relation  facile  à  vérifier 

/  fjt  c'  ^        l' b^  d^  \ 

/  -^r-  cot  A  H-  -^7-  cot  C  )  —  I  -^  cotB  -T-  -z^  cot  D  1 
\  A  G  /       V  B  D  ; 

rr  !!sin(M-P)sin(N  — Q); 

pour  la  iii^ure  4»  il  faut  remplacer  a  par  Ayï,  A  jiar  —  A, 
A  par  C,  par  suite  P  par  PA^,  et  Ton  a 

/  a^  r*  \        /  b^  d^  \ 

-      (  ^=rC0tG4-  -rrCOlA  I  ^  (  -^  COt  D  ~  ^=r  COlB  ) 

VA  c:         y     Vb  d        ; 

=  ^Â«sin(M—  F)sin(N  — Q); 

si  Ton  retranche  membre  à  membre,  en  tenant  compte 

des  égalités 

^>       ^      O       <^  <J^         (*^         b^         d* 

A  -+-  G  =  B  -h  1>,  -^r^  H-  -^  =   -rrr  -+-  -^^r f 

A         C         B         D 
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on  oblient  par  exemple 

fX  C\sin(B-+-D),  .    r,    .    r.        ■    A    •    nx 

(— r  -f-  -r)     .    D    .    r,  (sinB  sinD  — sinAsinC) 

=  i(A»— i)sin(M  — P)sin(IV  — Q); 

à  cause  de  A  =  M  -h  N ,  . . . ,  il  reste 

,,         f\  C\sin(BH-D) 

I  —  A»  =  9. 1  --.  -f-  -^  )     ■  '       .    ,/  = . . . . 
\a*         c- J    sinBsinD 

M.  Darboux  donne  la  formule 

_    ( nq  —  mp ^ -^  {rn  -h  n  -\- p  -h  g )^ 
~  (/n-f-  n)(m-^q){p-h  n){p-i-çy 

k  laquelle  on  arrive  en  observant  que  les  hypothèses 

Al  H-  A  =  a, 
donnent 

_  ^t  =  'Jh_±Jh  ^  /ti-4-/?i  ^ 

m  -h  n  n  -^p       '  *  "  ' 

et  en  tenant  compte  des  formules  (lo');  la  relation 
entre  w,  n,  p^  mi,  «i,  p,  qui  se  présente  ici  exprime 
Tinvolution  dont  on  a  parlé  :  si  l'on  y  regarde  n  et  n^ 
comme  des  variabhïs,  on  peut  faire  en  effet  n  ei  n^ 
infinis ,  ou  /i  =  —  m  avec  /i|  =  —  /M|  ,  ou  /i  =  —  p 
avec  /ï|  =  —  /^«'l 

8.  Il  s*agit  de  faire  voir  que  les  quadrilatères  ABGD 
des  figures  3  et  4  sont  égaux.  Ou  a  d'abord,  en  ayant 
égard  aux  couples  de  points  opposés, 


B         NPxNB 
A   ~  NMxJNA' 

B         N,P,  xN,D 
A        NiM,x]N,G' 

et  par  suite 

NB 

NA  "" 

N,D 

■Ni  G' 

Arm,  de  MathémaL,  4«  série, 

t.  III   (Décembre  igoS.) 
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les  triangles  ANB  et  CN|  D  sont  donc  inversement  sem- 
hiabies.  Il  en  est  de  même  des  triangles  CQD  et  AQ|B. 
Or  on  a,  dans  la  ligure  3, 

(AB,CD)  =  (AB,ÎSB)-h(i\B,  NP)  -t-(xNP,QM) 
-+-(QM,QD)-4-(QD,CD) 
-(AB,  NB)-f-(M>,  QM)-4-(QD,CD)H-(N-Q); 

la  figure  4  donne  de  même 

(CD,  AB) 

r=(GD,N,D)-^(N,P„Q,M»)-h(Q,B,AB)H-(N,~Q,); 

d'après  la  similitude  inverse  des  quadrilatères  (A),  (A|)^ 
et  celle  des  triangles  mentionnes  plus  haut,  les  seconds 
membres  des  deuji:  égalités  ont  même  valeur  absolue  et 
des  signes  contraires;  Tangle  (AB,  CD)  a  donc  la  mêaie 
valeur  dans  les  deux  figures. 

Il  reste  à  montrer  que  la  longueur  AB,  par  exemple^ 
est  aussi  la  même  dans  les  deux  figures.  Ou  a  {^fig-  3) 


MN>, 


MP    =a2-j-6* — 2a6cos 

— --«       a'sin'M        ô'sin*P        2a^sinMsinP        <C^ 

AB    = — .   ^  .    ■  H r— -5 '    K    '    v> — cosMNP; 

sin*A  sin*B  sinAsinB 


et,  en  éliminant  cosMNP, 


AB*  sinAsinB  — MP    sinMsinP 

a*sinM  .   .    -.    .    -j         •    t>    •    i  x 
(sinM  sinB  —  sinP  sinA) 


âinA 

/>»sinP 

sinB 


(sinP  sin  A  —  sinM  sinB  k 


la  première  parenthèse  devient 

sin  M  (  sin  P  cosN  -f-  sinN  cosP), 
—  sin  P(sinM  cosN  -+-  sinN  cosM) 


ou 


sinNsin(M  — P); 
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la  relation  entre  AB  et  MP  devient,  par  l'introduclion 
des  aires  A  et  H,    • 

{  Âb'  sinAsinB  — MP*  sinMsinP 
I       =>A  V-B)Mn(M  — P). 

On  a  de  même  {Jfg-  3  ) 

i  CD    sinCsiiiD  — Mp' sinMsinP 

(       r=  .i(D  — C)siii(M  — P); 

par  analogie,  on  a  dans  la  figure  /\, 

(  AB    sinAsinB  — A:*MP    sinM,sinPi 
(       ^  —  j.{D  —  C)sin(M,—  P,); 

eomiiie  on  a 

A    -0-=  ÏÏ-+  D, 

les  seconds  membres   des   relations    (i3)   et   (ij)  sont 
égaux;  on  a,  d'autre  pari, 

X*  sin  Ml  siii  Pj  =  sin  M  sin  P; 

la  longueur  AB  est  donc  la  même  dans  les  deux  figures. 

M.  Kempe,  cjuî  ne  donne  pas  la  formule  (6)  pour  A^, 

s'appuie  directement  sur  les  relations  d'aires  qui  déler* 

minent  la  valeur  de  k.  La  relation  fournie  par  Télimi- 

nation  de  cosMNP,  peut  s'écrire 

sin  M  sinP 
_/rt*sinM        Z^«sinP\        /sinV        sinBN 
~~  \     sin  A  siiiB    /        \sinM        sinP/' 

OU,  en  multipliant  la  première  parenthèse  du  second 
membre  par  sinN  et  en  divisant  la  seconde  par  sinN, 

MP  — AB     .    > ,    ■    u  =  (A  —  B)  X  (-:i: -^1; 

suiMsinP  ^       W  uy' 
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à  cause  de  % 

nA     b) 

_sinP5inA  —  sinMsinB_  — sinfiVÎ  —  I*)       — sin(A — B^ 
~"        sinMsinNsinP  sinMsinf^     ~~      sinMsinP 

on  peut  donc  écrire 
On  a  de  même  {/ig»  3) 


(i4') 


par  analogie,  la  figure  4  donne,  après  suppression  du 
/acteur  commun  A^, 


(i5') 


i  =(x-B)><(e-f). 


la   comparaison  des   formules  (i3')  et  (i5')   donne  le 
résultat  cherche. 

Le  calcul  de  Tauteur,  un  peu  dilVérent  de  celui  qu'on 
vient  de  lire,  donne  lieu  à  cette  remarque.  M.  Kempe 
a  signalé  le  premier,  dans  un  Mémoire  reproduit  par  la 
Nouvelle  correspondance  mathématique  (t.  III,  p.  1 33), 
le  fait  suivant  : 

Pendant  la  déformation  d'un  quadrilatère  arti- 
culé MNPQ,   les  cosinus  de  deux  angles  opposés  sont 
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liés  par  une  relation  linéaire;  pour  les  angles  N  et  Q 
par  exemple,  cela  résulte  des  deux  expressions  de  la 
diagonale  MP  fournies  par  les  triangles  MNP  et  MQP. 
Dans  la  figure  3,  celte  relation  se  transforme  en  une 

relation  linéraire  entre  les  quantités  AB  et  CD  ;  la 
comparaison  des  formules  (i3)  et  (i4)  donne  ainsi,  en 
tenant  compte  de  Thypothèse  A  H-  C  =  B  -f-  D, 

CD*  sinCsinD=  AB*  sinAsinB; 
on  peut  écrire,  avec  les  notations  de  la  figure  2, 


( 


A|A|\*_^    sinAsinA' 
AA'  /    ~  sinAi  sinA', 


et  cette  formule,  qui  fait  connaître  le  rapport  de  simi-< 
litude  des  quadrilatères  (C|)  et  (C),  se  déduit  de  la  for- 
mule (6')  par  permutation  circulaire. 

9.  Les  12  angles  variables  des  3  quadrilatères  (A), 
(B),  (C)  ou  (A|),  (B|),  (C|)  sont  égaux  deux  à  deux 
i^fiS*  2).  Au  point  A  par  exemple,  l'angle  intérieur  du 
quadrilatère  (B)  et  Tangle  extérieur  du  quadrilatère  (C) 
sont  égaux.  Ces  angles  sont  : 

Quadrilatère  (A) angles    v,    |ji,  v',   |ji' 

»  (B) ),         X,   V,   X',  v' 

(C) »         .a,  X,  ,x',  X' 

X  et  )/  sont  intérieurs  pour  (B),  extérieurs  pour  (C); 
|x  et  [à'  sont  intérieurs  pour  (C)  et  (A)  ;  v  et  v'  sont  exlt- 
rieurs  pour  (A)  et  (B)  ;  on  a  ainsi 

(lO)  X -H  X'=  fiH- {x'=  V  H- v'. 

(^A  suivre,) 
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[P6c] 

DES  INVOLUTiONS  II  ET  I^i  DONNÉES  PAR  LEURS  POINTS 
MULTIPLES  :  RELATIONS  ET  CONSTRUCTIONS; 

Par  m.  Henri  BOUVIER, 

Professeur  à  l'Institution  Robin,  Vienne  (Isère). 


Lorsque  les  poinls  d'un  support  sont  rangés  par 
groupes  de  //  points,  de  telle  façon  que  k  points  du 
support  pris  arbitrairement  se  trouvent  réunis  dans  un 
groupe  et  dans  un  seul,  on  dit  que  Tensemble  k  fois 
infini  de  ces  n  points  forme  une  involucion  à* ordre  ou 
de  degré  n  et  de  dimension,  espèce  ou  rang  k  {^),  La 
loi  de  formation  doit  donc  être  telle  que  k  points  (dont 
plusieurs  peuvent  être  confondus)  pris  dans  un  groupe 
déterminent  sans  ambiguïté  les  n  —  k  autres  points  du 
groupe,  et  c'est  en  cela  que  consiste  le  caractère  iuvolutif 
proprement  dit.  Pour  abréger,  on  représente  i'involulîon 
d'ordre  n  et  de  rang  k  par  IJf . 

L'importance  particulière  de  Tinvolution  J^_,  résulte 
de  ce  que  les  involutions  I^'  peuvent  être  considérées 
comme  formées  de  groupes  communs  k  n  —  k  involu- 
tions 1^_,. 

Nous  nous  proposons  ici  d'étudier  d'abord  Tinvolu- 
tion  I'  sur  support  rectiligne  au  moven  de  deux  relations 


(  '  )  Nous  trouvons  ces  différentes  dénominations  dans  les  travaux 
très  nombreux  faits  surtout  en  Allemagne  sur  les  involutions.  Plu- 
sieurs n'emploient  même  jamais  le  mot  involutions;  ils  les  désignent 
sous  les  noms  de  systèmes  polaires  du  /i""»*  ordre  (Wiener),  de 
correspondance  symétrique  triline'aire  ou  réseau  de  ternes 
<B.  Klein),  de  système  conjugués  de  formes  linéaires  (Schle- 
stnger). 
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analogues  à  celles  qui  définissent  i'involulion  quadra- 
tique IJ. 

Nous  délcrmincrons  dans  une  première  étude  certaines 
propriétés  ou  constructions  qui  résultent  de  la  première 
de  ces  relations,  puis  daiis  une  autre  étude  celles  qui 
découlent  de  la  seconde.  Il  nous  sera  dès  maintenant 
possible  d'étendre  certaines  de  ces  propriétés  ou  con- 
structions aux  involutionsI^_f  générales  ou  particulières. 

I,  —  De  la  relation  cubique  involutive. 

De  inêtiic  que  Tiavolution  quadratique  I^  se  définit 
par  le  rapport  harmonique  qu'on  peut  mettre  sous  la 

forme 

Xi  A|.Xt  Aj-h  Xj  A|  .Xi  Aj=  o, 

où  X|,  X2  représentent  un  groupe  quelconque  de  Tinvo- 
iution  quadratique  ayant  A|  et  Â2  pour  points  doubles, 
de  même  Tinvolution  1^  sera  définie  par  la  relation 
suivante,  où  X|,  X2,  Xj  représentent  les  points  d'un 
terne  et  A|,  A 2,  A3  les  points  triples  de  rinvolution  : 

.  \  XjAi.XjAj.XiA,-»- XjAi.XjAj.Xi  Aj 

(  -f- XjAi.XiA,.X,A3  =  o, 

relation  dont  le  caractère  involutif  est  évident. 

On  tirerait  de  cette  relation  (*),  que  nous  désignerons 
sous  le  nom  de  relation  cubique  ins^olutive,  les  pro- 
priétés suivantes;  du  reste  bien  connues,  mais  qu'il  sera 
utile  de  rappeler  au  début  de  cette  étude. 

a.  Les  points  triples  A|,  A2)  A3  forment  eux-mêmes 
un  groupe  de  Tinvolution  I'. 


(  '  )  Cette  relatioQ  a  clé  simplement  signalée  dans  la  thèse  d'Appel  : 
Sur  les  propriétés  des  cubiques  gauches  et  le  mouvement  hélicoïdal 
d*un  corps  solide  {Annales  de  l'École  Normale,  1876). 

Nous  ne  Tavoxis  vu  signaler  nulle  part  ailleurs 
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b.  Deux  points  d'un  terne  déterminent  nécessaire- 
ment le  troisième  appelé  polaire  mixte  de  ces  points; 
il  existe  pourtant  deux  points,  appelés  points  neutres 
et  que  nous  désignerons  par  M <  et  M2,  qui  n'admettent 
pas  de  polaire  mixte  déterminé. 

c.  Lorsque  deux  points  neutres  sont  réels,  deux 
points  triples  sont  imaginaires  conjugués:  lorsqu'ils 
sont  imaginaires  conjugués,  les  points  triples  sont  tous 
réels.  La  réciproque  est  vraie. 

d.  A  chaque  point  correspondent  les  groupes  d'une 
involution  quadratique  I^;  les  points  doubles  de  ces 
involutions  IJ  seront  eux-mêmes  les  couples  d'une  invo- 
lution l\  ayant  les  points  neutres  M|  et  Ma  pour  points 
doubles. 

e.  Deux  points  dans  un  groupe  peuvent  se  confondre  \ 
nous  leur  donnerons  alors  un  double  indice.  On  aura 
donc  (X22  et  Xjs  étant  les  points  doubles  de  Tinvolution 
quadratique  correspoùdant  à  X|)  les  groupes 


^M» 


Xi        et        Xj3,     X33,    X|. 


L'usage  est  alors  d*aippe\er  premières  polaires  de  X|  les 
points  X22  et  Xss  et  seconde  polaire  de  X22  ou  X33 
le  point  X|.  Ce  sont  bien,  en  effet,  les  points  qu'on 
désigne  sous  ce  nom,  lorsqu'on  traite  d'une  forme 
cubique  (définissant  ici  les  points  Âi,  A2,  As)  et  de 
ses  polaires. 

IL  —  Expression  paramétrique  des  poimts 
d'un  groupe  d'une  involution  IJ. 

De  la  relation  involutive  (1)  nous  tirons  une  expres- 
sion paramétrique  des  points  d'un  terne  de  l'involu- 
tion  1^9  expression  analogue  à  la  suivante  qu'on  établit 
pour  les  points  de  coordonnées  Xt  et  ^2,  formant  les 
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groupes  d'une  involution  I^  de  points  doubles  A|  et  A2  i 

Xaj-f-  [lat 


xi  — 


Xrt, fXCTj 

X  —  [X 


Cherchons  donc  à  représenter  les  coordonnées  x^, 
X29  J^*3  des  points  d*un  terne  X4,  Xj,  Xa  d'une  involu- 
tion I^,  dont  les  points  triples  A^,  A2,  A3  ont  pour  coor- 
données ti,,  «2,  a,.  SoientXy  {^î  '^î  ^*S  P-'j  '^'î  ^'S  P^"»  v'Mes 
paramètres.  On  aura  des  expressions  de  la  forme 


Xi=z 

A  ai 

,-h|jia,-hvaj 

X-hfJl-hV 

Xi  = 

Va 

1  -hjx'ajH-v'ûf, 

X'-Hfl'-hv' 

X'ai-H  fx'aj-hv'a., 

Pour  que  ces' valeurs  de  Xi,  X2,  x^  satisfassent  à  la 
relation  involutive  (i)  mise  sous'la  forme 

(xx  —  ai)  (xt  —  ai)  {x^  —  a^)  -h  (a-,  —  a,)  (2:,  —  a^)  (x^  —  a,) 

H-  (  Xi  —  a,)  (a:j  —  ai)  (a?»  —ai)  =  0. 

un  calcul  simple  montre  qu^on  doit  avoir  : 


V             V               V 

X       X'       X" 

h  ~7  H s  =  0> 

K          f^           K 

V  V               V 

-  -h  -7  +  -^  =  0, 
jx         ^x'         II' 

X       X'       X' 

— h  -7  -4-  —  =  07 

V  V               V 

-  -1-^  -^  ^  =0, 
V             V               V 

|X             Ix'             IX* 

relations  qui  seront  vériflécs  par 

X  =  X'=X^ 

v'  =  ve*,        v'  =  ^e, 


Digitized  by 


Google 


(  554) 
OÙ  1,  e  et  6^  sont  les  racines  cubiques  de  runité  posi- 
tive. 

On  aura  donc  les  relations  cherchées 


.r3  = 


A  -^  |JL  -h  V 

\a 

1-4-  |Jl£a,-h  V£*^3 

X  -+-  [JLS  -h  V£* 

la 

1-4-  (ie*at-h  vea, 

X  -\-  JX£*  -h  V£ 


Réciproquement,  parlant  de  ces  relations  sous  la 
forme 

\{Tx—ax)-\-     |jL(a-,— a2)-H     v(j-,  —  a,) -r  o, 
X(j7j —  ai)-+-    |jie(3:j  — a,)  -f-vEï(a"j-  -  aj)  =  o, 

on  a,  en  éliminant  )v,  |jl,  v, 

X\  —  fli        Xi  —  at  .Ti  —  «3 

1^3—^1     e'(^s— «2)      e(j-3— ^3) 

Oi-,  si  Ton  développe  ce  déterminant  et  que  Ton  tienne 
compte  de  la  siguiGcation  de  e,  on  retrouve  la  relation 
involutive  donnée  plus  haut. 

Remarque,  —  L'involution  \\  étanl  déterminée  par 
trois  ternes  de  points  ayant  pour  coordonnées  X{j  x^y 
•^3  ;  JTn  J^a?  yz  ;  -i  *  ^2,  -^3  l^nil  ôtre  représentée  sous  la 
forme  connue 

X(X-70(X-r2)(X-r,)  +  îx(X-;;i)(X-5,)(X--Zâ) 

H-  v(X— Mi)(X  — Mj)(X— M,)=0. 

Supposons  que  X|,  Xa,  0:3  soient  les  coordonnées  des 
points  d'un  terne*,  en  substituant  à  X  ces  trois  valeurs 
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cl  en  prenant  comme  ternes  les  points  triples  de  coor- 
données ai,  âfs)  dzy  nous  aurons,  par  rélimination  de  X, 
{A  et  y,  la  relation 


!  (X,- 

a 

)' 

.  i>i- 

■«.)» 

(x,- 

-a»)» 

■  (a-,- 

a 

.)' 

(X,- 

-ai)' 

^^t- 

•a,)» 

1(-.- 

■a 

.)' 

(X.- 

■«!)' 

(r,- 

-«.)' 

En  rapprochant  ce  délerniinaut  du  précédent,  nous 
voyons  que  la  théorie  de  Tinvolution  I^  nous  permet  de 
conclure  que  le  premier  déterminant  est  facteur  du 
dernier^  ce  qui  aurait  sans  doute  exigé  de  longs  et 
pénibles  calculs  pour  être  démontré  directement. 

IJI.  —  Construction  des  groupes  d'une  involution  IJ 

DONNÉE    PAR    SES    POINTS    TRIPLES. 

Remarques  préliminaires. 

a.  On  sait  que  toute  involution  ou  homographie 
située  sur  un  support  rectiligne  peut  être  amenée 
à  avoir  pour  support  une  conique,  en  projetant  d'un 
point  de  la  conique  les  éléments  qui  déterminent  Tin- 
volution  ou  Thomographie,  ce  qui  sera  particulièrement 
avantageux  pour  les  involutions  et  homographies  qua- 
dratiques, dont  on  aura  à  faire  usage. 

b.  Nous  supposons  connus,  pour  les  involutions  qua- 
dratiques, les  moyens  de  construire,  soit  les  couples 
d'une  involution  donnée  par  deux  points  doubles  ou 
deux  couples,  soit  le  couple  commun  à  deux  invo- 
lutions. 

c.  Nous  signalerons  pourtant,  comme  moyens  auxi- 
liaires, les  solutions  de  certains  problèmes  concernant 
les  homographies  quadratiques. 

Soit  donc  une  homographie  quadratique  donnée  sur 
une  conique  ou  un  cercle  par  ses  deux  points  doubles  A^ 
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et  A2  et  par  un  couple  X|,  Xj.  On  peut  toujours  sup- 
poser qu'on  connaît  les  points  doubles,  car,  par  un  pro- 
cédé connu,  on  les  trouverait  facilement  dans  le  cas  oà 
rhomograpliîe  serait  donnée  par  trois  quelconques  de 
ses  groupes.  Joignons  par  une  droite  les  deux  points 
doubles.  Par  X|  faisons  passer  une  droite  quel- 
conque X|X  qui  rencontre  A|  A2  en  0|  ;  nous  obtien- 
drons sur  A|  Aa  un  nouveau  point  O3  en  joignant  X 
à  X2.  Les  deux  involutions  de  centre  0|  et  O2  ont  pour 
résultante  (*)  Thomographie  donnée,  si  l'on  entend 
par  résullanle  rhomographie  évidente  obtenue  en  fai- 
sant  correspondre  à    tout   point   d'une   involution   de 


centre  0|  le  correspondant  de  son  conjugué  harmo- 
nique dans  une  autre  involution  O^. 

Une  homographie  quadratique  est  donc  d'une  inGnité 
de  façons  la  résultante  de  deux  involutions.  Sans  insister 
sur  ce  point  de  vue,  remarquons  que  la  construction  des 
deux  points  qui  correspondent  à  un  même  point  dans 
une  homographie  où  les  supports  sont  confondus  devient 
extrêmement  facile. 

Ce  procédé  nous  conduit  aussi  à  la  solution  de  cet 
autre  problème  :  chercher  les  couples  communs  à  deux 
homographies.  En  les  considérant  chacune  comme  résui- 


(•)  Dcmyis,  dans  un  Mémoire  $ur  la  théorie  de  l' involution 
{Mémoires  de  la  Société  Boy  aie  de  Liège,  2*  série,  t.  XVII)» 
a  traité  cette  question  de  la  résultante  de  deux  involutions,  mais 
tu  point  de  vue  algébrique. 
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tante  de  deux  involutions,  on  voit  que  le  problème  peut 
se  ramener  à  déterminer  le  quadrilatère  inscrit  dans  un 
cercle  et  qui  passe  par  quatre  points  fixes.  C'est  le  pro- 
blème de  Gastillon  éltMidu  aux  quadrilatères;  on  peut  le 
résoudre  par  la  méthode  des  inversions.  Le  problème 
admet  deux  solutions. 

Dans  le  cas  où  Tune  des  homographies  serait  une 
involution,  le  problème  reviendrait  à  chercher  un 
triangle  inscrit,  passant  par  trois  points  donnés,  et 
c'est  le  problème  proprement  dit  de  Gastillon  qu'on 
peut  résoudre  directement  ou  par  la  méthode  des  in- 
versions (*).  ^ 

d.  Si  les  trois  points  triples  sont  réels,  les  construc- 
tions que  nous  allons  donner  s'effectueront  directement. 
S'ils  sont  imaginaires  conjugués,  on  peut  supposer  que 
ces  deux  points  sont  donnés  par  deux  couples  de  points 
réels  d'une  involution  qui  auraitpour  points  doubles  ces 
points  imaginaires;  les  constructions  sont  ainsi  rendues 
toujours  possibles. 

Construction  de  la  seconde  polaire  d'un  point. 

Soit  X{|  le  point  dont  nous  cherchons  la  seconde 
polaire  X2.  Désignons  par  Ç|  le  conjugué  harmonique 
de  Xi  <  par  rapport  au  couple  de  points  triples  Aj  et  A3. 

Théorème  I.  —  La  seconde  polaire  Xa  d'un  point  Xi  \ 
est  le  correspondant  X2  rfe  Xn  dnns  une  homographie 
de  points  doubles  \\  et  K^  définie  par  le  rapport 
anharmonique 

Xj5i    XiiAi  ~ 


(  '  )   RoucHÉ  cl  DE   CoMBBROUSSE ,  Traité  de  Géométrie,  Vol.  I, 
p.  29 'i- 
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En  effet,  la  seconde  polaire  X^  de  X^  est  dëliuie  par 

la  relation 

I  I  I  3 

j_ \ = • 

Xi,A,       XiiAj       XiiAs       Xi|X, 

Soit  Ç<    la  première  polaire  (conjugué  harmonique) 
de  X||  par  rapport  à  Â2  et  A3,  on  a 


XnAj       XitAj       XiiJi 
et  la  première  relation  devient 


XiiAi        XiiJi        X|iXs 

Remplaçant  XhX2  par  $1X2 —  Ç|Xn,  on  aboutit  au 
rapport  anharmonique  donné. 

Remarque,  —  Dans  la  construction,  au  lieu  d'em- 
ployer un  rapport  harmonique  et  un  rapport  anharmo- 
nique, on  peut  se  servir  des  trois  rapports  harmoniques 
suivants,  qui  déGnissent  deux  points  auxiliaires  ii  et  \\  : 

X,|A,  Î.As 


Xii  A3 

?.A. 

Xnî, 

r>A, 

X„A, 

ÎU. 

A,?', 

x,ç, 

En  effet,  le  dernier  rapport  harmonique  devient,  par 
transposition  de  lettres, 

îiX,  A,{;  -^• 

En  le  multipliant  par  le  second  oa  retrouve  le  rapport 
anharmonique  indiqué  dans  le  théorème  précédent. 
Comme  le  conjugué  harmonique  d'un  point  peut  se 
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construire  au  moyen  de  la  règle  seule,  la  couslruction 
de  la  seconde  polaire  d'un  point  relativement  a  trois 
au  1res  se  fera,  elle  aussi,  ai^ec  la  règle  seule. 

Propriétés  des  points  auxiliaires  Ç  employés 
dans  la  construction. 

Mous  désignerons  par  ^2  ^l  Sa  les  points  obtenus  de 
la  même  façon  que  Ç|  et  nous  les  appellerons  points 
auxiliaires  de  Xn . 

L'élimination  de  X|,  entre  les  deux  rapports  signalés 
dans  le  tbéorème  précédent  donne  la  relation 


De 


T  I  _I_   _   _3_ 


Théoiième  il  —  Le  point  Ç,,  auxiliaire  de  X<|,  a 
pour  seconde  polaire  le  point  triple  A|  dans  une  ins^o- 
lution  \\  qui  aurait  pour  points  triples  les  deux  autres 
points  triples  A2,  A3  de  la  première  involulion  et  la 
seconde  polaire  Xa  JeXn  dans  cette  mente  involntion. 

Corollaire.  —  Le  point  a,,  conjugué  harmonique 
de  A|  relativement  à  A^  et  A3,  a  pour  seconde  polaire 
le  point  A|. 

Ce  résultat  pouvait  être  obtenu  directement,  car  les 
ternes  A|A|A|  et  AiAaAa  font  partie  de  l'iuvolution 
cubique^  donc  à  A|  sont  associés  tous  les  couples  de 
Tinvolution  quadratique,  qui  a  pour  point  double  A| 
et  pour  couple  Aj,  A3;  et  cette  involution  aura  pour 
deuxième  point  double  le  point  ai  conjugué  harmonique 
du  premier  point  double  A|,  relativement  à  A2  et  A3. 

Théorème  IlL  —  La  seconde  polaire  d'un  point  Xn 
dans  une  im/olution  I'  est  la  polaire  mixte  des  points 
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triples  A2  et  A3  dans  une  inv^olution  particulière  qui 
ouïrait  deux  points  triples  confondus  au  point  aujct- 
liaire  Ç|  M  pour  autre  point  triple  le  troisième  point 
triple  A|  de  la  première  immolation. 

Or,  on  sait  que,  dans  le  cas  de  ces  involutions  parti- 
culières, les  constructions  se  simplifient  beaucoup. 

Théorème  IV,  —  Si  deux  points  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  deux  points  triples,  les 
secondes  polaires  de  ces  deux  points  dii^iscnt  toujours 
la  distance  de  ces  deux  mêmes  points  dans  un  rapport 
anharmonique  égal  à  9. 

Signalons  enfin  les  relations  suivantes  : 

XiiAi  ÇjXj  Ç,Ai 

\i^\  {lA,  JsAi 

relations  qui  permettraient  de  trouver  la  seconde  po- 
laire X2  au  moyen  de  procédés  tirés  de  la  géométrie 
du  triangle. 

Construction  des  premières  polaires 
d'un  point  Xj. 

Première  méthode,  —  Du  théorème  sur  la  seconde 
polaire,  on  tire  les  relations 

XiiAj  Si  A3 


et 


X,iAj  Ç,Aj 

^ii?i    Xj  Al Xit  Xj  Si  Al 

X2S1    X,,Ai  ~"       "  XiiAi  (iXt 


=  3. 


Le   couple  Ç|,  X^    sera  donc  le  couple  commun  à 
Tinvolution  quadratique  et  à  T homographie  définie  par 
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le  deuxième  rapport  anliarmonique  mîs  sous  sa  seconde 
forme.  Nous  avons  indiqué  dans  les  remarques  prélimi- 
naires que  le  problème,  dans  le  cas  où  le  support  était 
une  conique  (et  par  projection  il  est  toujours  possible 
d^avoir  un  tel  support),  admettait  deux  solutions. 

Seconde  méthode,  —  Le  procédé  suivant  nous  semble 
plus  pratique. 

Soit  a,  le  conjugué  harmonique  de  A|  par  rapport 
aux  deux  points  A2  et  A3.  Comme  nous  l'avons  indiqué 
dans  un  corollaire  du  théorème,  A|  et  ai  sont  les  pre- 
mières polaires  du  point  A|,  cV'st-à-dire  les  points 
doubles  de  Tinvolution  quadratique  correspondant  à  A| . 
Si  donc  Xj  désign<!  le  conjugué  harmonique  de  X^, 
relativement  aux  points  A4,  ai,  le  terne  X3A1X!,  appar- 
tient à  Tinvolution  cubique-,  il  en  serait  de  même  des 
ternes  analogues  X2A2X^,  X2A3X'^'.  Les  couples  A|X^ 
et  A 2X2,  par  exemple,  définissent  une  involulion  qua- 
dratique dont  les  points  doubles  sont  les  premières 
polaires  de  X2. 

Dans  le  cas  où  A2  et  A3  sont  imaginaires  conjugués,  il 
faut  remarquer  que  ai  et  X,  se  construisent  aisément  et 
que  le  couple  X2X'  (X'  étant  la  seconde  polaire  de  X2) 
appartient  à  l'involution  AiX'j,  et  A2X2.  Or,  X'  se  con- 
struit toujours.  L'involution  quadratique  se  trouvera 
donc  définie  par  les  couples  AiX'^  et  X2X'. 

Construction  de  la  polaire  mixte  d'un  point 
ef  du  point  à  l' in  fini. 

Désignons  par  Xq  la  polaire  mixte  du  point  X|  et  du 
point  à  Tinfini;  la  relation  involulive  devient 

Xi Ai.Xo Ai-H  Xi .V2.X0A3-+-  Xj  As.XqAi  =  o. 

Théorème  V.  —  La  polaire  mixte  X©  de  Xi  et  du 
Ann.  de  Mathémat,,  '»•  série,  l.  HT.  (Décembre  190.3.)  36 


Digitized  by 


Google 


(  ;i;6'i  ) 
fwinl  à  l'infini  s'obtient  au  moyen  de  simples  rapports, 
en  cherchant  : 

I®  Un  point  auxiliaire  E  qui  dis^ise  intérieurement 
(ou  extérieurement)  A 2  As  dans  le  même  rapport  que 
Xj  divise  extérieurement  (ou  intérieurement)  A2Ai  ; 

i®  Le  point  X^  qui  divise  extérieurement  (ou  inté- 
rieurement) Aï  E  dans  le  m^me  rapport  que  X|  divise 
intérieurement  (ou  extérieurement)  FAj,  F  étant  à 
une  distance  de  X|  égale  /ï  X|  Ai  -4-  X|  A^. 

Daprès  cet  énoncé,  on  trouvera  le  j>oint  Xq  en  élimi- 
nant E  entre  les  relations 

EA, XiAt  XuAi X,F    _       \,At-4-X|A, 

EAn  "^       X,Ai'  XoE    ~       X,A,  ■"       "       X,A, 

On  en  tire,  en  eilel, 

XoE(X,A,4-X,A,)-XoA,.X,A,-f-XoA,.X,A,, 
XoE(X,A,-+-X,A,)=.-X„A,.X,A3. 

Divisant  membre  à  membre,  on  tombe  immédiate- 
ment sur  la  relation  donnée  plus  haut. 

La  construction  déduite  de  ce  théorème  est  purement 
linéaire. 

Remarques: 

i"  La  seconde  polaire  du  point  à  Tinfini  serait 
donnée  par  ces  simples  rapports  : 

EAj  _  XoAi  _ 

ËAl  """"*'         TÛË  "'.  '"'^' 

le  point  E  serait  le  milieu  de  A2  A3. 

2*  En  s'appujant  sur  la  relation  donnée  plus  haut, 
on  peut  dire  que  la  distance  d^un  point  triple  A,  à  la 
polaire  mixte  de  ce  même  {K>int  et  du  point  à  rinPini 
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«st  moyenne  pro portion neDe  entre  les  distances  à  cette 
môme  polaire  mixte  des  deux  autres  points  triples. 

Construction  de  la  polmre  mixte  de  deux  points» 

Soient  X,  et  X2  les  deux  points  dont  on  cherche  la 
polaire  mixte  X3. 

Première  méthode.  —  Elle  consiste  à  chercher  les 
deux  premières  polaires  de  X|  par  exemple,  puis  le 
conjugué  de  X2  dans  Tinvolution  quadratique  qui  au- 
rait pour  points  doubles  les  deux  premières  polaires 
déjà  obtenues. 

Deuxième  méthode.  —  Elle  suppose  qu'on  a  cherché 
par  les  méthodes  indiquées  la  polaire  mixte  X02  de  X^ 
etdupoinlàrinfini,  et  la  seconde  polaire  X'^  du  point  Xi . 
On  arrive  alors  facilement  au  moyen  de  la  relation  sy- 
métrique trilinéaire  qui,  elle  aussi,  définit  une  involu- 
lion  I3  à  ce  théorème  : 

Théorème  VI.  —  La  polaire  mixte  X3  de  X|  et  Xj 
di\^ise  la  distance  X|  X02  dans  le  même  rapport  que  la 
seconde  polaire  X'^  de  X|  divise  la  distance  X2X02Î  ce 
qui  est  exprimé  par  la  relation 


XjXt  j_  X 1  x. 


X3X0S       X'i  Xoj 
On  est  ainsi  conduit  à  une  construction  linéaire. 

/autres  procédés  de  construction. 

Par  projection,  on  peut  transformer  toute  involution 
sur  support  rectiligne  en  une  involution  du  même  ordre 
et  du  même  rang  située  sur  une  courbe  unicursale  et 
en  particulier  sur  une  conique. 

Sur  ce  dernier  support,  d'ingénieuses  constructions 
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ont  été  données  par  B.  Klein  (*),  Schlesinger  (*),  Le 
Paige. et  Deruyts  (')  et  nous  pourrons  revenir  utile- 
ment sur  ce  sujet. 

Nous  terminerons  celte  étude  des  constructions  par 
une  remarque  qui  donne  lieu  à  un  nouveau  procédé 
assez  simple. 

Si  la  base  d^une  involution  I,  à  points  triples  réels 
est  un  cercle  et  que  ces  points  triples  a^,  02,  a^  soient 
les  sommets  d'un  triangle  équilatéral,  les  points  ^Ti,  j:2> 
Xi  formeront  les  ternes  d'une  involution  1^  si,  dans  un 
même  sens,  on  a  la  relation 

arcaia?|-r-  arcatarj-j-  31x03^:3=  aA*7t, 

ce  qui  avec  le  compas  donne  des  constructions  faciles. 
Or  il  est  également  facile  de  transformer  une  involu- 
tion 1^  sur  support  rectiligne  et  de  points  triples  réels  A  |^ 
A2,  A3  en  une  involution  IJ  sur  support  circulaire  ayant 
pour  points  triples  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral 
inscrit. 

Remarquons  aussi  qu'il  existe  une  parabole  inscrite 
aux  triangles  a^a^a^  et  x^x^x^, 

IV.  —  Construction  de  la  (/i  —  lycme  polaire 

DANS    UNE    involution    I"  _  ,  • 

Théorème  VII.  —  Si  ç»  désigne  la  (a —  ly^me  ^q. 
laite  d'un  point  X  dans  une  involution  IJ^,  et  i/,_a> 
la  {n  —  a  —  ly^fne  polaire  de  ce  même  point  X  dans 


(  '  )  Théorie  der  trilinear-symmctrischen  Elemenlargebilde.  Mar- 
burg,  1881. 

(')  Ueber  conjugirte  binàre  Formen.  Breslaa,  i88a.  Dans  ce  Mé- 
moire Schlesinger  traite  également  des  formes  de  degré  supérieur. 

(^)  Mémoire  sur  la  théorie  de  l* involution  et  cle  l'homographie 
unicursale  (  Mémoires  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Litige, 
a-  série;  t.  XVII,  i88a). 
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Aine  autre  inv^olution  Ijzj-i,  la  {n  —  \y^^^  polaire  H! 
de  X  dans  une  involution  I"_ , ,  ajant  pour  points  mul- 
tiples les  n  points  multiples  des  deux  premières,  sera 
donnée  par  le  rapport  anharmonique 


X?» 
Xî^a 

X'f„»a        a 

—  n 

X'Ça    - 

a 

En 

effet, 

de 

I 

XA,       '^' 

1 . 

I 
••■^  XAa  ~ 

•-^XA.= 

XÇa' 
n  — a 

XAa+i 

X?,-«' 

Il  tire  par 

addition  : 

I 

-h... 

I 

I 

5iA„ 

a 

XA, 

XA(x             XAg(-f.j 

Xî« 

u 

n 

a          71  - 

-  % 

XX  - 

■xu"^x$, 

> 

i-a 

X{„ 


c!t  de  celle  expression  on  tire  en  remplaçant  XX'  par 
X^ia+ia^'  le  rapport  anharmonique  énoncé  dans  le 
théorème. 

Conclusions, 

1  ®  Supposons  a  ==  1 ,  le  rapport  anharmonique  devient 
si  Af  est  l'un  des  points  multiples  d'une  involutionl"_, 

X^  X'Ai  ,  . 

xâ;  xi7-"^~^''~'^' 

Le  point  \^  pourra  se  trouver  au  moyen  d'une  série  de 
points  \  obtenus  de  la  même  façon.  La  {n  —  i)*^"»*  polaire 
peut  donc  s'obtenir  en  partant  d'un  rapport  harmonique 
par  une  suite  de  rapports  anharmoniques  dont  les  con- 
stantes sont  en  progression  arithmétique,  de  raison  —  i . 
Chaque  point  multiple  paraîtra  dans  l'un  de  ces  rap- 
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ports  et  l^ordre  des  points  multiples  ainsi  employés  est 
indiflerent  pour  le  résultat  final. 

2"^  Le  rapport  anharmonique  du  théorème  précédent 

devient  harmonique  pour  =:  —  i  ou  a  =  -  •  D'où  : 

Théorème  VIII.  —  Dans  une  involuiion  IJ|_,  de 
degré  pair  oh  n  =  2/2',  la  {n  —  ly^me polaire  X'  d'un 
point  X  forme  avec  ce  point  X  un  couple  dans  une 
iuifolulion  quadrati(/ue  dont  les  points  doubles  sont 
respectivement  les  (n' —  ly^mes  polaires  de  X  relative^ 
ment  aux  n'  points  de  chacun  des  deux  groupes  qui 
composent  d'une  façon  quelconque  la  totalité  des 
n  points  multiples  de  V involuiion  I2_,   donnée. 

Comme  les  couples  d'une  involuiion  quadratique  sur 
support  rectilîgne  peuvent  se  consti*uire  avec  la  règle 
seule,  on  constate  que  les  (/i  —  i)'*""  polaires  dans  une 
involuiion  1"_,  pourront  se  construire  avec  la  règle 
seule  dans  le  cas  où  /z  =  *iP  {p  entier  et  positif). 

3"^  L'emploi  d'un  rapport  anharmonique  se  ramène^ 
comme  nous  l'avons  vu  (théorème  I,  remarque),  a  l'em- 
ploi de  deux  rapports  harmoniques  et  d'un  point  auxi- 
liaire dans  le  cas  où     ^     =  —  2,  ce  qui  donne  a  =  -• 

On  voit  par  là  que  les  (n  —  i)'*'»«  polaires  dans  une 
involution  IJ,,  pourront  se  construire  avec  la  règle 
seule  dans  le  cas  ou  n=  3^  (q  entier  et  positif)  et  plus 
généralement  encore  dans  le  cas  oii  n  =  :àPX  3*. 

Dans  un  prochain  article  nous  étudierons  les  involu- 
tions  I'  en  partant  du  couple  de  points  neutres  et  nous 
généraliserons  les  résnltals  pourtoute  une  classe  d'invo- 
lutionsJJ5_|. 


Digitized  by 


Google 


(567  ) 

[Pic] 

SUR  UKE  PROPRIÉTÉ  DE  LH0M06RAPBIE; 

Par  m.  J.  RÉVEILLE. 


Cette  propriété  s*éiionce  ainsi  : 

Les  droites  qui  joignent  les  points  homologues 
(le  deux  plans  homologues,  passant  par  une  arête 
du  tétraèdre  double  de  V homographie,  rencontrent 
deux  droites  fixes  et  forment  ainsi  une  congruence 
linéaire. 

Les  coordonnées  des  points  homologues  des  deux  fi- 
gures lioniographiques,  rapportées  au  tétraèdre  double, 
sont  liées  par  les  relations 

X'^XX,         Y'-txY,         Z'=vZ,         r=pT. 

Soit  un  plan  T  =  KX  passant  par  une  arête  du  tétraèdre 
double;  un  point  de  ce  plan  a  pour  coordonnées  x^  y^ 
z,  1ix\  on  a  alofs,  pour  le^ coordonnées  du  point  homo- 
logue, 

jr'=Xa;,        y=^y,        z'  =  yz,         t'—pkx, 

et  pour  celles  d^un  point  de  la  droite  qui  joint  ces  deux 
points 

Ix  -h  m'kx,     If  '\-  my,/,     Iz-hm^éz,     ikx  -h  mpkx. 

Au  point  où  cette  droite  perce  le  plan  Y  ^=  o,  on  a 

/-h  mjA  =  o; 
ce  point  est  donc 

X  =  (— fA-hX)ar,         Y=o,         Zr=(— fH-v)«, 
T  =  A'(— |ji-hp)^; 
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d'où 

T_*(p-H^) 
X  X  —  [1 

Il  est  sur  la  droite  fixe 

Y  =  o,         (X-(x)T  =  À-(p-(x)X. 

Ou  trouverait  de  même  que  la  droite  qui  joint  deux 
points  homologues  perce  le  plan  Z  =  o  en  un  point  de 
la  droite  fixe 

Z  =  o,         (X-v)T  =  )t(p-v)X. 

Les  deux  plans 

(X-|x)T  =  A:(p-Hi)X,        (X- v)T  =  A:(p  -  v)X 

forment  avec  les  plans  T=  o,  X  =  o  un  faisceau  dont 
le  rapport  anharmonique  est 

p_-JJl.  X  — fA. 
p  —  V    '    X  —  V  ' 

c'est  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  d'inter- 
section des  quatre  faces  du  tétraèdre  double  avec  toute 
droite  qui  joint  deux  points  homologues.  On  pourrait 
rappeler  le  rapport  anliarmonique  de  l'homographie, 

La  propriété  démontrée  par  M.  Fontené  (*)  au  sujet 
de  deux  figures  semblables  est  un  cas  particulier  de  celle 
qui  vient  d*étre  exposée. 

On  énoncerait  aisément  la  propriété  corrélative. 


(  '  )  Sur  un  cas  remarquable  de  la  projection  gauche  (  Nouvelles 
Annales  f  1896). 
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CERTIFICATS  DE  MÉCANIQUE  RATIONNELLE. 


Montpellier. 

Épreuve  écrite.  —  On  demande  d'étudier  le  mouvement 
d'une  plaque  elliptique  infiniment  mince  homogène  et 
pesante,  dont  chaque  élément  superficiel  est  attiré  par  un 
point  fixe  A  proportionnellement  à  la  masse  et  à  la  dis- 
tance. 

La  masse  de  la  plaque  est  égale  à  j;  les  longueurs  de 
ses  demi-axes  de  symétrie  sont  2  et  i.  A  l'origine  du  mou- 
vement, le  centre  de  la  plaque  n'a  pas  de  vitesse,  et  la 

plaque  tourne,   avec  la  vitesse  angulaire  —=-j    autour 

d'une  droite  passant  par  le  centre,  située  dans  le  plan 
inené  par  le  grand  axe  perpendiculairement  au  plan  de 
la  plaque,  et  faisant  avec  ce  grand  axe  un  angle  dont  la 


tangente  vaut  \ 


Épreuve  pratique.  —  Un  point  matériel,  de  masse  égale 
à  V unité,  se  meut  sous  Vinfiuence  d'une  force  centrale 
issue  de  0.  On  demande  de  déterminer  la  trajectoire  et  la 
loi  de  force,  sachant  que  Vhodographe  du  mouvement, 
construit  avec  le  point  0,  est  un  cercle  de  centre  0. 

(Juillet  1902.) 

Épreuve  écrite.  —  Le  sommet  d'un  cône  de  révolution, 
pesant  et  homogène,  glisse  sans  frottement  sur  un  plan 
horizontal  fixe.  On  imprime  au  cône  une  rotation  autour 
de  son  axe  qui  est  laissé  sans  vitesse  dans  une  position 
inclinée  sur  la  verticale,  et  l'on  abandonne  le  cône  aux 
forces  qui  le  sollicitent.  Trouver  le  mouvement  du  cône, 
indiquer  la  forme  de  la  trajectoire  du  sommet. 

Épreuve  pratique.  -—  Un  point  d'une  figure  plane  de 
forme  invariable  décrit  une  droite  fixe  d'un  mouvement 
uniformément  accéléré,  tandis  que  la  figure  tourne  autour 
de  ce  point  d'un  mouvement  uniforme. 

1"  Trouver  les  roulettes; 
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2"  Pour  une  position  de  la  figure,  construire  le  cercle 
des  inflexions  et  le  point  d'accélération  nulle;  trouver  le 
lieu  de  ce  dernier  point  quand  la  figure  se  déplace. 

(Novembre  1902.) 

Nancy. 

Épreuve  écrite.  —  Dans  un  plan  vertical  on  donne  une 
barre  fixe  Ox  inclinée  d'un  angle  a  sur  l'horizontale,  et 
une  barre  pesante  et  homogène  AB  mobile  autour  de  son 
extrémité  inférieure  A  qui  est  fixe. 

Entre  les  deux  barres  est  placé  un  disque  circulaire 
pesant  et  homogène  qui  a  le  même  poids  que  la  barre  AB. 

Le  diamètre  du  disque  est  égal  à  la  distance  du  point  A 
à  la  barre  Ox  de  sorte  que  les  deux  barres  sont  pa- 
rallèles. 

Les  corps  sont  dépolis  et  le  coefficient  de  frottement  f 

du  disque  sur  les  deux  barres  est  égal  à  -tangx. 

Au  commencement,  le  disque  est  immobile  et  il  touche 
la  barre  AB  à  son  extrémité  supérieure  B. 

Montrer  qu'il  n'y  a  pas  équilibre^  que  le  disque  com- 
mence à  rouler  sans  glisser  sur  la  barre  Ox,  et  qu'il  finira 
par  s'arrêter  dans  une  position  qu'on  demande  de  déter- 
miner. 

Solution. 

Soient  R  le  rayoo  du  disque,  2a  la  longueur  AB,  et  x  i'ab- 


•cÎ8se  du  centre  G  ;  6oit  M  la  masse  commuse  du  disque  et 
de  AB,  leur  poids  P  est  M^;  soient  N,  T,  N',  T'  les  réactioBS 
normales  et  tangentielles  au  disque;  soit  enfin  %  l'angle  dont 
tourne  le  disque.  .    . 
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N  =  Pcosa?,  N'=Pcosa< 

X 


(57.  ) 

S'il  y  avait  éqailibre,  on  aurait 

Na?  =  P«cosa,         N'=  N -f- P  cosa, 
T-hT'=Psina,         T  =  T'; 

on  en  conclurait 

2T  —iV^  P«ina; 

mais  on  doit  avoir 

T  <  N/ 

On  aurait  donc 

/>tanga 

à  cause  de  la  position  initiale.  Il  y  a  donc  mouvement. 

Les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité  du  disque 
donnent 

M^  r=T-f-T'— M^sina,  o  =  N  — N  —  P  casa. 


Or 

on  a  donc 


MK»=  ImR*, 


MR^=2(T'-T). 


S'il  y  a  roulement  simple  sur  Ox,  on  a 

g  =  Rg=o        et        r<N'/, 

et  il  y  aura  glissement  sur  AB,  ce  qui  donne 

T  =  N/=M^/cosa-. 
On  aura  donc 

M-j-^  =  M^/cosa M^sina-+-  T\ 

MR^  =2T'-2M^/cosa^; 
on  en  déduit 

3  ^  —  4^/cosa  -  -  2^  sina  =  2^  s>n*|-  — '  j- 
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De  là  on  peut  déduire  T'et  vérifier  facilement  que  T'<  X/. 
Kn  posant  ^  =  m,  on  a  en  intégrant  avec  la  condition  m  =  o 
pour  a?  =  2  a, 

3m*=  4^sina  [ a  log H  aa  —  xj. 

Le  disque  s'arrête  pour 

a  loe h  la  —  ar  =  o 

ou  environ  pour 

a 
X  =  -* 

Épreuve  pratique.  —  Trois  barres  AE,  BE,  CE  de  même 
section  et  de  même  métal ,  et  dont  on  néglige  le  poids,  sont 


B 


100 


articulées  ensemble  en  un  point  E.  Elles  peuvent  pivoter 
autour  de  trois  points  fixes  A,  B»  C  situés  sur  une  même 
horizontale f  et  tels  que  Von  ait 

AB  =  BG  =  i™. 

Le  point  E  est  à  une  distance  de  deux  mètres  de  l'hori- 
zontale ABC;  il  est  à  une  distance  de  a"  de  la  verticale  du 
point  A. 

Sachant  qu'une  barre  qui  aurait  i^  de  long  s'allongerait 
de  i""  sous  l'action  d'un  poids  de  looo^s,  trouver  les  ten- 
sions des  trois  barres  données  quand  on  applique  en  E  un 
poids  de  loo**. 

Trouver  aussi  les  projections  sur  l'horizontale  et  sur  la 
verticale  du  déplctcement  du  point  E. 

Solution. 

En  négligeant  les  variations  des  angles  que  font  les  barres 
avec  rhorizontale,  et  en  appelant  or  et^  les  coordonnées  du 
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point  E  primitivement  égales  à  o  et  à  2,  on  trouve  pour  les 
tensions 

Ti  =  3o3''«, 7i7,        T,  ==  -  53^  34o,        T,  =  -  iqo''», 422, 

et  pour  le  déplacement  du  point  E 

dx  =  o",  oo3 1 ,        dy  =r-.  o™,  oo43. 

(Novembre  1901.) 

Épreuve  écrite.  —  Une  plaque  pesante  ABDËF  formée 
par  un  carré  homogène  de  côté  a  et  de  densité  5  et  par 
un  demi- cercle  homogène  de  densité  2  ayant  pour  dia- 
mètre FD  est  assujettie  à  tourner  autour  de  la  droite  fixe 
horizontale  AB.  A  V instant  initial  elle  est  en  repos  et  ver- 
ticale; on  lui  imprime  une  percussion  CV  appliquée  en  son 
centre  de  masse  et  normale  à  la  plaque, 

1"  Quelle  doit  être  V intensité  de  cette  percussion  pour 
que  la  plaque  oscille  autour  de  AB  avec  un  angle  d'oscil- 
lation a  égal  à  -7 

2®  Quelle  est  alors  la  durée  de  chaque  oscillation  ? 

3**  Quelle  doit  être  l'intensité  de  la  percussion  pour  que 
la  plaque  tende,  sans  jamais  l'atteindre,  vers  la  position 
verticale  symétrique  de  celle  qu'elle  occupe  au  repos? 

4°  A  quel  instant  passe-t-elle  alors  par  la  position  hori- 
zontale? 

On  donnera  les  résultats  à  j^  près. 

(Juillet  190a.) 

Poitiers. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Établir  en  partant  du  principe  des 
vitesses  virtuelles  les  équations  d'équilibre  d'unsolide  libre, 
soumis  à  des  forces  quelconques. 

II.  C/ne  tige  rigide  OA,  de  longueur  /,  a  l'une  de  ses  extré- 
mités O  qui  est  fixe;  l'autre.  A,  est  attirée  vers  un  point 
fixe  P»  situé  à  la  distance  l  de  O,  par  une  force  propor- 
tionnelle à  la  distance  A  P.  Mouvement  de  la  tige. 

Épreuve  pratique.  —  Le  couteau  d'une  balance  a  la  forme 
d'un  secteur  cylindrique.  Déterminer,  en  le  supposant 
formé  d'une  matière  homogène,  son  moment  d'inertie  par 
rapport  à  l'arête  vive,  connaissant  la  longueur  l  de  cette 
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arête t  le  rayon  r  du  cylindre  auquel  appartient  le  wc- 
teur,  r  angle  w  d*ous?erture  de  ce  secteur,  le  poids  spéci- 


fique p  de  la  substance  du  couteau* 
Données  numériques  des  unités  C.  G, 

i.: 

r 

(0 

P 


i"",-27 

8"  32' 
7,8i6 
(Juillet  1902.) 


Épreuve  écrite.  —  I.  Théorème  de  Coriolis.  —  Applica- 
tion à  la  détermination  des  projections  de  l'accélération 
d^un  point  mobile  dans  un  plan,  et  rapportée  à  un  système 
de  coordonnées  polaires,  sur  le  rayon  vecteur  et  sur  la 
perpendiculaire  à  ce  rayon  vecteur, 

II.  Un  demi-cercle  homogène  pesant  de  rayon  R,  situé 
dans  un  plan  vertical,  est  rattaché  par  un  fil  inextensible 
et  sans  masse  de  longueur  l  fixé  à  l'extrémité  A  du  dia- 
mètre qui  le  limite,  à  un  point  fixe  O  de  ce  plan  vertical, 
La  demi-circonférence  appuie  contre  une  tige  verticale 
parfaitement  polie  passant  par  O.  On  demande  déformer 

0, 


V équation  qui  donne  Vangle  œ  du  fil  avec  la  tige  dans  la 
position  d'équilibre.  Cet  angle  étant  connu,  comment  calcu- 
lerait-on la  tension  du  fil  et  la  réaction  de  la  tige  ? 

(Novembre  190a.) 
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SOLUTieiVS  DE  OmSTIONS  PROPOSÉBS. 


IMO. 

(  1902.  p.  48'>.) 

Deux  triangles  T,  T'  circonscrits  «  une  même  conique  C, 
sont,  comme  on  sait,  inscrits  à  une  conique  V.  Si  Y  passe 
par  le  point  de  Brinnckon  de  Vun  des  triangles,  elle  passe 
aussi  par  celai  de  l'autre,  (E.  Duporcq.  ) 

SOLUTION 

Par  M.  R.  Gilbert. 

£n  effet,  soient  abc  l'un  des  triangles  T,  a,  p,  y  les  points  de 
contact  avec  C  et  O  le  point  de  Brianchon  où  se  coupent  a«, 
b^f  c^.  Les  points  a,  p,  ^  ^^i^^  '^^  points  de  concours  des 
diap:onales  du  quadrangle  abOr.  Si  donc  F  passe  en  O,  le 
triangle  apy,  qui  est  inscrit  à  G,  est  conjugué  à  F. 

Il  y  a  alors  une  infinité  de  triangles  conjugués  à  l'une  quel- 
conque des  coniques  G,  F  et  inscrites  (ou  circonscrites)  à 
l'autre.  Si  le  triangle  T'  ou  a'b'c'  a  pour  contacts  a',  P',  y'  '* 
polaire  a' y'  de  b  par  rapport  à  G  coupe  F  en  deux  poinis  con- 
jugués à  a' y'.  Donc  a'P'f'  est  conjugué  à  F  qui  passe  en  O'. 

1942. 

(190S,   p.  innA 

Soient  a,  by  c,  d  quatre  points  d'une  conique  F,  et  soient 
a\  b' y  c'y  d'  les  points  où  cette  courbe  coupe  les  cercles  bcdy 
cdoy  daby  abc.  Les  droites  aa' y  bb' y  ce' y  dd  touchent  une  co- 
nique homothétique  et  concentrique  à  F. 

(E.  Duporcq.) 

SOLUTION 
Par  M.  R.  Gilbert. 

Montrons  que  aa'  et  bb'y  par  exemple,  touchent  une  conique 
homothétique  et  concentrique  à  F.  11  suffit  de  remarquer  que 
a' b  elab'  sont  parallèles.  Transformons  alors  la  figure  de  façon 
que  les  points  à  Finfini  de  F  soient  les  points  cycliques  de  la 
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nouvelle  figure;  F  devient  un  cercle  C;  il  devient  alors  évident 
qu'il  y  a  un  cercle  concentrique  à  C  et  tangent  aux  transformées 
de  aa!  et  hb\ 


1943. 

(  1902,  p.  48o.) 

Si  une  conique  variable  a  un  contact  du  quatrième 
ordre  avec  une  courbe  fixe  quelconque  le  lieu  de  son  centre 
est  une  courbe  tangente  à  la  droite  qui  joint  ce  centre  au 
point  de  contact,  (X.  Stoupf.) 

SOLUTION 

Par  M.  R.  Gilbert. 

Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  D  par  rapport  aux  coniques 
qui  ont  un  contact  du  troisième  ordre  en  un  point  fixe  avec 
une  conique  fixe  est  une  droite  A;  car  ces  coniques  forment  un 
faisceau  tangentiel.  Cette  droite  passe  évidemment  parle  point 
fixe.  Deux  coniques  infiniment  voisines  qui  ont  un  contact  du 
quatrième  ordre  en  deux  points  consécutifs  avec  une  courbe 
quelconque  ont  un  contact  du  troisième  ordre  et  leurs  centres 
sont  deux  points  infiniment  voisins  d'une  droite  A. 


OlIESTIONS. 


1986.  D'un  point  arbitraire  T  on  mène  à  une  parabole 
donnée  les  tangentes  TA,  TB.  Sur  la  normale  en  A  on  pro- 
jette orthogonalement  en  C  le  point  de  contact  B.  Du  point  T 
on  élève  la  perpendiculaire  TE  à  TG,  elle  coupe  en  E  la  nor- 
male en  A  :  quel  est  le  lieu  du  point  E  lorsque  T  varie  de 
position.  (Mannueim.) 

1987.  Si  les  segments  aa\  bb\  ce'  sont  en  involution,  ainsi 
que  les  segments  aa'^  bb'y  ce" ^  les  points  a,  6,  c  auront 
le  même  conjugué  dans  les  trois  involutions  respectivement 
déterminées  par  les  segments  fe'c"  et  c'6',  a'c' et  c'a',  a' b' 
et  b* a",  (A.  Tissot.) 
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63  figures;  1890 i5  fr. 

JORDAN  (Camille)^  Membre  do  l'Institut,  Professeur  à  l'École  Polytech- 
nique. —  Cours  d'Analyse  de  l'Ecole  Polytechnique.  2*  édition, 'entiè- 
rement refondue.  3  volumes  in-8,  avec  figures,  se  vendant  séparément  : 

ToMB  I  :  Calcul  différentiel;  1 893.^ 1 7  fr. 

ToMB  II  :   Calcul  intégral  {Intégrales  définies  et  indéfinies)  ; 

1894 ; 17  fr. 

ToMB  III:  Calcul  intégrai  {Équations  différentielles  );  1890.  .      i5  fr. 

MÉRAT,Professeur;iIa  Faculté  desScionces  de  Dijon. — Leçonsnouvelles 
sur  l'Analyse  infinitésimale  et  ses  applications  géométriques.  (0/<- 

vrage  honoré  d'une  souscription  du  Ministère  de  l'  1ns  traction  pulHlque.) 
4  volumes  grand  in-8,  se  vendant  séparément  : 

!'•  Partie  :  Principes  généraux  ;  1 894 » 1 3  fr. 

Il*  Partie  :  Étude  monographique  des  principales  fonctions  d'une 
variable;  1 896 i4fr. 

III*  Partie  :  Questions  analytiques  classiques;  1897 6  fr . 

IV*  Partie   :   Applications  géométriques  classiques;  1898..     7  fr. 
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CHRONIQUE. 

Collège  de  France.  —  i*""  semestre  1903-1904. 

Mécanique  analytique  et  Mécanique  céleste,  —  M.   Maurice  I-.KVV 
membre  de  l'Institut,  professeur.  M.  Hadamabd,  suppléant,  traitera  drs 
équations  de  l'élasticité. 

Mathématiques,  —  M.  Jordan,  membre  de  l'Institut,  traitera  de  la 
construction  des  {groupes  résolubles. 

Physique  s^énérale  et  mathématique.  —  M.  BniLLOUiN  fera  l'étude 
théorique  détaillée  de  la  théorie  électro-magnétique  de  la  lumière  et  les 
ions;  il  traitera  de  la  constante  de  la  gravitation  universelle  et  la  pesan- 
teur. 

Mathématiques  (  Fondation  Claude-Antoine  Peccot).  M.  Batre:,  chargé 
<lu  cours,  traitera  des  rapports  entre  les  notions  de  continuité  et  de 
discontinuité  dans  quelques  questions  d'analyse. 


M.  Lipschitz  (Rtidolf)  professeur  des  Mathématiques  à  l'Université, 
de  Bonn,  Correspondant  de  l'Institut,  est  décédé  le  7  octobre  1903. 


La  nouvelle  organisation  de  l'École  Normale  supérieure. 

Rapport  du  Ministre  de  V  Instruction  publique,  {Extraits,)  —  Un 
certain  nombre  di's  résolutions  adoptées  en  iQO.i  par  les  Chambres  tou- 
chant la  réforme  de  l'enseignement  secondaire  n'ont  pas  encore  reçu 
<I'e\épution:  C(*  sont  celles  qui  ont  trait  à  la  formation  des  futurs  |>rofes- 
s-eiirs  et  à  la  réorganisation  de  l'Kcole  Normale  siipérieure 

Li'  succès  de  la  réforme  de  l'ensei'^nement  secondaire  dépend  de  l;i 
srduti'on  qui  sera  donnée  au  problème  de  la  préparation  des  futurs  pro- 
fesseurs. Ce  problème,  on  s'en  est  peu  préoccupé  au  siècle  dernier;  On 
>*en  tenait  à  des  traditions  qu'on  jugeait  bonnes.  Aujourd'hui,  on  esl 
d'accord  que,  s'il  esl  indispensable  que  le  futur  professeur  sache  ce 
(ju'fl  doit  enseigner,  qu'il  se  soit  exercé  aux  méthodes  scientifiques,  il 
importe  non  moins  que,  avant  d'enseigner,  il  ait  appris  à  h^  faire 

L'agrégation,  de  quelque  façon  que  soient  in**titués  les  concours,  ne 
^aurait  prouver  l'apprentissage  professionnel.  Cet  apprentissage  n'existe 
pas,  il  est  urgent  qu'il  soit  établi.  On  est  unanime  à  penser  qu'il  doit 
être  théorique  et  pratique,  mais  surtout  pratique. 

Par   théorie,   on    est   également   unanime    à    entendre,   non    pas    un 

ensemble    de    leçons    dogmatiques,    de    considérations    de    pédagogie 

abstraite,  mais  des  entretiens  simples  et  familiers,  en  petit  nombre,  sur 

les  de^oirs   généraux   du   professeur,  sur  l'esprit  de  nos  programme^, 
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deux  listes  fie  présentation,  de  deux  noms  chacune,  dressées,  l'une  par 
le  Conseil  de  l'Université  de  Paris,  l'autre  par  la  Section  permanent** 
du  Conseil  supérieur  de  rinslruclion  publique. 

Le  sous-directeur  est  nommé  dans  les  mêmes  formes. 

Leurs  pouvoirs  peuvent  être  renouvelés. 

Art.  4.  —  Le  directeur  et  le  sous-directeur  siègent  avec  voix  délibé- 
rati\e,  dans  le  Conseil  de  l'Université  de  Paris,  et,  suivant  leur  ordre, 
sciences  ou  lettres,  dans  le  Conseil  et  rAssemblée  de  la  Faculté  [des 
sciences  ou  de  la  Faculté  des  lettres. 

Art.  o.  —  Les  élèves  de  l'Ecole  Normale  supérieure  de  l'Université 
de  I*aris  sont  nommés  au  concours.  Les  conditions  du  concours  sont 
tléterminées  par  un  arrêté  ministériel. 

Art.  6.  —  Le  nombre  des  élèves  à  nommer  chaque  année  est  fixé  par 
le  Ministre  de  l'Instruction  publique.  11  ne  peut  être  inférieur  au  chiflVe 
moyen  des  abrégés  reçus  au  concours  pendant  les  cinq  années  précé- 
dentes. La  liste  des  candidats  autorisés  à  prendre  part  au  concours  est 
arrêtée  par  le  Ministre  dans  les  formes  actuelles. 

Art.  7.  —  Les  élèves  sont  pensionnaires  ou  externes.  Le  nombre  des 
pensions  est  li\é  par  le  Ministre  d'après  le  crédit  inscrit  au  budget  de 
I'Im-oIc.  Il  est  mis  en  outre  à  la  disposition  de  l'Ecole  un  nombre  de 
bourse^  égal  au  nombre  moyen  des  bourses  d'agrégation  attribuées 
aux  racullés  des  sciences  et  des  lettres  de  l'Université  de  Paris  pendant 
les  cinq  dernières  années. 

Suivant  leur  rang  de  classement  au  concours  d'admission,  les  élèves 
choisissent  entre  les  pensions  et  les  bourses  de  l'Eiat. 

Art.  8.  —  Les  élèves  de  l'École  forment  deux  sections  :  une  section 
des  lettres  et  une  section  des  sciences.  Ils  sont  immatriculés  soit  à  la 
Faculté  des  sciences,  soit  à  la  Faculté  des  lettres  de  l'Université  de  Paris. 

Art.  îi.  —  Un  airèlé  ministériel  déterminera  l'organisation  de> 
études  à  TlCcole  Normale  et  notamment  la  préparation  pratique  des 
élèves  au  professorat. 

Art.  10.  —  Les  emplois  permanents  de  maître  de  conférences  à 
l'Ecole  Xorinaie  supérieure  S(mt  supprimés.  Les  enseignements  néces- 
saires aux  élèves  de  l'Ecole,  en  dehors  de  ceux  qu'ils  peuvent  recevoir 
à  la  Faculté  des  Sciences  et  à  la  Faculté  des  lettres,  sont  confiés  par 
l("  Ministre,  pour  une  durée  déterminée,  à  des  professeurs,  chargés  de 
cours   et   maîtres  de  conférences  de  ces  Facultés. 

Pendant  la  durée  de  cette  délégation,  ces  professeurs,  chargés  d«» 
cours  et  maîtres  de  conférences,  sont  dispensés  de  tout  ou  partie  du 
service  des  e\nrnens  en  vue  des  grades. 

Art.  11.  —  Chiiqiie  année  il  est  rendu  compte,  au  Minisire  de  l'Inï»- 
truclion  publique,  de  la  marche  et  des  travaux  de  l'Ecole,  dans  un 
rapport  présenté  p;ji-  le  directeur  et  didibéré  en  Conseil  de  l'Université 
de  Paris. 

Art.  12.  —  Les  articles  2,  3,  i,  8,  9,  10,  11  ne  seront  mis  en  vigueur 
qu'à  dater  du  i*"^  novembre  1904. 

Art.  13.  -  Le  Ministre  de  l'instruciion  publique  et  des  Beaux-Arts 
est  charité  de  rcxécntiondu  présent  décret  qui  sera  inséré  au  Bulletin 
des  lois  et  |)iiblié  au  Journal  Officiel. 
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